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Vorwort des Herausgebers. 


Ein eigenes Gefühl bewegt mich, indem ich diesen Band der Gesammel- 
ten Abhandlungen von Sophus Lie den Fachgenossen übergebe. Gerade die 


‚hier vereinigten Abhandlungen erwecken in mir Erinnerungen ganz besondrer 


Art, die mir teuer sind. Als ich vor nahezu vierzig Jahren im September 1884 


nach Kristiania kam, um Lie zu einer zusammenhängenden Darstellung einer 
seiner Theorien zu veranlassen und ihn dabei zu unterstützen, da faßte er 


gleich den Plan, ein Werk über die Theorie der Transformationsgruppen zu 


schreiben. Er selbst führte mich in täglich zweimaligen Besprechungen in die 
Theorie ein, zugleich aber vertiefte ich mich selbstverstähdlich in seine Ab- 


 handlungen. Von den vierundzwanzig Abhandlungen, die in dem vorliegenden 
- Bande vereinigt sind, waren damals die Nummern I—XVII bereits erschienen 
_ und Nr. XIX lag wenigstens zum Teil in Korrektur vor. Diese und die Ab- 


handlung in Band XVI der Mathematischen Annalen, die dem sechsten Bande 
dieser Ausgabe vorbehalten ist, wurden daher immer und immer wieder zu 


Rate gezogen. Aus Lies mündlichen Mitteilungen ersah ich allerdings, daß 
_ diese Abhandlungen nur ein sehr unvollständiges Bild von dem großartigen 
- Gebäude lieferten, das er für sich, in Gedanken errichtet hatte, und ich fühlte 
mich dadurch angespornt, alle meine Kraft daranzusetzen, daß dieses Ge- 
 bäude in der geplanten zusammenhängenden Darstellung so vollständig und 


so vollkommen ausgeführt werden möchte, wie nur möglich. Aber gerade des- 


halb haben jene Abhandlungen für mich ganz besondre Bedeutung gewonnen. 


Leider ist von dem damaligen Plane schließlich doch nur ein Teil zur 


Ausführung gekommen. Die Theorie der Transformationsgruppen ist in drei 


starken Bänden 1888, 1890 und 1893 erschienen, und darin ist der Inhalt 


_ der Abhandlungen I— VIII, XII, XV, XVI, XVII und XIX, soweit er die reine 
 Gruppentheorie behandelt, fast restlos aufgegangen. Nur die im zweiten Teile 


von Nr. V durchgeführte Bestimmung der endlichen kontinuierlichen Gruppen 
von Berührungstransformationen der Ebene ist nicht mit aufgenommen worden, 


weil die in Nr. VI entwickelte Methode einfacher und schneller zum Ziele 


führt. Dagegen ist aus der Fortsetzung, die geplant war, nichts geworden. 
Ein Band sollte der Theorie der unendlichen kontinuierlichen Gruppen ge- 


_ widmet werden, der ist aber nicht über die Vorarbeiten hinausgekommen, die 


in drei großen Abhandlungen vorliegen: zwei davon sind 1891 in den Leip- 
ziger Berichten erschienen, eine 1895 in den Leipziger Abhandlungen, sie 
werden in Band VI dieser Ausgabe wieder abgedruckt werden. Die Darstel- 
lung der Anwendungen der Transformationsgruppen auf die Integrations- 


- theorie ist überhaupt nicht in Angriff genommen worden, das „Werk über 


+ Differentialgleichungen“, auf das Lie hier auf 8. 526 anspielt, ist ungeschrieben 


geblieben. 


VII Vorwort 


Das ist sehr zu beklagen, denn gerade auf diese Anwendungen legte 
Lie das allergrößte Gewicht. Hatte er doch die ganze Theorie der Transfor- 
mationsgruppen ursprünglich nur deshalb entwickelt, weil sie das Instrument _ 
werden sollte, dessen er zur Behandlung seiner Integrationsprobleme bedurfte. 
Nun ist der reiche Inhalt der hier abgedruckten Abhandlungen IX, X, XI und 
XIV den Mathematikern eigentlich ganz entgangen. Obwohl Lie 1888 wenig- 
stens X und XI in Bd. XXXII der Mathematischen Annalen wieder hat ab- 
drucken lassen, hat fast niemand an diese Untersuchungen angeknüpft. Man 
hat eben nicht erkannt, welche Fülle von fruchtbaren Aufgaben sich hier dar- 
bietet, die erst durch Lie der Behandlung zugänglich gemacht worden sind. 
Man ahnt nicht, daß hier noch Schätze zu heben sind, die vielen Mathema- 
tikern reiche Ausbeute gewähren können, reichere vielleicht als die Beschäf- 
tigung mit der Funktionentheorie, die nun schon seit so vielen Jahren einen 
großen Teil gerade der besten Kräfte in Anspruch nimmt. 

Unter diesen Umständen fühlte ich mich geradezu verpflichtet, alles zu 
tun, um die genannten Abhandlungen so leicht zugänglich zu machen, wie 
nur irgend möglich. Daher habe ich in meinen Anmerkungen vieles ausge- 
führt, was Lie bloß angedeutet hat, und ich bin darin viel weiter gegangen, 
als ursprünglich meine Absicht war. So ist es gekommen, daß die Anmer- 
kungen doch, entgegen der Erwartung, die ich im Vorworte zum dritten Bande 
auf S. XIV ausgesprochen habe, recht umfangreich geworden sind. 

Bei den Abhandlungen andrerseits, deren Inhalt in die „Theorie der 
Transformationsgruppen“ übergegangen ist, konnte ich die Erläuterungen viel 
kürzer fassen. In der Hauptsache mußte es genügen, daß ich bei den einzel- 
nen Entwickelungen angab, an welchen Stellen des großen Werkes sie ihren 
Platz gefunden haben. Immerhin durfte ich nicht unterlassen, auf alle die 
Stellen in den Abhandlungen einzugehen, an denen Lie Methoden benutzt, die 
später von ihm durch vollkommenere ersetzt worden sind, oder an denen er 
einen Irrtum begangen hat. Lie hat zwar diese Irrtümer alle selbst erkannt 
und hat sie in dem großen Werke vermieden oder berichtigt; es schien mir 
aber notwendig, anzugeben, worin der Irrtum bestand und wo man ihn be- 
richtigt findet. 

Die Briefe von Lie an Adolph Mayer habe ich auch bei dem vorlie- 
genden Band verwertet, aber in andrer Weise als beim dritten. Bei vielen » 
der dort abgedruckten Abhandlungen lagen Briefe vor, die gerade zu der Zeit 
geschrieben waren, wo Lie den Gedanken zu der betreffenden Abhandlung 
gefaßt hatte oder daran arbeitete; diese Briefe gewährten daher Aufschluß 
über die Entstehung der Abhandlungen und konnten oft zur Erläuterung ein- 
zelner Stellen dienen. Bei den Abhandlungen, die hier vereinigt sind, ist es 
nicht so. Nähere Mitteilungen über seine Theorie der Transformationsgruppen 
macht Lie nur in einigen Briefen an A. Mayer, die aus den Jahren 1873 
und 74 stammen, während seine größeren Abhandlungen über den Gegenstand 
erst mit dem Jahre 1876 zu erscheinen begonnen haben. Deshalb können diese 
Briefe zur Erläuterung der Abhandlungen im einzelnen nicht dienen, wohl 
aber sind sie unschätzbare Urkunden über die Anfänge der ganzen Theorie, 
um so unschätzbarer, als die gleichzeitigen Briefe an F. Klein nicht erhalten 
sind. Ich habe daher diese Briefe, soweit sie sich mit den Transformations- 
gruppen beschäftigen, vollständig abgedruckt und den Anmerkungen zu den 
einzelnen Abhandlungen vorausgeschiekt. Obwohl sie noch sehr viele Fragen 





Vorwort IX 


offen lassen, gewähren sie doch immerhin einigen Einblick in Lies Gedanken- 
= werkstatt während der bedeutungsvollen Zeit, in der er seine Gruppentheorie 
geschaffen hat. 
Allen denen, die das Werk über die Theorie der Transformationsgruppen 
& kennen, möchte ich es besonders ans Herz legen, den schon vorhin erwähnten 
; zweiten Teil von Abhandlung V zu lesen. Der bietet ihnen etwas wirklich 
Neues, während sie in den rein gruppentheoretischen Abhandlungen in der 
Hauptsache Bekanntes wiederfinden. Trotzdem werden sie selbst diese Ar- 
beiten nicht ohne Ausbeute lesen, sei es auch nur, weil sie auf diese Weise 
eine Vorstellung davon gewinnen können, welche Schwierigkeiten Lie zu 
überwinden hatte, bis seine Theorie so weit entwickelt war, daß sie die G&- 
-schlossenheit und Abrundung besaß, in der sie in der Darstellung des zu- 
- sammenfassenden Werkes erscheint. 
Für solche, die sich noch nicht in jenes Werk vertieft haben, können die 
"genannten Abhandlungen als Einführung in die Theorie dienen, denn ich hoffe, 
daß ich alle wesentlichen Schwierigkeiten, die sie dem Verständnisse dar- 
Bieten, aus dem Wege geräumt habe, teils durch meine Erläuterungen, teils 
- durch Verweisungen auf Abhandlungen des dritten Bandes und auf das ‚große 
Werk. Doch möchte ich solchen Tosein empfehlen, daß sie, sobald sie zu $ 9 
von Abhandlung Ill, 8.66 kommen, .sich erst mit gewissen Kapiteln des 
3 zweiten Bandes der Theorie der Transformationsgruppen einigermaßen be- 
_ kannt machen. Ich denke dabei an die Kapitel, in denen der Begriff der Be- 
; ME ehrungstransiormation, das Rechnen mit infinitesimalen Berührungstransfor- 
mationen und die Theorie der Funktionengruppen auseinandergesetzt wird, 
also an die Kapitel 1, 3, 5, 6, 8, 9, 14, 15. 
Die Abhandlungen IX, X, XI und XIV wird nur der mit Nutzen lesen 
E - können, der mit der Allgemeinen Theorie der Transformationsgruppen und mit 
_ den Gruppen von Punkttransformationen der Ebene etwas vertraut ist, das 
heißt, der mindestens Abhandlung II, III, S. 42—65, IV, 8. 103-133 durch- 
gearbeitet hat. Möchten sich ‚doch recht viele dieser wahrlich nicht großen 
_ Mühe unterziehen; Lies Integrationstheorie der gewöhnlichen Differential- 
 gleichungen öwischen x,.%, die: eine Footer liche Gruppe von Punkttrans- 
 formationen gestatten, wird dann hoffentlich endlich nach Gebühr gewürdigt 
_ und weiter entwickelt, werden. 
i Das Sachregister ist nach denselben Grundsätzen bearbeitet. wie das von 
_ Band III, ich habe jedoch auf S. 767—773 zu Nutz und Frommen des Lesers 
noch einen Anhang hinzugefügt, dessen Veranlassung und Zweck ich kurz an- 
geben möchte. Wie ein alter Hauptmann jeden Mann seiner Kompanie kennt 
oder ein erfahrener Lehrer jeden Schüler seiner Klasse, gerade so, ja noch 
_ genauer, kannte Lie jede einzelne der kanonischen Formen, die er für die 
kontinuierlichen Gruppen der Ebene aufgestellt hatte, jede war ihm in allen 
za ihren Eigenschaften und nach ihren Beziehungen zu den andern Gruppen der 
_ Ebene vollständig gegenwärtig. Eine solche Vertrautheit mit diesen Gruppen, 
wie sie Lie infolge seiner vieljährigen Beschäftigung mit ihnen besaß, wird 
- schwerlich ein anderer jemals in gleickem Maße erwerben. Diesem Mangel 
soll jener Anhang abhelfen. Er ist einfach ein Verzeichnis der Lieschen ka- 
- nonischen Gruppen, wie es ja Lie selbst mehrfach aufgestellt hat, nur ist bei 
- jeder Gruppe jede Stelle des vorliegenden Bandes aufgeführt, an der sie vor- 
_ kommt. So kann man wenigstens für jede Gruppe von Punkttransformationen 
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mit der größten Leichtigkeit alles das auffinden, was sich auf sie bezieht: 
die Stelle, wo sie bei der Bestimmung aller Gruppen zum ersten Male auf- 
tritt, die Differentialgleichungen, die bei ihr invariant bleiben, die Integration 
dieser Differentialgleichungen, endlich die Reduktion einer vorgelegten Gruppe 
auf die mit ihr ähnliche kanonische Gruppe, mag nun die vorgelegte Gruppe 
durch ihre infinitesimalen Transformationen gegeben sein oder durch ihre 
Definitionsgleichungen, das heißt, durch das System von Differentialglei- 
chungen, das ihre infinitesimalen Transformationen bestimmt. 

Für solche, die den Wunsch haben, die Anmerkungen für sich binden 
zu lassen, ist hinter Bogen 35 ein besonderes Titelblatt eingeschaltet. 

Dr. F. Kaemmerer, der bis Ostern 1923 Assistent am mathematischen 
Seminare der hiesigen Universität war, hat mich ebenso wie sein Nachfolger 
Dr. H. Fuhr beim Korrekturlesen unterstützt durch sorgfältige Vergleichung 
des Neudrucks mit den ersten Drucken. Beiden möchte ich hier auch öffent- 
lich meinen Dank aussprechen. 

Besonders danke ich auch der Teubnerschen Druckerei, die wieder Aus- 
gezeichnetes geleistet hat. 

Dem vorliegenden Bande soll zunächst der sechste folgen, mit dessen Satz 
hoffentlich bald wird begonnen werden können. 


Gießen, Ende Mai 1924. 
Friedrich Engel. 
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I. 


Uber Gruppen von Transformationen. [529 
Von Sopnus Lie in Christiania 
(Korrespondierendem Mitgliede.) 
Göttinger Nachrichten 1874, Nr. 22 vom 3. Dezember, $. 529—542. 


Der Begriff einer Gruppe von Transformationen, welcher zu- 
nächst in der Zahlentheorie und in der Substitutionstheorie seine Aus- 
bildung fand, ist in neuerer Zeit verschiedentlich auch für geometrische, 
resp. allgemeine analytische Untersuchungen verwendet worden. Man 
sagt von einer Schar von Transformationen: 

en CE 
(wo die x die ursprünglichen, die x’ die neuen Variabeln und die « 
Parameter bedeuten, die im folgenden stets kontinuierlich veränder- 
lich gedacht werden), daß sie eine r-gliedrige Gruppe bilden, wenn 
irgend zwei Transformationen der Schar zusammengesetzt wieder [530 
eine der Schar angehörige Transformation ergeben, wenn also aus den 
Gleichungen: 

x gr f;(&ı, Yo Ay e,) 


1 A ACAE ..y ER Bi» 0) ß,) 


=, in Pr Pr)h 
unter den y Größen verstanden, die nur von den «, ß abhängen. 

Ich habe mir nun — allgemein ausgedrückt — die Aufgabe ge- 
stellt, alle Transformationsgruppen zu bestimmen, und erlaube 
mir, im folgenden die verhältnismäßig sehr einfachen Resultate anzu- 

geben, zu denen ich bis jetzt gelangt bin. 
Dabei muß von vorneherein ein Begriff eingeführt werden, durch 
den die genannte Fragestellung erst präzisiert wird, der Begriff der 
Ähnlichkeit zweier Transformationsgruppen. 

Man nennt zwei Transformationsgruppen ähnlich, wenn die eine 
dureh Einführung eines anderen Koordinatensystems auf die analytische 
Form der anderen gebracht werden kann. Die Gruppe: 


[4 5 R 
%, = f;(&,, Yan Ay ey ,) 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 1 


und: 


hervorgeht: 


2 I. Über Gruppen von. Traristormationen. Gött. Nachr. 1874 


ist also ähnlich mit jeder, die sich unter folgender Form schrei- 
ben läßt: 
Y; a5 Bf (9, Sa) 9 0%; et &,), | (9 ee «,)], 

wo die p irgendwelche Funktionen der neuen Variablen y, die ® die [531 
inversen Funktionen bedeuten, — eine Definition, welche die übrigens 
evidente Behauptung impliziert, daß eben die 'Transformationen der y 
wieder eine Gruppe bilden. Ähnliche Transformationsgruppen gelten 
im folgenden als durchaus gleichberechtigt, und in diesem Sinne ist 
das oben aufgestellte Problem zu verstehen. 

1. Ich beginne damit, die Theorie für den Fall nur einer Ver- 
änderlichen x zu entwickeln, und frage zunächst, welche eingliedrigen 
Gruppen: 

| x —=f(a, «) 
existieren. 

Man überzeugt sich, daß jede solche Gruppe für einen besonderen 
Wert des Parameters « — «° eine identische Transformation enthalten 
muß, — so daß also für jedes © 

x = f(x,.0) 
— und erhält so, indem man « den Wert a’ + d« beilegt, die un- 


, 
endlich kleine Transformation: 


war .du (a = «°), 
die wir auch so schreiben werden: 
dz=X.de, 
wo X (= n für <= ee) eine Funktion von x allein bezeichnet. In- 


dem man sich sodann diese infinitesimale Transformation unendlich 
oft wiederholt und so die ganze Gruppe erzeugt denkt, erkennt [532 
man, daß sich die Gruppe bei zweckmäßiger Wahl der Variabeln in der 
Form schreiben läßt: 
'—_-c-+o. 

Von eingliedrigen Gruppen gibt es bei einer Variabeln 
also nur einen Typus, den Typus der Translation. 

2. Sei jetzt: 

X =f(@, &, 6) 

eine zweigliedrige Gruppe. Dieselbe wird, nach analogen Schlüssen, 
eine einfach unendliche Zahl infinitesimaler Transformationen enthalten, 


die sich aus zweien derselben: 


d,x = Bi .de,, d,a = 5 . de, (a,=a},a,=a%) 


Nr. 1,2. Ein- und zweigliedrige Gruppen in einer Veränderlichen 3 


linear zusammensetzen lassen: 
0 ‚ 
dt = (a5 + Ag: 3) dt (a, = 005 “o=a)), 


Sollen aber umgekehrt zwei a kleine Transformationen: 
d,z= X,dao,, dr= X,de,, 


— die sofort zu den einfach unendlich vielen, unendlich kleinen Trans- 
formationen: 

dz= (A, X, + 4,X,)dt [533 
Anlaß geben —, durch ihre Zusammensetzung eine nur zweigliedrige 
Gruppe erzeugen, so muß man folgende Forderung stellen. Man muß 
die Transformationen unter Berücksichtigung von Größen zweiter Ord- 
nung anschreiben, was die Form ergibt: 


1. £ : 
As= Xda+,z A en . de? 


1 


IAti=X Gd+ , u 2 : de; 
und verlangen,, daß diese beiden Be zusammengesetzt, 
bis auf Größen höherer Ordnung irgendeine andere der einfach unend- 


lich vielen infinitesimalen Be ergeben, also etwa diese: 
BE (MX + AK) + GR, + AK) a), a 


Man kommt so!) auf die eine Bedingung (die sich weiterhin auch als 
hinreichend erweist); 
daX, 
&ı da 
wo jedenfalls eine der beiden Konstanten uw nicht ERERN da sonst 
X, und X, nur um einen konstanten Faktor verschieden, d. h. die [534 
beiden gegebenen unendlich kleinen Transformationen identisch wären. 
Dagegen kann man immer annehmen, daß die beiden infinitesi- 
malen Transformationen, von denen man ausgeht, so unter den einfach 
unendlich vielen ausgesucht sind, daß etwa u,— 0. Wählt man dann 
die Koordinatenbestimmung in der Art, daß die aus: 


d,x= X,da, 


hervorgehende einfach unendliche Gruppe die Gestalt der Translation 
annimmt: 


dX, 
-%, 0, uXitwmX 


y=-ı+u, 
also: 
d,z=de,, X, =1, 


1) Die weiter unten bei zwei Variabeln angeführte ähnliche Bedingung wird 


in ganz entsprechender Weise abgeleitet. 
1* 
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so kommt: 
dX : 


Die ganze zweifach unendliche Gruppe nimmt auf diese Art schließlich 
die Form an: 
X =yte+b, 


wo y, ö die beiden Parameter sind. Das heißt: 


Von zweigliedrigen Gruppen gibt es bei einer Variabeln 
auch nur einen Typus, der durch diejenigen linearen Trans- 
formationen repräsentiert wird, welche durch Verknüpfung 
der Translationen mit den Ähnlichkeitstransformationen ent- 
stehen. - 

Zugleich mag man bemerken, daß in dieser zweigliedrigen die ein- 
gliedrige der Translationen eine gewisse ausgezeichnete Rolle spielt, [535 
deren Eigenart durch Koordinatentransformation durchaus unzerstör- 
bar ist. 


3. In ähnlicher Weise bestimmt man alle dreigliedrigen Gruppen. 
Sollen die unendlich kleinen Transformationen: 


d,z = X,da,, dx = X,do,, diz= X,da, 


eine dreigliedrige Gruppe erzeugen, so müssen die verschiedenen Aus- 
drücke 
x 


ax, 
cn 


k da 

lineare Kombinationen von X,, X,, X, sein. Nun kann man aber un- 
beschadet der Allgemeinheit annehmen, daß die ersten beiden Trans- 
formationen für sich eine zweigliedrige Gruppe erzeugen. Denn in der 
gesuchten dreigliedrigen Gruppe ist jedenfalls eine zweigliedrige Unter- 
gruppe enthalten; man braucht ja nur diejenigen 00? Transformationen 
der gesuchten Gruppe zusammenzufassen, welche einen beliebig ange- 
nommenen Wert x, (einen beliebigen Punkt) ungeändert lassen. Wählt 
man dann die Koordinatenbestimmung so, daß diese zweigliedrige Gruppe 
in der angegebenen einfachen Form erscheint, so zeigt sich, daß die 
dreigliedrige Gruppe durch die Gesamtheit der linearen 
Transformationen dargestellt ist: 


‚__e2ztP, 
7,546 

Geht man dann endlich zu viergliedrigen Gruppen über, so zeigt ein [536 

ganz ähnliches Räsonnement, daß solche Gruppen überhaupt nicht 


existieren. Wir'kommen also schließlich zu dem einfachen Resultate: 


nude kü& i n a Bae a  a  ah S 
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Soll eine Gruppe von Transformationen einer Veränder- 
lichen nur eine endliche Zahl von Parametern enthalten, so 
kann diese Zahl nicht größer sein als drei, und es ist die 
Gruppe alsdann entweder mit der Gruppe aller linearen Trans- 
formationen oder mit einer in dieser enthaltenen Untergruppe 
ähnlich. 


4. Bei zwei Veränderlichen wird die Sache bedeutend komplizier- 
ter. Ich lasse dabei zunächst auch noch eine Erweiterung der Frage- 
stellung eintreten, für die bei nur einer Veränderlichen noch keine 
Gelegenheit ist. Statt nämlich nur solche Transformationen zu be- 
trachten, welche #\ und a) durch Funktionen von x, und x, ausdrücken 
— sogenannte Punkttransformationen —, betrachte ich überhaupt 
Berührungstransformationen, d. h. derartige Transformationen, die 


x, 3, unddp= z. durch &,, %, und p= - ausdrücken!). Schreibt 
man statt p homogen p,:P,, so habe ich in einer demnächst in den 
Mathematischen Annalen (Bd. 8) erscheinenden Arbeit?) gezeigt, [537 
daß sich jede unendlich kleine Berührungstransformation mit Hilfe einer 


in den p homogenen Funktion erster Ordnung 
H(&,, &, Pı, Ps) 


darstellt. Die unendlich kleinen Veränderungen, welche ein Wertsystem 
% 5 %g, Pı, Ps vermöge der Berührungstransformation erfährt, lassen sich 
nämlich in dieser Form schreiben: 


im dm _ du y 
ee ee 
op, OP, 0%, 0%, 


Soll nun eine Anzahl r solcher infinitesimaler T'ransformationen, die 
bzw. durch die Funktionen: 


Hess 


T 


charakterisiert sein mögen, zu einer r-gliedrigen Gruppe Anlaß geben, 
so zeigt sich als notwendig und hinreichend, daß die Ausdrücke: 
gi oH, 02H, Mn) (0 IH ch A) 
pe: e: mei 


DR; Omar ED: 0%  OPr ÖX, OP; 


die man in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 


1) Man kann dieselben, wenn man will, als Punkttransformationen der drei 
Variabeln x,, &,, p betrachten, welche die besondere Eigenschaft haben, die Glei- 
chung dx, —pdx, = 0 in sich überzuführen. 

2) [Vgl. dort Heft 2 (1874), S. 239, d. Ausg. Ba. IV, Abh. I, $ 6.) 
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Ordnung gewöhnlich einfach mit (H,H,) bezeichnet, sich linear aus 
den H selbst zusammensetzen lassen müssen. [538 

Ich beschränke mich nun darauf, die Resultate anzugeben, wie ich 
sie auf Grund dieser analytischen Formulierung, teilweise unter Zu- 
hilfenahme geometrischer Betrachtung, auf ziemlich mühsamem Wege 
gefunden habe. 

Gruppen von Berührungstransformationen von zwei Variabeln 
lassen entweder (I) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung unge- 
ändert!) oder zum mindesten (II) eine Differentialgleichung dritter 
Ordnung. 

Im letzteren Falle sind sie durch die bekannten Transformationen 
ersetzbar, welche Kreise in Kreise überführen. Die Gesamtheit dieser 
Transformationen bildet eine zehngliedrige Gruppe, in der dann weiter 
sieben- und sechsgliedrige Untergruppen enthalten sind, während neun- 
und achtgliedrige Untergruppen nicht existieren. Man kann die zehn- 
gliedrige Gruppe, indem man z,,2, und p,,?, als Koordinaten eines 
Punktes im Raume ansieht, in die Gruppe derjenigen Kollineationen 
des Raumes überführen, die einen linearen Komplex in sich trans- 
formieren.?) 

In dem Falle I, in welchem eine Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung ungeändert bleibt, kann man durch geschickte Wahl der 
Variabeln (durch geeignete Berührungstransformation) die ganze [539 
Gruppe in eine Gruppe von Punkttransformationen verwandeln. Wenn 
dies geschehen ist, so treten noch folgende Möglichkeiten auf: 


1. Es bleiben zwei einfach unendliche Kurvensysteme der Ebene 
bei allen Transformationen ungeändert, wie das z. B. bei den kon- 
formen Transformationen der Fall ist. Dann kann jedes Kurven- 
system, als Mannigfaltigkeit erster Stufe, nach dem früher Auseinander- 
gesetzten durch eine ein-, zwei-, dreigliedrige Gruppe transformiert 
werden. Die Transformation des einen Systems ist von der des anderen 
unabhängig und bestimmt mit ihr zusammen in jedem Falle die Trans- 
formation der Ebene vollständig. Das einfachste Gegenbild sind die- 
jenigen Kollineationen des Raumes, welche ein Hyperboloid in sich 
überführen, ohne seine beiden Systeme Erzeugender zu vertauschen — 


1) Deutet man eine solche Differentialgleichung geometrisch in der Ebene, 
so heißt dies, daß ihre Integralkurven vermöge der betreffenden Transformationen 
immer wieder in Integralkurven übergehen. 

2) Vergleiche meine Abhandlung im fünften Bande der Math. Ann. [1872, 
d. Ausg. Bd. II, Abh. I]. Dort werden alle Berührungstransformationen des Raumes, 
welche Kugeln in Kugeln überführen, in die Gesamtheit der räumlichen Kolli- 
neationen verwandelt. 
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oder auch diejenigen Kollineationen der Ebene, welche zwei Punkte 
ungeändert lassen. 

2. Es bleibt nur ein einfach unendliches Kurvensystem ungeändert. 
Dann gibt es eine allerdings unendliche Zahl verschiedener Typen, die 
man aber nach einem Index, der alle ganzzahligen Werte durchläuft, 
in übersichtlicher Weise ordnen kann. y 

3. Es bleibt kein Kurvensystem ungeändert. Dann hat man es 
mit einer Gruppe zu tun, welche durch die achtfach unendlich vielen 
Kollineationen der Ebene, oder durch eine sechsgliedrige, oder durch 
eine fünfgliedrige in diesen enthaltene Untergruppe typisch repräsentiert 
wird. Eine siebengliedrige Gruppe dieser Art existiert nicht. 

Soviel für zwei Variable. Für mehr Variable beschränke ich [540 
mich auf die Andeutung, daß erstens die analytische Grundlage der Theorie 
ganz ähnlich ist, daß ferner von r-gliedrigen Gruppen auch immer in 
einem gewissen Sinne nur eine begrenzte Anzahl von Typen existiert. 
Für alle Typen kann man Beispiele konstruieren, indem man Gruppen 
aus den Kollineationen eines hinlänglich ausgedehnten Raumes bildet. 

5. Was nun die Wichtigkeit dieser Untersuchungen für andere 
mathematische Disziplinen angeht, so mag zunächst folgende Bemerkung 
ihre Stelle finden. 

Nach den Entwickelungen von Klein (vergl. dessen Programm: 
Vergleichende Betrachtungen usw, Erlangen 1372) hängt die Art der 
(geometrischen) Behandlungsweise, welche man einer Mannigfaltigkeit 
zuteil werden lassen kann, jedesmal von einer zugrundeliegenden Trans- 
formationsgruppe ab. Wenn also alle Gruppen, die man bei einer Ver- 
änderlichen konstruieren kann, auf die lineare Gruppe zurückkommen, 
so heißt dies, daß jede Behandlungsweise des binären (Grebietes, die 
man ersinnen könnte, in die gewöhnliche lineare Invariantentheorie 
eingeschlossen ist. Wenu ferner bei zwei Variabeln gewisse ausge- 
zeichnete Gruppen durch die Kreistransformationen und die Kollinea- 
tionen typisch repräsentiert sind, so weist dies den metrischen und den 
projektivischen Untersuchungen der Ebene eine ausgezeichnete Stellung 
zu unter allen möglichen Untersuchungsarten, denen man die Ebene 
unterwerfen kann. 

Aber besonders möchte ich die Beziehungen hervorheben, ın [541 
denen diese Betrachtungen zur Lehre von den Differentialglei- 
chungen stehen. 

Hat man eine Differentialgleichung beliebiger Ordnung zwischen 
zwei Variabeln, so kann dieselbe Berührungstransformationen in sich 
selbst zulassen, die dann notwendig eine der aufgezählten Gruppen 
bilden. Es kann darauf eine Klassifikation dieser Gleichungen gegründet 
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werden, und bei denjenigen Gleichungen, . die überhaupt Transforma- 
tionen in sich zulassen, ergibt sich daraus eine rationelle Theorie ihrer 
Integration. Eine solche besondere Klasse bilden z. B. die linearen 
Gleichungen, zusammen mit allen denjenigen, die durch Berührungs- 
transformation auf sie zurückgeführt werden können. — Für die Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung ist diese Klassifikation freilich ohne 
Wert, da sie unterschiedslos unbegrenzt viele Transformationen von 
der unter I, 2 aufgezählten Art in sich gestatten '). 

Für partielle Difterentialgleichungen beliebiger Ordnung zwischen 
beliebig vielen Variabeln gelten ähnliche Betrachtungen, und es ist 
hiermit eine fruchtbare Untersuchungsriehtung angedeutet. Die Be- 
stimmung der Berührungstransformationen, welche eine partielle [542 
Differentialgleichung erster Ordnung in sich überführen, deckt sich 
geradezu mit deren Integration. 


1) Dagegen mag folgender Satz hier. eine Stelle finden: Kennt man bei 
einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln eine unendlich 
kleine Berührungstransformation, welche die Gleichung in sich überführt, so kann 
man den Multiplikator der Gleichung angeben und die Gleichung integrieren. Es 
ist dieser Satz eine Ausdehnung eines in einer früheren Arbeit von Klein und 
mir (Math. Annalen Bd. IV, 8. 83 [1871, d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV, $ 7]) ange- 
gebenen Theorems. 


a 
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Theorie der Transformationsgruppen. [19 
Erste Abhandlung. 


Von Sopnus Lie. 
Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Bd. I, Heft ı, S. 19—57, Kristiania. 
März 1876. 

In einer Reihe Abhandlungen, unter denen die nachstehende die 
erste ist, beabsichtige ich, eine neue Theorie, die ich die Theorie der 
Transformationsgruppen nennen werde, zu entwiekeln. Die be- 
treffenden Untersuchungen haben, wie der Leser bemerken wird, viele 
Berührungspunkte mit mehreren mathematischen Disziplinen, insbeson- 
dere mit der Substitutionstheorie!), mit der Geometrie und der modernen 
Mannigfaltigkeitslehre?), und endlich auch mit der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen?); sie werden gewissermaßen einen Zusammenhang 
zwischen diesen früher getrennten Disziplinen zustandebringen. Im 
übrigen muß ich es mir für spätere Arbeiten vorbehalten, die Wichtig- 
keit und Tragweite dieser neuen Theorie darzulegen. 


Abschnitt 1. [20 
Transformationsgruppen einer einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. 

1. In meiner jetzigen Abhandlung, die den ersten Abschnitt meiner 
Theorie bildet, erledige ich ein allgemeines Problem, das ich folgender- 
maßen formuliere: 

Problem. Bestimme die allgemeinste Funktion f von x und r Para- 
metern Gy, - . ., Q,, die eine Bedingungsgleichung der Form: 


fr@, a1, 2 0), dir.) = FR, Pr Pr): 


erfüllt, wo die p nur von den a und b abhängen. 


1) Siehe Camille Jordans Trait€e des Substitutions [Paris 1870]. 
Vergleiche auch Jordans Untersuchungen über Gruppen von Bewegungen. 

2) Siehe verschiedene geometrische Arbeiten von Klein und mir, insbeson- 
dere eine wichtige Abhandlung von Klein: „Vergleichende Betrachtungen 
über neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872“, die bis jetzt 


vielleicht nicht hinlänglich von den Mathematikern berücksichtigt worden ist. 


3) Siehe meine Untersuchungen tiber Differentialgleichungen. 
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Dieses Problem kann übersichtlicher ausgesprochen werden, indem 
man den Begriff Transformationsgruppe, den wir sogleich definieren, 
anwendet. 


Definition. Eine Schar von Transformationen: 
“=f(a, 4,.. + @,), 
wo x die ursprüngliche, x die neue Variable und die a Parameter be- 
zeichnen, bilden eine Transformationsgruppe, wenn die Sukzession 
zweier Transformationen der Schar mit einer einzigen Transformation 
derselben Schar äquivalent ist, wenn also aus den Gleichungen: 


x =f(g, Ay. a,), 
vef2,d,0.,0) 


x = f(z, 913°. 9.) 


wo die Funktionen der a und b sind. 
In ganz analogem Sinne spricht man über Gruppen von Trans- 


hervorgeht: 


formationen zwischen mehreren Variabeln: 
BEE ER 
In dieser ersten Abhandlung setzen wir indes immer voraus, daß 
n= | ist. Um dies noch schärfer hervorzuheben, sagen wir zuweilen, 
daß wir hier Transformationsgruppen einer einfach ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit behandeln. Die folgenden Abschnitte [21 
sind den Transformationsgruppen einer mehrfach ausgedehnten Man- 
nigfaltigkeit gewidmet. 
Definition. Fine Transformationsgruppe mit r Parametern: 
2=HM0,0,.2,0) 
soll r-gliedrig heißen, wenn f keine lineare partielle Differentialgleichung 
der Form: en 
ee 
RER 37 ee da, 


befriedigt, wenn es also unmöglich ist, die Zahl r durch Einführung 
neuer Parameter zu erniedrigen. 

Mit Anwendung dieser Terminologie läßt unser Problem sich auch 
folgendermaßen formulieren: 

Bestimme alle r-gliedrigen Transformationsgruppen einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 

2. Es ist leicht, eine allgemeine Operation anzugeben, die dazu 
dient, aus einer gegebenen Gruppe: 

= f(&, Ay...) 4.) 


ERBE REIT. 
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‚neue solche herzuleiten. Bezeichnet man in der Tat mit p und ® zwei 


beliebige inverse Funktionen, so bestimmt die Gleichung: 
= Gflpy,a,..,a)= Fl, a,. ea) 
wie man unmittelbar verifiziert, immer eine neue Transformationsgruppe. 
Dabei ist zu bemerken, daß die erste Gruppe die Form: 
X“=9F(®u),a,,...,a,) 
erhalten kann, so daß die Beziehung zwischen den beiden Gruppen eine 
gegenseitige ist. 
Definition. Zwei Gruppen: 
Bela 0) 
2 -0aa, 2,0) 
heißen ähnlich, wenn die letzte Gruppe die Form: 
X = Df(pia), a,,...,Q,), 


wo p und ® inverse Funktionen sind, annehmen kann, und also auch 
die erste Gruppe die Form: 

x«=oF(Di), a,,...,a,) ! [22 
erhalten kann. 


s 1. Vorbereitende Entwickelungen. 
3. Wir unterwerfen die Parameter einer r-gliedrigen Gruppe: 


= fi, Ay. A,.) 
der Gleichung: 


% = f(&o, 4... 0%), 
die nicht identisch stattfinden kann, wenn x, eine allgemeine Konstante 
bezeichnet. Finden wir sodann durch Auflösung 


u. 270,0. .0,) 
so behaupte ich, daß die Gleichung 
zen, or., ne hoa...,aa) 
eine (r — 1)-gliedrige Transformationsgruppe bestimmt. 


Nach unserer Voraussetzung, daß x —=f eine r-gliedrige Gruppe 
ist, besteht nämlich eine Relation der Form: 


Memo: are.) fo, 2,0), 


WR die c Funktionen. von a,,..,0, ,,d,.:.,Dd, , Sind, und da 


identisch: 


Bil, 0,2500, 4, 


ist, kommt: 


ne, 0.8), 
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woraus: 


fi, 0,::,e)= Fa, oh 
so daß: 


rrea. 000... ein anıze,) 
wird, womit die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen ist. Dies 
gibt das folgende wichtige Theorem: 

Theorem 1. Jede r-gliedrige Transformationsgruppe einer einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit enthält einfach unendlich viele (r — 1)-glie- 
drige Untergruppen. Jede Transformation der vorgelegten Gruppe gehört 
einer solchen Untergruppe an. 

Indem wir diesen Satz mehreremal anwenden, erhalten wir [23 
folgendes 

Korollar. Jede r-gliedrige Transformationsgruppe einer einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit enthält &"”! eingliedrige Untergruppen. Jede 
Transformation der vorgelegten Gruppe gehört einer solchen Untergruppe an 

4. In den folgenden Paragraphen werden wir beweisen, daß jede 
r-gliedrige Transformationsgruppe ©”! infinitesimale Transformationen 
enthält. Hier schieken wir die folgenden Bemerkungen über infinitesi- 
male Transformationen voraus. 

Eine Transformation heißt infinitesimal, wenn sie die Form: 

X = x+ F(x)dt 
besitzt, wo Öt eine infinitesimale Größe ist. Wir schreiben häufig die 
letzte Gleichung folgendermaßen: 
dx = F(a)Öt. 
/wei infinitesimale Transformationen: 
öx= X,dt, de= X,ölt, 


sind als identisch zu betrachten, wenn das Verhältnis X,:X, eine Kon- 
stante ist. 

Laß uns voraussetzen, daß eine Transformationsgruppe zwei unab- 
hängige infinitesimale Transformationen: 


öx=X,dt, de= X,öt, 


enthält. Wenden wir nun zuerst die eine Transformation an, sodann 
die andere, so ist diese Sukzession, wenn man von infinitesimalen Größen 
zweiter Ordnung absieht, äquivalent mit der Transformation: 

öx= X,dti, + X,0b,, 
welche also unserer Gruppe angehört. Und wenn man das Verhältnis 
öt,:öt, von 0 bis oo variieren läßt, so erhält man ' infinitesimale 
Transformationen, die folglich der Gruppe angehören. 
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Wir sagen, daß r infinitesimale Transformationen: 
0% = X,6L,.:., 62 = X,dt, [24 
' von einander unabhängig sind, wenn keine Relation der Form: 
1X,+.+cX=0 
mit konstanten Koeffizienten stattfindet. Enthält eine Transformations- 


gruppe r solche Transformationen, so enthält sie nach den vorangehen- 

den Entwickelungen zugleich jede infinitesimale Transformation der Form 
d6x=(aX, +: + c,X,)öt, 

das heißt, sie besitzt 00”-! infinitesimale Transformationen. 

In gewissem Sinne kann man sagen, daß die 7-1 infinitesimalen 
Transformationen, die durch die letzte Gleichung definiert werden, wenn 
man überhaupt die X als gewisse Funktionen von x, die c als Kon- 
stanten auffaßt, eine Transformationsgruppe bilden, insofern die Suk- 
zession zweier solcher Transformationen, wenn man von infinitesimalen 
Größen zweiter Ordnung absieht, mit einer einzigen Transformation 
derselben Schar äquivalent ist. Da indes derartige Scharen von Trans- 
formationen kein besonderes Interesse darbieten, fügen wir zu unserer 
Definition des Begriffs Transformationsgruppe noch die Forderung hinzu, 
daß die Transformationen der betreffenden Schar nicht sämtlich infini- 
tesimal sein dürfen. 

Zugefügt soll noch sein, daß wir unsere Untersuchungen auf solche 
Transformationsgruppen: 

| "fl, ,...,0) 
| beschränken, deren charakteristische Funktion f für allgemeine Werte 
der a und x differentiierbar ist. 


S 2. Die eingliedrige Gruppe. 
5. Ist: 


(1) x = f(x, a) 

die Definitionsgleichung einer eingliedrigen Gruppe, das heißt, be- [25 
| steht eine Funktionalrelation der Form: 
| fire, b), a) =; f(®, pa, d)), 


| ‚so darf @ keine Funktion von b allein sein. Wäre nämlich dies der 
- Fall, so käme durch Differentiation hinsichtlich «a: 


arc,e) _ 
ae 


_ woraus durch Integration: 
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wo F' gar nicht a, sondern nur f enthielte; also wäre auch: 
f(&, a) Ba Fe), 

welche Gleichung aussagen würde, daß die Gleichung (1) keinen Para- 

meter enthielte und also keine eingliedrige Gruppe definierte. Dies gibt 


Satz 1. Ist f eine Funktion von zwei unabhängigen Variabeln x 
und a, die eine Relation der Form: 


ff, b), a) = fa, p(a, b)) 
erfüllt, so kann g nicht allein von b, sondern muß auch von a abhängen. 


Durch zweckmäßige Wahl von a kann daher p eine jede Funktion von b 
werden. 


Insbesondere können wir 
p(a, b) u 
setzen. Bezeichnen wir den entsprechenden Wert von a mit a,, so kommt: 


fir, b), Ay) ER f(z, b) 


f&, a.) =1, 
wo a, offenbar von b unabhängig ist. Folglich bestimmt die Gleichung: 


x=f(z, a,) 


eine identische Transformation. Also 


und also auch 


Satz 2. Jede eingliedrige Gruppe enthält eine identische Trans- 
formation. 

Ferner können wir 

ya, b)—@ [26 
setzen. Bezeichnen wir den entsprechenden Wert von a, der von b ab- 
hängt, mit ß, so kommt 
frz, b), ß) = f(&, p(ß, b)) Ku f(&, a), L, 
welche Gleichung sagt, daß die Sukzession der beiden Transformationen 
“=f(a,b) und «= fla, ß) 

mit der identischen Transformation der Gruppe äquivalent ist, oder 
anders ausgesprochen, daß jene beiden Transformationen invers sind. 
Dies gibt 

Satz 3. Enthält eine eingliedrige Gruppe eine gewisse Transfor- 
mation, so enthält sie auch die inverse Transformation. 

6. Nach Satz 2 enthält die Gruppe «= f(x, a) eine identische 
Transformation, die dem Parameterwerte a, entspricht. Folglich liegt 
die Vermutung nahe, daß die Substitution: 


_ A oO, 
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wo ® eine infinitesimale Größe bezeichnet, eine infinitesimale Trans- 
formation bestimmt. Dies läßt sich jedoch nicht mit Sicherheit schließen, 
insofern es denkbar wäre, dab f für =u, (iskontinuierlich wäre. 
‘° Folgendermaßen sieht man in stringenter Weise, daß jede eingliedrige 
Gruppe eine infinitesimale Transformation enthält. 

Brauchen wir ß und ® in derselben Bedeutung wie soeben, so 
kann der Ausdruck: 

ff, b, B+ o) 

für einen allgemeinen Wert von b oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
für einen allgemeinen Wert von ß nur unendlich wenig von: 


ff, = fa, o)=x 


verschieden sein. Daher kann die Transformation: 
x =f(fix,b, ß-+ ©) 


7240| 


die Gestalt: 


(a= 3) 
oder: 


doz=. Be ER [27 


annehmen, und ist folglich infinitesimal. Da nun eine eingliedrige 
Gruppe nicht mehr als eine infinitesimale Transformation enthalten 
kann, so muß der Ausdruck: 
raft, ® 
da 2@ 5) 
nach der Substitution «= ß eine Funktion von x allein sein. 
Hiermit ist nachgewiesen, daß die Gleichung: 


z=f(f(e, b), a), 
und also auch die äquivalente Gleichung: 
”=f(x, pa, b)) 
für einen passend gewählten Wert von a eine infinitesimale Transfor- 
mation darstellt. Dies gibt 
Satz 4. Jede eingliedrige Gruppe x’ = f(x, a) enthält eine infinitesi- 
male Transformation. 
7. Jetzt führe ich zuerst eine endliche Transformation: 
X = f(a, a) 
der Gruppe aus, sodann die zugehörige infinitesimale Transformation, 
die ich folgendermaßen schreibe: 
dx = X(x)Öt. 
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Die mit dieser Sukzession äquivalente Transformation: 
"= fi&, a) + X(a’)dt 
gehört, wissen wir, der Gruppe an, und kann daher die Form: 
x” = f(x, a + da) 


erhalten, und da f nur für Ausnahmswerte von a diskontinuierlich sein 


kann, folgt: 
X(@)dt- ST da, 


oder, wenn wir x’ durch f ersetzen, und sodann mit da dividieren: 


(2) TAX), 


wo A von x unabhängig und folglich eine Funktion von a allein ist. 
Also: 
Satz 5. Besitzt die infinitesimale Transformation der Gruppe [28 
x= f(x, a) die Form: 
dx = X(z)Ööt, 
so ist der Differentialquotient von f hinsichtlich a gleich X(f), multipli- 
ziert mit einer Funktion von a. 


8. Die Gleichung (2) gibt durch Integration: 


ok 
) Sl, = uo) + va), 


wo x und ı gewisse Funktionen der betreffenden Argumente sind. Um 
ı zu bestimmen, erinnern wir uns, daß f(x, a) für einen gewissen Wert 
von a, den wir wie früher a, nennen, gleich x wird. Daher ist: 


> 


SE = na) + vo), 


woraus durch Einsetzung in . 


D£ 
df 
TE Kr Tr 1(a) — 1(@); 


oder, wenn wir einen neuen 


© = ya) — x(a,) 
einführen, 


an oo IE 


Hiermit ist die charakteristische Funktion f der Gruppe gefunden. Also: 
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Satz 6. (Gehört die infinitesimale Transformation dx = X(x) dt 
einer eingliedrigen Gruppe an, so ist: 
“ar _ far 
U NR 
die Gleichung der (Gruppe. 


+0 


Setzen wir: 


(4) | I. = p(@), 

so nimmt unsere Gruppe die Gestalt an: 
yla)=pla)+« 

oder, wenn wir mit ® die inverse Funktion von @ bezeichnen: [29 
"= Plya)+ a). 


Auf der anderen Seite verifiziert man unmittelbar, daß jede Gleichung 
dieser Form, in welcher g und ® inverse Funktionen sind, eine ein- 
gliedrige Gruppe bestimmt. Dies gibt 


Satz 7. Die Gleichung: 
©) FE) = Hl) +« 


definiert immer eine [eingliedrige] Gruppe, und alle eingliedrigen Gruppen 
besitzen diese Form. 


a ei re re A ee re ee er re u A 


9. Differentiieren wir Gleichung (4), so kommt: 

ä 1 
| . QDrgo 
Also kann X(x) durch passende Bestimmung von p(z) eine jede Funk- 
_ tion von x werden, und da jede eingliedrige Gruppe eine infinitesimale 
' Transformation enthält, können wir den folgenden Satz aussprechen: 










Satz 8. ‚Jede infinitesimale Transformation: 
dx = X(z)dt 


gehört einer eingliedrigen Gruppe an, nämlich der folgenden: 


x 


dx ne 
In Elze 


Es ist leicht zu erkennen, daß alle eingliedrigen Gruppen ähnlich 
‚sind. Führt man nämlich eine neue Variable: 


y= pl“) 
_ ein, so nimmt (5) die einfache Gestalt: 
h- Y=y+a 


an. Dies gibt: 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 2 
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Theorem 2. Alle eingliedrigen Transformationsgruppen einer ein- 
fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit sind ähnlich. Insbesondere können 
sie die gemeinsame Form 

C=-r+ta 
annehmen. 
$ 3. Sätze über die zweigliedrigen Gruppen. [30 
10. Ist: 
«= f(X, @ı, 4,) 
die Definitionsgleichung einer zweigliedrigen Gruppe, das heißt, besteht 
eine Funktionalrelation der Form: 
(6) fifa, db, b2), a, %)=f(a, P, 92), 
wo: 
9, = Pı(G, As, bi, D,), 
so darf keine Relation zwischen g,, @,, b, und 5, stattfinden. 
Bestände nämlich eine solche Gleichung: 
p%= Web, b,, Qı), 
so würde (6) die Form: 
ff, b,, b), a, a,)= F(r, Q,, bı, b;) 


annehmen, woraus durch Differentiation: 


aflf,a,a) dFdg, df(,a,,a) _ dFdg, 
da,  dy, da,’ da,  dy, da, 
.: : dF 
und durch Elimination von Fr : 
1 


dfih, 4; 4,) daft, a, » 4g) et 
Zur T + Pla, 9) da, a, 


und endlich durch Integration: 
fh a, A,) — Alf, w(a,, a3)), 


und also auch: 
a, a, a) = ar, w(a,, 4g)). 


Eine solche Form darf aber f nicht besitzen, da nach unserer Voraus- 
setzung «= f(x, a,, a.) eine zweigliedrige Gruppe sein soll. 

Existierten andererseits zwei Relationen zwischen g,, 5, b, und b,, 
so würde (6) die Form: 


ff, b,, bo), q,, a,) = Fa, b,, bs) 
annehmen, woraus: 


aflf, a,,@,) 0 af(f, a,,@,) En 
da, ’ da, 


und durch Integration 


fh a, a)=&%(f), 


Balder 1 a u Ed u a 
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und also auch 
fi, 4,9%) = le). 
Eine solche Form darf f indes auch nicht besitzen, da «= f(x, a,, a,) 
eine zweigliedrige Gruppe bestimmen soll. 
Hiermit ist die Richtigkeit unserer Behauptung nachgewiesen, und 
daher können wir den folgenden Satz aussprechen: 


Satz 9. Ist 
"= f(&, a, a,) 
die Gleichung einer zweigliedrigen Gruppe, so daß eine Funktionalrelation 
der Form: 
Aal BD; by), A, As) Er f(&, P1, $3) 

stattfindet, wo die g nur von den a und b abhängen, so kann man immer 
a, und a, derart wählen, daß p, und g,; gleich beliebig gegebenen Funk- 
tionen von b, und b, werden. 

11. Insbesondere können wir 
i 9,(0,, 9, di, 5) = bi, Palaı, 9: d,.b) = b, 
setzen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte der «a mit a® und 
ad, so kommt 


ff, b,, b), a a,) = f(z, b,, b,) 

f(&, ai, as) m, 
wo a® und a} offenbar von b, und b, unabhängig sind. Folglich be- 
stimmt die Gleichung 


und also auch 


"= f(a, 0, @) 

eine identische Transformation. Dies gibt 

Satz 10. Jede zweigliedrige Gruppe enthält eine identische Trans- 
formation.') 

Ferner können wir [32 

9,0, d,b)= a, Prlay, an, bi, be) = m 

setzen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte der a, die offenbar 
von den b abhängen, mit ß, und ß,, so kommt: 


ff, bi, b2), Bı, B) = la, a, a) —%, 
welche Gleichung aussagt, daß die Sukzession der beiden Transforma- 


tionen: 
z2=f(2,b,b) und X=f(&, ßı, Ba) 


1) Unser Räsonnement schließt nicht die Möglichkeit aus, daß einfach un- 


_ endlich viele Wertsysteme a,, a, eine identische Transformation gäben. Daß 
- dies jedoch nie der Fall ist, wird später gezeigt. 


2* 
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mit der identischen Transformation der Gruppe äquivalent ist, oder 
anders ausgesprochen, daß jene Transformationen sich aufheben. Also 
Satz 11. Enthält eine zweigliedrige Gruppe eine gewisse Transfor- 
mation, so enthält sie auch die inverse Transformation. 
Wüßte man a priori, daß f für a,= a, a,= a! einen Differential- 
quotienten hinsichtlich «, und a, besäße, so könnte man den Ausdruck: 


Kia, ad + 9, ad + 05), 


wo o, und ®, zwei von einander unabhängige infinitesimale Größen be- 
zeichnen, auf die Form 


tt elanl 


bringen, und dann enthielte die Gruppe die infinitesimale Transfor- 
mation: 


9 laut lau 


die jedenfalls der Form nach einen Parameter ®,:®, besitzt. 


12. Um in stringenter Weise nachzuweisen, daß jede zweigliedrige 
Gruppe einfach unendlich viele infinitesimale Transformationen enthält, 
verfährt man am besten folgendermaßen. Brauchen wir ß,, ß,, ®, und 
@, in derselben Bedeutung wie soeben, so kann der Ausdruck 


ff, bi, ba), Bı + ©, Ba + ©) 


für allgemeine Werte der Größen b, oder was auf dasselbe hinaus- 
kommt, für allgemeine Werte der Größen ß auf die Form [33 


k=3 
ER j d  ) 2) 
fifi@, bi, be), Bi, Be) + BI I. m k Pi) 
k=1 


gebracht werden, wo die mit @, und ®, multiplizierten Größen, die wir 
der Kürze wegen Y, und Y, nennen werden, nach der Substitution 
a,= ß, allein von x, b, und b, abhängen. 

Es ergibt sich in dieser Weise, daß unsere Gruppe die infinitesi- 
male "Transformation: 

da=oa,Yı +9}, 

enthält, und wir werden zeigen, daß die letzte Gleichung je nach dem 
Werte des Verhältnisses ©,:@, einfach unendlich viele distinkte infini- 
tesimale Transformationen darstellt. 

Existierte in der Tat eine Relation der Form: 


Y, ng v(b,, b,) Y, E= 0, 
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so könnte man sie, indem man nicht wie früher x, b, und b,, sondern 
f, ß, und ß, als unabhängige Variabeln betrachtete, auf die Form: 


d 7197 d ’ , 2 
a ra, Ag 


bringen, woraus durch Integration: 


fh; ßı> ßs) = F(f, w weh ß3)) 
f(&, LE Q,) = Rt, w(A,, Q,)) 


und also auch: 


folgen würde. Dies steht aber im Widerspruche mit der Annahme, 
daB «=f(x, a,, a,) die Definitionsgleichung einer zweigliedrigen 
Gruppe sein soll. 
In ganz entsprechender Weise erkennt man, daß Y, und Y, nicht 
beide verschwinden können, denn aus: 
d a WR d ( IE 2) 
SIR B.) _ 0, ar BR) _ oO 


fh Bi, B)= Ff) 
f(&, 9%; Q,) za F(2), 
was ınit der Annahme, daß unsere Gruppe zweigliedrig ist, im [34 
Widerspruche steht. Dies gibt 
Satz 12. Jede zweigliedrige Gruppe enthält oo! infinitesimale 
Transformationen. 





würde folgen: 


und also auch: 


13. Jetzt führe ich zuerst eine endliche Transformation: 
= f(®, 043 A,) 
der Gruppe aus, sodann eine beliebige unter den zugehörigen infinite- 
simalen Transformationen, etwa die folgende: 


dx = X(x) dt. 
Die mit dieser Sukzession äquivalente Transformation: 
x" = f(x, a, 0) + X(a’)dt 
| gehört, wissen wir, der Gruppe an und kann daher die Form: 
| "= f(x, a, + da,, a + da,) 


erhalten, und da / nur für Ausnahmswerte von a, und a, diskonti- 
_ nuierlich sein kann, folgt: 


X(@)dt= 4 da, 12 Ida, 
‘oder, wenn wir mit dt dividieren IE x durch f ersetzen: 


X(f)=M N + MS, 
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wo M, und M, gewisse Funktionen von a, und a, sind. Also können 
wir den folgenden Satz aussprechen: 


Satz 13. Gehört die infinitesimale Transformation $x = X (x)6t 
der zweigliedrigen Gruppe «= f(x, a,, a,) an, so ist X(f) gleich der 
Summe der Differentialguotienten von f hinsichtlich a, und a,, multipli- 
ziert mit gewissen Funktionen der a. 


Sind also: 
oe Eiern 
zwei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen unserer 
Gruppe, so bestehen Gleichungen ss Form: 


d 
X(f)=M m Eee 1 
X, (f) DE N, zZ: = N, de 


und da keine Relation der Form: [35 
D,(a,0)X,(f) + Dy(a, a)X,(f) = 0 
stattfinden darf, findet man durch Auflösung 


2 AKN+AK,N) 


(7) 
4E-B,X%,N)+B,%,N), 


wo wieder die A und B nur von a, und a, abhängen. Dies gibt 


Satz 14. Sind 
dx= X,(a)dt, 6% = X,a)dt, 


zwei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe 
x = f(x, a,, a,), so drücken die Differentialquotienten von f hinsichtlich 
a, und a, sich als Summen der Größen X,(f) und X,(f) multipliziert 
mit gewissen Funktionen der a aus. % 


$ 4. Allgemeine Form der zweigliedrigen Gruppen. 


Der vorstehende Satz gibt die Grundlage für die Bestimmung der 
allgemeinen Form der zweigliedrigen Gruppen. 


14. Die Funktion f befriedigt die Gleichungen (7), und da f nicht 
allein von den a, sondern auch von x abhängt, so müssen jene Glei- 
chungen die bekannte Integrabilitätsbedingung, die in diesem Falle 
die Form 


(AB — ABK R, — KK) + (Get 0a) Ku + (Gi 


a 


da, -7 a, =) %m0 
annimmt, erfüllen. 


Diese Relation läßt sieh in mehrere zerlegen. Wir bemerken zu- 
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nächst, daß die Determinante A,B, — A,B, von Null verschieden sein 
muß, sonst nämlich existierte wegen (7) eine Relation der Form 


af | df 
B, (a), 45) da, ar D,(a,, q,) da, = 0, 
_ woraus die unmögliche Gleichung [36 
| f=F(z, w(a,, a,)) 
folgen würde. 
Dividieren wir daher unsere Integrabilitätsbedingung mit 
4,B,—- 48, 
so kommt: 
(8) 28 8 2: A,X, = m X, + m, X,, 
wo: 
| Fee (Fe == ve) (45, 4, b,) 


da, da 
9) | dA, AB, ne 
m, = eri = ne AB AB, 
und da die linke Seite der Gleichung (8) wie auch X, und X, nur 
von x abhängen, so müssen »n, und m, Konstanten sein. Zu bemerken 
ist noch, daß m, und m, nicht beide gleich Null sein dürfen, denn aus 
X,X%,— X%,X,=0 würde folgen 
X, = Const. X,, 


_ was mit unserer Voraussetzung, daß unsere beiden infinitesimalen Trans- 
formationen von einander unabhängig sind, im W iderspruche steht. Also: 

Satz 15. Sind 9x —X,(x)öt, und dac— X, (2)Öt, zwei unab- 
hängige infinitesimale Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe, so ist: 


(8) XR—-KX=-mX, +mX,, 


wo m, und m, Konstanten sind, unter denen jedenfalls die eine von Null 
verschieden. ist. 


15. Durch zweckmäßige Wahl der beiden infinitesimalen Trans- 
_ formationen kann die eben gefundene Relation eine noch einfachere 
_ Gestalt erhalten. Man setze in der Tat, wenn etwa m, von Null ver- 
schieden ist: 

1 
m, 


m, X, +mX, = I, K,=J;; 


alsdann sind die beiden infinitesimalen Transformationen: 
6x= Yıdı, dx =]Y,dr, 


' von einander unabhängig und gehören dabei unserer Gruppe an, und 
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zwischen ihnen besteht, wie man durch Einführung von Y, und Y, [37 
in (8) findet, die Relation 

YyYy,- 4Y=- I 
Also können wir den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 16. Unter den oo! infinitesimalen Transformationen einer 
zweigliedrigen Gruppe gibt es immer zwei solche &2— X, Öt,, x X, 0%, 
daß X,X,— X, X, gleich X, ist. 

16. Indem wir zwei solche infinitesimale 'Transformationen an- 
wenden, können wir in die Gleichungen (9) die Substitution: 

m, =1l, m = 


machen. In dieser Weise finden wir: 


dA. gB, 
Au dR =-AB,—- AB, 
a2 an 


da, da, 
und durch Integration der letzten Gleichung: 


d® d®d 
Auge 2. du? 
wo ® eine arbiträre Funktion von a, und a, bezeichnet. Hierdurch 
nimmt die erste Gleichung die Form an: 

dh _y IP _db_ 88 

da, 1 404.300 I da, 
und durch ee mit 0 ®?: 
(Aer)=z, ah 


Fr 


woraus: 
dU 


dU t 
»D i 
da, u 


A, =e®? 
1 . da,’ 


De" 


wo U eine andere arbiträre Funktion der a ist. Dabei ist zu bemerken, 
daß keine Relation der Form: 

2(8, U)=0 
bestehen darf, weil sonst die Determinante (A, B,) verschwinden würde. 


17. Führt man die gefundenen Werte in (7) ein, so kommt: 
af 
re al [38 
d „au 
LERNEN 


Um diese Relationen zu a ı wir statt a, und 
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a, neue Parameter a, und «a, einzuführen. Alsdann wird, wie man aus 
. der bekannten Formel: 
df __df da, df da. 


de; da,da, | da, de, 


findet: i 
U 
je a a ul) + 5 Xr(f) 
; a any 


Wählen wir insbesondere: 


| ven. u ...20 
so kommt: 
d ; | 
RN RN +LKN. 


Hier führen wir den Wert von X,, den wir durch Integration der 
Gleichung X,X;— X, X] = X, erhalten: 


d 
a 
ein, und finden so: 


an 


Integriert man hier nach den gewöhnlichen Regeln, indem man 


af 
X) 


als die gesuchte Funktion betrachtet, so kommt: 





N EN ER N NUNG" VE NEUERURG N UNTEN CT WORNEEN EWNRINE ULDUEN SE NENGEUNLNIUNUND « , RUN. 


f 
a 
X,(f) 
Um die arbiträre Funktion ®(x) zu bestimmen, gibt man den 
Parametern solche Werte a°, «, daß: 
f(z, a, &)= x 
wird, und findet so: [39 


x 


d 
y. area 


und durch Elimination von ©(«): 


= +%O9(R). 





LAG Bf Be 


oder, wenn man: 


di) un 1 An 2 Lu Al LINE DD Donau acn Luna Jun u al Sad a un ZUR AUH 1 Bla D za a a an Z 0 ee NUT ARP URL UL TEN ORUR: DI WIGDRSUR, UNCHNE U OUERDTSE TIEREN UT U EBEROEUERN EG 

| 
‚x | 
| 

R 
wo 

8 
vo 
Rs 
en 
& 
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als neue Parameter einführt: 


f x 
u de 
za af x,@) 
Führt man endlich «’ statt f ein, so findet man die Definitionsgleichung 
der Gruppe 


wruta lo 
womit folgender Satz bewiesen ist: 

Satz 17. Gehören die beiden infinitesimalen Transformationen 

dc=X,(z)dt, d2= X,(z)öt, 
einer zweigliedrigen Gruppe an, und hat dabei die zwischen X, und X, 
stattfindende Relation die Form 
KR - X =X, 

so ıst . 
woruta lee 
die Gleichung der Gruppe. 

18. Setzen wir 


Tr ’ 
(10) )zar@ 


und bezeichnen mit ® die inverse Funktion von p, so nimmt unsere 
Gruppe die Gestalt an: 


x = Pla, + %p(X)). 
Auf der anderen Seite verifiziert man unmittelbar, daß jede Glei- 


chung dieser Form, in welcher und ® inverse Funktionen bezeichnen, [40 
eine zweigliedrige Gruppe bestimmt. Dies gibt 


Satz 18. Die Gleichung: 
(11) y(@)—=a,+Mp() 


bestimmt immer eine zweigliedrige Gruppe, und alle zweigliedrigen Gruppen 
können auf diese Form gebracht werden. 


Die identische Transformation der Gruppe (11) wird offenbar er- 
halten, wenn man 
„=0, a1 


setzt. Geben wir nun a, und a, unendlich benachbarte Werte: 


4=9, W=-1+@,, 


3 
® 
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so erhält man die Transformation: 
eA)= Hy) +, +mYp(R), 
die offenbar die Form: 


ea 98) 
una an 


annehmen kann und daher infinitesimal ist; gibt man dem Verhältnisse 
©, :@, sukzessiv verschiedene Werte, so erhält man alle oo! infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe. Also 


Satz 19. Die infinitesimalen Transformationen der Gruppe: 
pla)=a,+a,p(x) 
werden bestimmt durch die Gleichung: 


a ee A) 


2 @) pe) 
19. Ich betrachte nun zwei infinitesimale Transformationen: 
(12) doz= X,(a)di, da= X,(a)bt,, 


die in solcher Beziehung stehen, daß: 


SEK x 


und also: 
"a 
ist. Ich wähle eine solche Funktion v(x), daß 


1 


or laı 


und also: 


20) 2 5 
a (x) ar X; 


ist. Alsdann gehören nach dem vorangehenden Satze unsere beiden 


infinitesimalen Transformationen (12) der Gruppe: 


v@)=a+ a,%(X) 
an. Dies gibt 


Satz 20. Stehen die beiden infinitesimalen Transformationen.: 
oz = X,(z)dt,: da—= X,(v)bt, 
in solcher gegenseitiger Beziehung, daß: 
XX,- %X=-X, 
ist, so gehören sie einer zweigliedrigen Gruppe an. 


Dieser Satz läßt sich verallgemeinern. Stehen in der Tat zwei 
Funktionen von x: X, und X, in der Beziehung: 


X %,X—-m, X, + M;Xg, 
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wo m, und m, Konstanten sind, unter denen jedenfalls die eine, etwa 
m,, von Null verschieden ist, so ist, wenn wir 


1 


m, X, +mX,=Y,, —_ =], 


setzen, 
ur 2“ 
Also können wir den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 21. Sind: | 
oz X,(a)di, da= X,(a)öt, 
zwei infinitesimale Transformationen, die in solcher Beziehung stehen, daß: 

KR KL =-mX, +mX, 
ist, wo m, und m, Konstanten sind, unter denen jedenfalls die eine von 
Null verschieden ist, so gehören unsere infinitesimalen Transformationen 
einer gewissen zweigliedrigen Gruppe an. 

20. Die Gruppe: 
ya) = a, + pl“) [42 
nimmt, wenn wir eine neue Variable: 

y—y(R) 
einführen, die einfache Gestalt: 
j j Y=a+%%y 
an. Dies gibt 

Theorem 3. Alle zweigliedrigen Gruppen einer einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit sind ähnlich. Insbesondere können sie die gemeinsame 
Form: 

“= a, + 4,8 
annehmen. Die einfach unendlich vielen infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe sind definiert durch: ” 

do=0o, + @%, 


wo @, und w, beliebige infinitesimale Größen bezeichnen. 


$ 5. Einfachere Bestimmung der zweigliedrigen Gruppen. 

Ich werde jetzt zeigen, wie man, indem man Theorem I [S. 12] 
zu Hilfe nimmt, durch einfachere Rechnungen die allgemeine Form 
der zweigliedrigen Gruppen bestimmen kann. 

21. Ist: 

x =f(z, a, @) 
eine zweigliedrige Gruppe, und gibt die Gleichung: 


& = f(&, % > 4) 
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aufgelöst hinsichtlich a;: 
A, = dig, a), 


so bestimmt nach dem eben zitierten 'Theoreme (siehe den Beweis des 


Theorems I) die Gleichung: 
= f(&, 4,, Yo, a,)) u F(z, A, 2 


in welcher x, als Konstante betrachtet wird, eine eingliedrige Unter- 
gruppe. Wir bemerken, daß x, notwendigerweise in d und also auch 
in F eingehen muß, weil sonst f(x, a,, a,) die Form x + w(a,, a,) [43 
besäße. Faßt man daher in F sowohl x, wie a, als Parameter auf, 


so ist: 
X = F(z, A; €) 


eine neue Form der zweigliedrigen Gruppe. 

Daher kann die Bestimmung der allgemeinen Form der zweiglied- 
rigen Gruppe in der Weise geschehen, daß man die allgemeine Form 
der einfach unendlich vielen eingliedrigen Untergruppen: 


% —- F(z, d;, Lo) 


sucht, und hinterher die beiden Parameter als gleichberechtigt auffaßt. 

Jede eingliedrige Untergruppe enthält (Satz 4) eine infinitesimale 
Transformation, die eo ipso der zweigliedrigen Gruppe angehört, und 
da eine eingliedrige Gruppe durch ihre infinitesimale Transformation 
völlig bestimmt ist, so schließen wir 

Satz 22. Jede unter den einfach unendlich vielen infinitesimalen 
Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe gehört einer durch sie be- 
stimmten eingliedrigen Untergruppe an. 

32, Wir entnehmen nun den früheren Entwickelungen den Satz, 
daß jede zweigliedrige Gruppe zwei infinitesimale Transformationen: 


dc = X,öt, d0= Xybt, 
enthält, die in der Beziehung: 


XNX—- X-ÄX, 
stehen, so daß: 


ist. Infolgedessen besitzt die allgemeine infinitesimale Transformation 
der betreffenden Gruppe die Form: 


1 - (1X, ıX ‚ya - For, 
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und die zugehörige eingliedrige Gruppe wird nach Satz 8 definiert durch 
die Gleichung 


x 


dz ns 
R Ye) )Yar® . 


e 


dx | 2 Pdx 
ua 


ist, durch die äquivalente Gleichung 


oder da 


’ 


SE-* / x + Me dr 


Faßt man hier a und A als gleichberechtigte Parameter auf, so 
bestimmt die letzte Gleichung die zweigliedrige Gruppe selbst, und 
führt man 





„=4e-—]) und ,=e 


als neue Parameter ein, so erhält unsere Definitionsgleichung die im 
vorigen Paragraphen gefundene Form 


‘de er 
Sera fe 


23. Ehe wir die zweigliedrigen Gruppen verlassen, bestimmen wir 
alle zweigliedrigen Gruppen, denen eine vorgelegte infinitesimale Trans- 
formation: 


0x = X,dt, 
angehören kann. Ist 
dx= X,öt, 
eine weitere infinitesimale Transformation einer solchen Gruppe, so ist, 
wissen wir, 
X —- X, X =mX, + Se 
Ist hier m, = 0, so ersetzen wir X, durch „ - % und erhalten so die 


einfachere Bedingungsgleichung 
X, X, — A,X, -=X,, 


woraus 
X=X, 
und die betreffende Gruppe ist 


da dx 
SE-nf+a [45 
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Ist dagegen m, verschieden von Null, so können wir unsere Be- 
dingungsgleichung auf die Form 


NEN nN 


m,dx 
ie Re, wo uf a. 


und die betreffende Gruppe ist 


bringen, woraus 


D 


x 


IR: = "dx 


De Be Tr. 
$ 6. Sätze über die dreigliedrigen Gruppen. 
24. Ist: 
T —- f(«, A), Qg, A,) 


eine dreigliedrige Gruppe und besteht also eine Funktionalrelation der 
Form: 


(13) fifıx, bi, de» b3), %, A, A) flX, Pr, 99, Pa)» 
wo: 
9 9,00, Ay, Az, b,, b,, b;), 


so darf keine Relation zwischen @,, Ps, %3, dı, ds, b, stattfinden. 
Bestände nämlich eine solche: 
9, = w(b,, b,, db, Pi, Pa), 
so würde (13) die Form: 
ff, bi, da, db), %, A, a) = Fa, bi, de, bs, Pr 92) 
annehmen, woraus durch Differentiation: 
aff, 1%) _dFdy, , dF dp, 


da 
und durch Elimination der beiden Diffentialquotienten von F' 
df(f, a), %, 9%) 
(14) 2,0D,(q,, Ay, ,) - FB Ir —(, 


und endlich durch Integration: 
fh, a, 9, a) — Rlf, wa, Ag, a), Wy(A,, Ay, A3)) [46 
und also auch: 
f(z, %, 9, 9%) = 2, wi, Ws). 

Eine solehe Form darf aber f nicht besitzen, da nach unserer Voraus- 
setzung x’ — (X, Q,, Ag, A,) eine dreigliedrige Gruppe sein soll. 

Existierten zwei Relationen zwischen den p und b, so würde (13) 

die Form: 


ff, bi, da, d5), Ay, Qg, a,)= F(x, b,, be, ds, 91) 
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annehmen. Differentiierte man daher hinsichtlich der a, so würde man 


durch Elimination von . zwei Gleichungen der Form (14) erhalten. 
\ 


Infolgedessen würde: 


Eh, Ad, As, A;) = At, w(A, Ag, 9,)) 


f(&, A), Ag Q,) Fe az, w) 


sein, was wieder mit unserer Annahme, daß die Gleichung: 


und also auch: 


“= f(x, a), %, a3) 


eine dreigliedrige Gruppe bestimmen soll, in Widerspruch steht. 
Existierten endlich drei Relationen zwischen den p und b, so würde 
(13) die Gestalt: 


f(fıx, bi, be, da), A, Ag, a) = F(x, b,, b,, b;) 


annehmen, woraus: 
un) Lg 
da 


ft; A,, As, Q,) = L&f) 


f®, Q,, As, 4,) nn A), 
was wieder unmöglich ist. 
Hiermit ist die Wahrheit unserer Behauptung nachgewiesen, und 
daher können wir den folgenden Satz aussprechen: 


Satz 23. Ist 


und: 


und also auch: 


«= f(a, A, 4, A,) 


die Gleichung einer dreigliedrigen Gruppe, so daß eine Relation der [47 
Form: 

f(fi&, bi, be, ba), A, Ay 0) = flX, Pı».P2, P3) 
stattfindet, wo die p nur von den a und b abhängen, so kann man immer 
die a derart wählen, daß die p gleich beliebig gegebenen Funktionen der 
b werden. 


25. Insbesondere Können wir: 
P,(, Ay, As, bi; bs, b,) = b, 
setzen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte der a bzw. mit q,, 
0 0 : 
a°, a, so kommt: 
0) _ 
ff; bi, b5, b,), a, as, a3) - fa, bi, bs, b3) 


und also auch: 
f(x, d, a, ,)=%, 
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wo a', a®, a® offenbar von den » unabhängig sind. Folglich bestimmt 
die Gleichung: 
% - 0 0 0 
I = fix, A, As, a.) 
eine identische Transformation. Dies gibt 
Satz 24. „Jede dreigliedrige Gruppe enthält eine identische Trans- 
formation. 
Ferner können wir: 
7 0 
p,(0, Ay, a, bi, 5, &)= a, 


setzen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte der «a, die von den 
b abhängen, bez. mit ß,, Ps, Ps, so kommt 


ff, b,, da, d2), Bi, Ba; B;) = fl, a, Ay, a) a, 


welche Gleichung aussagt, daß die Sukzession der beiden Transforma- 
tionen: 
«=f(&, b,, b,, b,) und “= fl&, PB, Be, Pr) 

mit der identischen Transformation der Gruppe äquivalent ist, daß also 
jene Transformationen sich aufheben. Dies gibt 

Satz 25. Enthält eine dreigliedrige Gruppe eine gewisse Transfor- 
mation, so enthält sie auch die inverse Transformation. 

Wüßte man a priori, daß die Funktion f für „=a!, ,=a,, 
a, = a® bestimmte endliche Differentialquotienten hinsichtlich der a be- 
säße, so könnte man den Ausdruck: 


fa, +@9,...,0,+@,), [48 


wo die & drei unabhängige infinitesimale Größen bezeichnen, auf die 
Form: 
af 
N) 0 0 - 
fa, a, %, a) + 20, [aa;.ka=.) 
F bringen, und dann enthielte die Gruppe die infinitesimale Transfor- 
 mation: 
df 
dx 23,0,|-—- ß 
(aa, a,=4,) 

die jedenfalls anscheinend zwei Parameter o, :@,, und @,:@, besitzt. 
26. Um in stringenter Weise nachzuweisen, daß jede dreigliedrige 
Gruppe ©? infinitesimale Transformationen enthält, verfährt man am 
"besten folgendermaßen: Brauchen wir ß,, Ps, Ps, ®,, @, ©, im der- 
‚selben Bedeutung wie soeben, so kann der Ausdruck: 


ff, b,d, dB), +0, + @, At @;) 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 3 
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für allgemeine Werte der b, oder was auf dasselbe hinauskommt, für 
allgemeine Werte der ß auf die Form: 


{ = Urt, ‚42, Q,) 
Aa a NEE CH En sn 


gebracht werden, wo die mit den ®, multiplizierten Größen, die wir 
der Kürze wegen Y,, Y, und Y, nennen werden, nach der Substitution 
a,= ß,, allein von x und den b abhängen. 

In dieser Weise ergibt sich, daß unsere Gruppe die infinitesimale 
Transformation: 


dı=0,1,+%Y,+ 0,Y, 
enthält, und wir werden zeigen, daß die letzte Gleichung je nach den 
relativen Werten der Infinitesimalen ®,, ®,, ®, zweifach unendlich 
viele infinitesimale Transformationen darstellt. | 
Existierte in der Tat eine Relation der Form: 
(15) 2, D,(b,, bs, b,) Y,= B 
so könnte man sie, indem man f, ß,, ß, und ß, als unabhängige Varia- 
beln anstatt x, b,, b, und b, einführte, auf die Form 
5) 7 art, Br 2» P3 

ZWP,(Bı, Ba, Pr) nt n a, 149 

‚bringen, woraus durch Integration: 


F(h Bi, Ba, Bs) = Fit, w(P), we(ß)) 


f(z, d,, As, A,) Be Fi, W,, w;), 


und also: 


was mit der Annahme, daß «= f(x, a,, d,, a,) eine dreigliedrige Gruppe 
ist, im Widerspruche steht. — Folglich können auch nicht zwei oder 
drei Relationen der Form (15) bestehen. Dies gibt: 


Satz 26. -Jede dreigliedrige Gruppe enthält o°infinitesimale Trans- 
formationen. 
27. Jetzt führe ich zuerst eine endliche Transformation: 
= f(z, a,, Ay, 45) 
der Gruppe aus, sodann eine beliebige unter den zugehörigen infinitesi- 


malen, etwa die folgende: 
dx = X(z)Öt. 


Die mit dieser Sukzession äquivalente Transformation: 
x" = f(t, 4,, A, a5) + X(@) dt 
gehört, wissen wir, der Gruppe an, und kann daher die Form: 


2’ = f(x, a + da, ..-, ds + da,) 
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erhalten, und da / nur für Ausnahmswerte der a diskontinuierlich sein 
kann, so folgt: 


‚ df , 
oder, wenn wir mit dt dividieren und &’° durch / ersetzen: 
dr 
X(f) = IM,;,(a,, 4, @,) a 
k 


Also können wir den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 27. Gehört die infinitesimale Transformation dx — X (x) dt 
der dreigliedrigen Gruppe © = f(x, a,, a,, a,) an, so drückt X (f) sich 
aus als Summe der Differentialguotienten von f hinsichtlich der a, multipli- 
ziert mit gewissen Funktionen von a,, a, und a,. 


Sind: 
öx= X,dt, de X,dt,, da= X,dt, [50 
drei unabhängige infinitesimale Transformationen unserer Gruppe, so 
bestehen also drei Gleichungen der Form: 
3 If 
X,(f) = &,M,,(a,, a;, a,) Ei , 
und da keine Relation der Form: 
2,0,(a,, @, a,)X, = 0 
stattfinden darf, findet man durch Auflösung: 
df . 
FREE AK) +BRF)+OK), 
wo wieder die A, B, C nur von a,, a, und a, abhängen. Dies gibt 
Satz 28. Sind: 
oa —= X,06,..., da X,0L 
drei von einander unabhängige infinitesimale Transformationen der drei- 
gliedrigen Gruppe & = f(%, 4, , Ay, a,), so drücken die Differentialquotien- 
ten von f hinsichtlich der a sich als Summen der Größen X,(f), X,(f) 
und X,(f), multipliziert mit gewissen Funktionen der a aus. 


$ 7. Allgemeine Form der dreigliedrigen Gruppen. 


| Der vorangehende Satz dient uns zur Grundlage für die Bestim- 
mung der allgemeinen Form der dreigliedrigen Gruppe «= f(x, a,, ag, 4,). 
| 28. Die Funktion f genügt nach diesem Satze drei Gleichungen 
_ der Form: 


2.8 -AXN HEBEN H+ELN: 


_ welche die bekannten Integrabilitätsbedingungen erfüllen müssen, inso- 
3* | 
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fern f die Größe x, die in A,, B,, €, gar nicht vorkommt, enthalten 

soll. In dieser Weise findet man, indem man der Kürze wegen: 
4A,B, — A,B,; = (A,B,) [51 
XKX, ade [X; X, 

setzt, drei Bedingungsgleichungen der Form: 

(AB) IX, X] + (BO) X) + (GA)IX X] + 
BA dA; dB, dB, ad 
lerseenk er et 

wo i und %k zwei beliebige unter den Zahlen 1, 2 und 3 sind. Da nun 

die Determinante: 
‚ (B2C3) (0,4;) (A, B;) 
 (B,C,) (0, 4,) (AsB,) 
ı (B,03) (0,43) (A, Bs) 


gleichzeitig mit der einfacheren Determinante: 
(A, B, C,) 
verschwindet, und diese letzte von Null verschieden sein muß, weil 
sonst eine Relation der Form: 
2,II,(@,, 4s, 95) je - 0 
stattfände und daher: 
f=F(a, w,(4, 4, 4), Wy(@,, Ag, a) 

wäre, so können wir unsere drei Bedingungsgleichungen hinsichtlich 
der Größen [X,X,] auflösen: 

[XXL ta t%A, 
(16) [X] = Pı X+ßX,+ PB X; 

[X] =rıXı +r9$s + rs%- 
Hier sind die Größen «,, ß,, y;, die sich zunächst als Funktionen der 
a darbieten, absolute Konstanten, weil die Ausdrücke [X,X,] die a 
gar nicht enthalten. Also 

Satz 29. Sind 
ön= X,ödt, Ix=X,dt, da— A,dt 
drei von einander unabhängige infinitesimale T ransformationen einer drei- 
gliedrigen Gruppe, so drückt jedes [X,X,] sich als Summe von X,, X, 
und X,, multipliziert mit Konstanten aus. 
Um die Konstanten «,, ß,; und y, zu bestimmen, bemerken wir, daß 

die Gleichung | 
[IX X), 1 + [IX X,1X,] + [IX X] X] = 0 [62 
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identisch stattfindet. Wenden wir daher die Gleichungen (16) zweimal 
an, so kommt eine Relation der Form: 


D,X, + D,X,+ D,X%,=0, 
woraus: 
D, = 0 = Pig — Pac, + Yıßz — Yaßı 
(17) D,=0 = yaßs — Yaßa + @gyı — 1 Y3 
D,=0 = 037, — 73 + P3%g — PyR;. 
29. Unsere dreigliedrige Gruppe enthält zweigliedrige Untergruppen, 
deren jede zwei infinitesimale Transformationen enthält, die eo ipso der 


dreigliedrigen Gruppe angehören. 
Seien insbesondere: 


oz= X,dt, da= X,dt, 


infinitesimale Transformationen einer solchen Untergruppe, die derart 


gewählt sind, daß 
= 
ist. Alsdann ist: 


al, =Q, 0. 
Diese Werte setzen wir in (17) ein und finden so: 
9-0, Benß, 9a 1)=0. 
Wäre nun 7, = 0, so käme 
X, &+r&Xl=0, 
woraus: 


X, + YıX, = Const. X,, 


welche Gleichung mit unserer Annahme, daß unsere infinitesimalen 
Transformationen unabhängig sind, im Widerspruche steht. Folglich 
muß y, von Null verschieden und also 


B—1 

n=ß: 

- folgt. Hiermit sind die [X,X,| bestimmt: 
[1 - X, [X] t YaXg, 
D:eD: 2 70.05 2 70/055 X;. 

Um diese Formeln noch einfacher zu machen, setzen wir 


x E X, x su X;, x er 1, Xı + 1,X, ai A, X, [58 


sein, woraus ferner 
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und finden so: 

[x x®] _ x® 

95 H 1 

| aa [As?ı = ]Xn + 4393 Be 

XII 2 +) + (ar ARD HKD. 
Wählen wir insbesondere: 

Ayı dl, Ah=2h, hp=—2, 
so erhalten wir den folgenden Satz: 
Satz 30. Unter den infinitesimalen Transformationen einer drei- 
gliedrigen Gruppe kann man immer drei von einander unabhängige: 
doz= X,dt, da= X,btl,, de X,dt, 

wählen, welche 


[X, X] BE X,, [X,%,] == X;, [X X] SEHE 2X, 
geben. 


30. Um nun alle zweigliedrigen Untergruppen zu finden, suchen 
wir in allgemeinster Weise zwei der dreigliedrigen Gruppe angehörige 
infinitesimale 'Transformationen: 


öox= Z,m,X,öt und dx= Zn, X,dt, 
die in der Beziehung: 
[&,;m,X,, 2,0, X,]= Zm;X, 
stehen. Zur Bestimmung der Koeffizienten m und n findet man durch 
Entwickelung: 
MN — MN =M, 
(18) | 2 (mn, — MN.) = Mm, 
N 77 0De I /Ie, 
und durch Elimination der n 
4m, m - m} =, et 
woraus, indem man mit o eine arbiträre Konstante bezeichnet, 
m =-1l, m =20, m=0); 
die n, die wir nicht zu berechnen brauchen, sind bestimmt durch (18). 


Folglich besitzt die ausgezeichnete infinitesimale Transformation 
unserer zweigliedrigen Untergruppe die Form: 


öox= (X, +20X%,+0°’X,) dt [54 
und also (Satz 17) bestimmt die Gleichung: 


Z Fit Ara ER ter 
die betreffende Untergruppe. 
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Nun aber ist wegen der Gleichung [X,X,] = X: 
2 . [dr 
X, Ges) x Be 
und ferner zeigen die Gleichungen: 
KK KR, —-X, KL, KXN-2X,, 


5 ©) 
X, 
A, 


2312 
za) 


Setzt man diese Werte von X, und X, ein, so findet man ohne 
Schwierigkeit, daß 


daß: 


und durch Einsetzung: 


dz 1 1 
eu ER Const. 
ET Peg e pas en 
. 1-0 
Base 
ist, und die gesuchte zweigliedrige Gruppe nimmt, wenn man der 
Kürze wegen 





B4 


"de } | dz 
ee) unse 
setzt, die Gestalt an: : 


(19) Im ut sel ka era,)y. 
Bee a El ee 

Gibt man hier go sukzessiv alle möglichen Werte, so erhält man 
alle in der dreigliedrigen Gruppe enthaltenen zweigliedrigen Unter- 
gruppen. Durch passende Wahl von o, a, und a, kann daher die letzte 
Gleichung eine jede Transformation der dreigliedrigen Gruppe darstellen, 
und wenn man 9, a, und a, als gleichberechtigte Parameter auffaßt, so 
ist unsere Gleichung die Definitionsgleichung der dreigliedrigen [55 
Gruppe. Dies gibt | 
Theorem 4. Durch Einführung zweckmäßiger Variabeln kann jede 

dreigliedrige Gruppe auf die Form: 


x ae 4+ ie Bi 


gebracht werden. en? 


$ 8. Erledigung des gestellten Problems. 
31. Indem man wie bei der dreigliedrigen Gruppe verfährt, be- 
weist man, 
1. daß jede viergliedrige Gruppe 2’ = f(z, a,, 4,, q,, a,) vier un- 
abhängige infinitesimale Transformationen: 
(20) oz X,6t,..,da=X,dt, 
_ enthält, 
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f hinsichtlich der a sich 


2. daß die Differentialquotienten von 
folgendermaßen ausdrücken: 


IT IN EX OR DO 


da; = 
wo die Größen A, B, C, D nur von den a abhängen. 

Die vier in dieser Weise erhaltenen Gleichungen müssen den be- 
kannten Integrabilitätsbedingungen genügen. Dies gibt sechs Glei- 
chungen der Form: 

Er DIAS EN 
En (A, X, ae D,X,)(A;A, Ted 
dA; dA dD, «aD 
realen 1) =0, 
wo i und k zwei beliebige unter den Zahlen 1, 2, 3, 4 bezeichnen. 

Da nun jede viergliedrige Gruppe dreigliedrige Untergruppen ent- 
hält, können wir voraussetzen, daß die drei ersten infinitesimalen [56 
Transformationen (20) einer solchen Untergruppe angehören, daß ferner: 

[X X ]=A,, [IL] = X, [X] = 2X, 
Alsdann nehmen unsere sechs Bedingungsgleichungen die Form an: 
(ADJ KX,] + (BDJIKı X] + (DIA) = ZLX, 
wo die Z, Funktionen der a sind, und da die Determinante 
(4,, B,, (5, D,) 
von Null verschieden sein muß, weil sonst eine Relation der Form: 
. a 
Zy,(Q,, Ay, Az, Q,) ee 0 
bestände, so müssen unsere Gleichungen, wie man durch eine elemen- 
tare Überlegung einsieht, sich hinsichtlich der [X,X,] auflösen lassen: 
Re ze 
und die Koeffizienten ec, ‘die sich zunächst als Funktionen der a dar- 
bieten, müssen Konstanten sein. 
32. Wir haben also: 
(X, X,] ur X, [X X;] Ss X;, [X, X;] ES 2X,, 
[X%, X] = 20,X%,, IX X] = ZB X, [As] = ZyıX;- 


Die drei ersten Gleichungen geben 


, dz 7 dx |” 
le x-auljeı 
Um die zurückstehenden Rechnungen zu vereinfachen, setzen wir: 


"dx X 
ie leid ya 
9 . > X, 


ee A Due Binde eh eg ae Yan a et a > cn: hal water har herein ha Aa 
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und suchen Y als Funktion von y vermöge der drei letzten Glei- 
chungen, welche die Gestalt: 


Y’=o+0y+0%y’+0,Y 

yY’— Y=Pß,+Pßsy+ By’ +P,Y 

YY-2yY-ytRIVtHRYP+nTY 
annehmen. Eliminiert man Y” zwischen den beiden ersten Gleichungen 
und löst die Resultante hinsichtlich Y auf, was offenbar möglich ist, 
so erkennt man, daß diese Größe eine rationale Funktion von y ist. [57 


Daraus folgt, daß «, gleich Null sein muß. Substituieren wir diesen 
Wert in die erste Gleichung und integrieren sie darnach, so kommt: 


Y-A4A+4Ay+4y+ Ay, 


wo die A Konstanten sind. Substituieren wir diesen Wert in die bei- 
den letzten Gleichungen, so finden wir, daß A, gleich Null ist, und 
daß folglich X, die Form besitzt: 

X, = X, (A, + Ay + 4,9) 
und daß also: 
X, =AX +4X% + ALX;- 
Diese Gleichung steht aber im Widerspruche mit unserer Voraussetzung, 
daß die infinitesimalen Transformationen (20) von einander unabhängig 
sind, und da diese Voraussetzung erlaubt ist, wenn überhaupt vierglie- 
drige Gruppen existieren, schließen wir: 

Satz 31. Es gibt keine viergliedrige Gruppe. 

Da nun jede fünfgliedrige Gruppe eine viergliedrige Untergruppe 
enthalten muß, sehen wir, daß auch keine fünfgliedrige Gruppe existieren 
kann, usw. In dieser Weise können wir also schließen, daß es keine 
Transformationsgruppe mit mehr als drei Parametern gibt. Berück- 
sichtigen wir endlich die Ergebnisse der vorangehenden Paragraphen, 
so können wir das folgende Theorem aussprechen, welches alle Sätze 
dieser Abhandlung resumiert: 

Theorem 5. Eine jede Transformationsgruppe einer einfach ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit ist ähnlich mit einer linearen Gruppe und ent- 
hält somit höchstens drei Parameter. 
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Von SoPpHus Lie. 
Arch. for Math. Bd. I, Heft 2, S. 152—193, Kristiania, Mai 1876. 


Abschnitt I. 


In meiner ersten Abhandlung über Transformationsgruppen be- 
stimmte ich alle Gruppen einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 
In dieser zweiten Abhandlung beschäftige ich mich mit der allgemeinen 
Theorie der Transformationsgruppen einer beliebig ausgedehnten Man- 
nigfaltigkeit und entwickele die wichtigsten für alle Dimensionen gel- 
tenden Sätze, die ich bis ‚jetzt gefunden habe. 

In meiner dritten Abhandlung werde ich darnach die allgemeine 
Bestimmung aller Transformationsgruppen einer zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit, die ich schon längst glücklich durchgeführt habe, in 
Angriff nehmen. Da indes diese Theorie äußerst viele, wenn auch 
größtenteils einfache Rechnungen verlangt, werde ich sie nur sukzessiv 
in einer Reihe Abhandlungen darstellen können. 

Zurzeit beschäftige ich mich mit der allgemeinen Bestimmung aller 
Transformationsgruppen einer dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
und hege die Hoffnung, daß es mir gelingen wird, auch diese äußerst 
komplizierte Bestimmung, die mir allerdings gar keine prinzipiellen [153 
Schwierigkeiten bietet, durchzuführen. Weitere Abhandlungen werden 
sodann einerseits die allgemeine Theorie einer beliebig ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit behandeln, andererseits im Anschluß an die dargestell- 
ten Theorien neue Gesichtspunkte für die allgemeine Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen entwickeln. 


$ 1. Allgemeine Begriffe. 
1. Faßt man in den Gleichungen: 
u = fi + Im dr: @,) 


. . r ‚ .. . . so se 
die Größen x/,...,x, als ursprüngliche Variabeln, die,Größen z,,..., %, 
als neue Variabeln, und endlich a,,...., «, als Parameter auf, so defi- 


r 
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nieren diese Gleichungen r-fach unendlich viele Transformationen. Ich 
sage, daß eine solche Schar von Transformationen eine Gruppe bilden, 
wenn die Sukzession zweier Transformationen der Schar mit einer ein- 


zigen Transformation derselben Schar äquivalent ist, wenn also aus den 
Gleichungen: 


x, a %n %y...,@,) 


= fie, Re b,) 
folgt: 


et FC e.); 
‚wo die Größen c,,..., ec, nur von den a und b abhängen. Diese Defi- 
nition läßt sich auch folgendermaßen formulieren: 
Definition. Die n Gleichungen: 


%, = fla.- + my Ayy 22, Q,) = /;(a) 
bestimmen eine Transformationsgruppe, wenn für jedes i eine Relation 
der Form: 

Kha,.., a, bd,...,b)= BORSREOeeRe) 
stattfindet; dabei vorausgesetzt, daß Gy ..., €, gewisse Funktionen der a 
und b sind, die von der Zahl i unabhängig sind. 

?. Führt man in die Gleichungen einer Transformationsgruppe: 
hl, in dr .-.,@,) [154 
statt a,,..., a, gewisse Funktionen dieser Größen, etwa «,,...,.«, als 
neue Parameter ein, so bestimmen die dadurch erhaltenen Gleichungen: 
a «,) 
€0 ipso wiederum eine Transformationsgruppe, die als mit der ursprüng- 
lichen äquivalent aufgefaßt werden soll. Hierbei kann es gelegentlich 
eintreten, daß die neuen Gleichungen eine geringere Anzahl Parameter 
als die ursprünglichen enthalten. Eine solche Erniedrigung der Zahl 
der Parameter ist möglich, wenn /,,..., f,, aufgefaßt als Funktionen 


der a, gemeinsame Lösungen einer (oder mehrerer) linearen partiellen 
Differentialgleichung der Form: 


af 
bla). -, 4.) 2a 0 


sind. Befriedigen in der Tat alle f diese Gleichung, so ist es, wenn 
wir mit &,,...,@,_, ein System Lösungen bezeichnen, die nur von 
den a abhängen, immer möglich, die f; auf die Form: 

TAGE In Ay een, a,) jarg pP, Any ar en @,_,) 


zu bringen. Für jede Transformationsgruppe gibt es offenbar eine ge- 
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wisse Minimumszahl der Parameter. Ist diese Zahl gleich r, so sagen 
wir aus Gründen, die sich später ergeben, daß die Gruppe r-gliedrig ist. 

Definition. Eine Transformationsgruppe heißt r-gliedrig, wenn sie 
00" distinkte Transformationen enthält. 

3. Bestimmen die Gleichungen: 

rerlas.., 2. 00.2,0) 
eine Transformationsgruppe, und führt man statt &,, ..., x, neue Varia- 
beln y,,..., y, ein, vermöge der Gleichungen: 
nd Sen 9,yı; .. Yn) =, 


so ist es unmittelbar evident, daß auch die Gleichungen: 


9,(Y,; Y,) ns r;(9, Or Ay en 4,) 
eine Transformationsgruppe bestimmen; denn die neuen und die alten 
Gleichungen bestimmen identisch dieselben 'Transformationen zwi- [155 
schen den x. Zwei solche Gruppen sollen ähnlich genannt werden. 
Definition. Zwei r-gliedrige Transformationsgruppen: 
ul FLO /TERBFR AU ERBE a.) 
Y; ne p,(Yı, ey Ya Ar a) 
heißen ähnlich, wenn die eine Gruppe in die andere durch Einführung 
neuer Variabeln umgewandelt werden kann. 
Ich kann nun das Hauptproblem, dessen allgemeine Erledigung 
das Ziel meiner Bestrebungen ist, formulieren: 
Problem. Bestimme alle r-gliedrigen Gruppen von Transformatio- 
nen zwischen n Variabeln. 
Es ist nach dem vorangehenden einleuchtend, daß es bei der Be- 
handlung dieses Problems erlaubt und zugleich zweckmäßig ist, ähn- 
liche Gruppen als identisch aufzufassen. e' 


s 2. Infinitesimale Transformationen. 


Im folgenden werden wir erkennen, daß jede r-gliedrige Gruppe 
0”-1 infinitesimale Transformationen enthält, die für die Gruppe cha- 
rakteristisch sind. Die einzige oder jedenfalls die einfachste Unter- 
suchungsweise einer Gruppe besteht darin, daß man die infinitesimalen 
Transformationen derselben zum Untersuchungsgegenstand macht. Da- 
her schicken wir schon hier einige allgemeine Betrachtungen über in- 
finitesimale Transformationen voraus. 

4. Eine Transformation heißt infinitesimal, wenn sie die Form: 


= 2%, +61X,(0,..-, %u) 
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erhalten kann, und dabei dt eine infinitesimale Größe bezeichnet. Wir 
schreiben im allgemeinen die letzten Gleichungen folgendermaßen: 


(1) DB, 0 Al 








Führt man statt z,,..., x, neue Variabeln etwa Y,,...,%, 1156 
ein, so nimmt unsere infinitesimale Transformation die Form: 
\ al dy; 
E öy, gg dt2, a, X, 
Führen wir andererseits dieselbe Variabelnänderung in dem Aus- 
drucke: 


dF daF 
(2) Ar a X.an, 
aus, so kommt: 
_dF „dyy dE dy, 
AF= dy, re 2 Ban: k 


Wir sehen also, daß die Gleichungen der infinitesimalen Transfor- 
mation und der Ausdruck AF sich in ganz entsprechender Weise trans- 
formieren. Infolgedessen ist es analytisch erlaubt, den Ausdruck AF 
als Symbol unserer infinitesimalen Transformation aufzufassen. 


d. Sind: 


a dF 
ABS tg 

dF AR 
BF=1}, de, wo X, de, 


zwei infinitesimale Transformationen, und sind A’F und B’F diejenigen 
Ausdrücke, in welche bez. AF und BF übergehen, wenn man %,,...,%, 
als neue Variabeln statt z,,...., x, einführt, so ist eo ipso, welche auch 
die Funktion & sein mag: 
ARQ=AR, Be=B2R. 
Wenden wir nun sukzessiv diese beiden Gleichungen an, so kommt 
einerseits: B(AD)) = B'(A'P)), 
andererseits: 
A(B(F)) = A’(B’(F)) 

und durch Subtraktion folgt die fundamentale Identität: 

A(B(P)) — B(A(P)) = A (B’(F)),— P’(A/(P)), [157 


die im folgenden eine wichtige Rolle spielt.!) 


1) In meiner Abhandlung: Allgemeine Theorie der partiellen Differential- 


gleichungen (Math. Annalen, Bd. IX, [1875, d. Ausg. Bd. IV, Abh. II, Einl.]) habe 
ich einen anderen, mehr umständlichen Beweis dieses Satzes geliefert. Zu er- 


" innern ist, wie man durch Ausführung findet, daß: 





dY, a dF- 


er u ee 
A(BiF) — BA) — (Kuga — "rdo,) de, 
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6. Ich setze nun voraus, daß eine gewisse Transformationsgruppe 
diese beiden infinitesimalen Transformationen enthält, deren Symbole bez. 
AF und BF sind. Alsdann muß unsere Gruppe auch diejenige Trans- 
formation enthalten, die mit ihrer Sukzession äquivalent ist; das heißt, 
sie enthält die infinitesimale Transformation: 


9, =-@,XN,+ %Y,, 
ın welcher o, und ®, infinitesimale Größen bezeichnen, deren Verhält- 
nis eine arbiträre Konstante ist. Also: 


Satz 1. Gehören die beiden infinitesimalen Transformationen AF 
und BF einer gewissen Gruppe an, so ist dasselbe der Fall mit den un- 
endlich vielen infinitesimalen T) ransformationen, die durch das gemein- 


same Symbol AAF+ uBF dargestellt werden, wenn A und u Konstan- 
ten bezeichnen. 


Wir sagen, daß r infinitesimale Transformationen: 
Pe E : 
von einander unabhängig sind, wenn keine lineare Relation: 
A,A,F+---+2AF=0 
mit konstanten Koeffizienten stattfindet. 


Endlich können wir auch den folgenden Satz, dessen Beweis in 
dem vorangehenden liegt, aussprechen: 


Satz 2. Sind: 
A,F,...,AF 


r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen einer Gruppe, 
so gehören die 0"! infinitesimalen T; ransformationen, die durch: [158 
,AF+:--+4,.4AF 


repräsentiert werden, wenn A,,..., A, Parameter sind, derselben Gruppe an. 


f 


s 3. Allgemeine Sätze über Transformationsgruppen. 


‘. Bestimmen die n» Gleichungen: 


= fl&r:--- 2 di, --.,d,) = f,(b) 
eine »-gliedrige Gruppe, und besteht also eine Funktionalrelation der 
Form: 


(3) (hd, or r.®, Ayo a,) ve (a; db, Pre 9P,); 
wo: j . 
4 Sa P,(4, , ..,d,, b,, .- b,) 


ist, so darf keine Relation zwischen den p und b stattfinden. 
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Bestände nämlich eine solche, etwa: 


g=-Wb, .»8,0..,;, 2.2); 
so würde (3) die Form: 


f;(fı(&, ) fd, A, 2 a) 2 Fa; En) Zn b,, BER De 9: De) 9,_ı) 
annehmen, woraus durch Differentiation hinsichtlich a;: 


ALL FEIEEEIE PERL TERREER.9) ET dF,dy, 
da, 


und durch Elimination der r — 1 Differentialquotienten von F, hin- 
sichtlich @,, ..., p,_, käme endlich eine lineare Gleichung der Form: 


Z,0,(a,, a a,) afı(f, = A,+- ., 4.) a) 


’ 
da, 


oder, wenn man will: 


ES 
2,%,(a,, on a) BB REM ARE RE ER. ER Y — 0, 


wobei zu bemerken wäre, daß die Funktionen y, von der Zahl i völlig 
unabhängig wären. Da aber unsere Gruppe nach Voraussetzung r-glie- 
drig ist, so dürfen die Größen: 

EN, [159 


nicht gemeinsame Lösungen einer solchen linearen partiellen Differen- 
tialgleichung sein, und also ist hiermit bewiesen, daß eine Relation 
zwischen den p und 5b nicht stattfinden kann. Hiermit ist eo ipso er- 


wiesen, daß auch nicht mehrere solche Relationen stattfinden können. 
Also: 


Satz 3. Bestimmen die Gleichungen: 
a 


eine r-gliedrige Transformationsgruppe und ist also die Sukzession der 
beiden Transformationen: 


17 = f,(& Day b,) 
„ 4 ’ 
n f;(& Ya rn a,) 
äquivalent mit der Transformation: 
= f,(& 2 Di Pr Ph 


wo die p nur von den a und b abhängen, so kann man immer die a 
derart wählen, daß die g gleich beliebig gegebenen Funktionen der b werden. 


8. Insbesondere können wir: 


Bar, De 
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setzen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte der a bez. mit 
0 ee t: 
a a, so” kommt: 


De 
AD An ae, b.) 


77 


und also auch: 
0 0 
RR 


wo a®,...,a® offenbar von den b unabhängig sind. Folglich bestimmen 
die Gleichungen: 

BE 0 0 

un TER fa; a, L,) 9, ee) a,) 
eine identische Transformation. Dies gibt: 


Satz 4. Jede Transformationsgruppe enthält eine identische Trans- 
formation. 


Ferner können wir: 
Br 
la, Be) 


setzen. Bezeichnen wir die entsprechenden Werte der a, die von den b 
abhängen, bez. mit ß,, .- -, ß,, so Kommt: 


(hd, En f„(b), By ++» ß,) m IAGZE nr Amy a; N a,) = 1,. [160 


Diese Gleichung sagt aus, daß die Sukzession der beiden Transforma- 
tionen: 


r 


z, = h(& or In ß,: .. ß,) 


mit der identischen Transformation der Gruppe äquivalent ist, daß also 
jene beiden Transformationen sich aufheben: 


= fl; ey Kon b,, ..- b,) 
und: 


Satz 5. Enthält eine Transformationsgruppe eine gewisse Transfor- 
mation, so enthält sie auch die inverse Transformation. 

Oder analytisch ausgesprochen: 

Satz 6. Werden die Gleichungen der Gruppe: 


(4 
fl, - + Zur ar ++) 


hinsichtlich der x, aufgelöst, so findet man: 


4 


Beh, een @,), 


wo die « Funktionen der a sind. 
9. Wüßte man a priori, daß die Funktionen f; für a, = LT 
a,— a” kontinuierliche Funktionen der a wären, so könnte man den 


Ausdruck: 
0 
Ras. ,2, 8 0,..,%: o,); 
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wo die » unabhängige infinitesimale Größen bezeichnen, auf die Form: 


af; 
Rn. ae.a) 2:0, Ball 


u ad) 


bringen, und dann ließe sich schließen, daß unsere Gruppe 0” -! infini- 
tesimale Transformationen: 


af, 


02, =2,0 | | 
k RK d a, (a = a0\ 
Ss Ss/ 


enthielte; wobei allerdings noch denkbar wäre, daß diese infinitesimalen 
Transformationen nicht sämtlich distinkt wären. 

Um in stringenter Weise nachzuweisen, daß wirklich jede r-glied- 
rige Gruppe ®”-! infinitesimale Transformationen enthält, verfährt 
man am besten folgendermaßen: Brauchen wir ß,,..., By, @y,..., o, 
in derselben Bedeutung wie soeben, so kann der Ausdruck:!) 


N BO [161 


- für allgemeine Werte der b oder, was auf dasselbe hinauskommt, für 
allgemeine Werte der ß auf die Form: 


hd, --., hd, BR, 8) +%o, Yur 
gebracht werden, wo die Größen: 


5. RO 
Born 
nach der Substitution a,=ß, allein von den & und b abhängen. In 
dieser Weise ergibt sich, daß unsere Gruppe die infinitesimalen Trans- 
formationen: 

e() | 92, = 2,0, 7;, 

enthält. 

Wir werden zeigen, daß die letzte Gleichung je nach den relativen 
Werten der infinitesimalen Größen ®,, ... ., ©, ©”! infinitesimale Trans- 
formationen darstellt. 

Existierte in der Tat für jedes ö eine Relation der Form: 


Zu lb, b,)Yı.=0, 


wo die Funktionen %, von der Zahl i unabhängig wären, so könnte 
- man sie, indem man /,(b), ..., /„(b), ßı, - - ., ß, als unabhängige Varia- 


beln anstatt &,,...,2,,d,,..., b, einführte, auf die Form: 
: RAR BAU PER 
Zul. a Fr ao 
k 


bringen, woraus wieder: 
j U 
2,0%, ..., a,) TR \ — 
k 
1) Wie früher schreiben wir f,(b) statt fu(&, ,..., 2, Dis... ,). 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 4 
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folgen würde. Da nun aber unsere Gruppe nach Voraussetzung r-glied- 
rig ist, so können die /, nicht gemeinsame Lösungen einer solchen 
linearen partiellen Differentialgleichung sein, und folglich sind die oben 
gefundenen ©”! infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe sämt- 
lich distinkt. Dies gibt: 

Satz 7. ‚Jede r-gliedrige Gruppe enthält &’' infinitesimale Trans- 
formationen. 

10. Jetzt führe ich zuerst eine endliche Transformation: [162 

%; = f,(&, er in Ay 4,) 
der Gruppe aus, sodann eine beliebige unter den zugehörigen infinitesi- 
malen, etwa die folgende: 
Op Aldı,...,%)08. 
Die mit dieser Sukzession äquivalente Transformation: 
u =hla, ld a) + Kl, v,)öt 
gehört, wissen wir, der Gruppe an und kann daher die Form: 
x = fa, 3m at da,.. A, + da,) 
erhalten, und da /f nur für Ausnahmswerte der a diskontinuierlich sein 
kann, folgt: 
’ af, 
X,(,..,2,)t= 2, 0, da,, 


und durch Division mit öt, indem man [sich] erinnert, daß die Differen- 


tialquotienten: 
da, 


ar 

als unabhängig von &,, Funktionen der a sind, kommt eine Gleichung 
der Form: 

X2,..,2,)=2ula,..,0) zit ß 
oder durch Einführung der f,; statt der ;: 

Klfıı-- + n) => 2,v,(@,, 22) ge ’ 
womit folgender Satz erwiesen ist: 

Satz 8. Enthält die Gruppe: 
© >filo, 5,050, ..,60) 

die infinitesimale Transformation 60,— X,(&, - -, %„)0t, so bestehen 
(rleichungen der Form: 


ö A df,; 
un, eo, > u: 2,%,(0,, SAN, a,) Fr ’ 


wo die Funktionen u, von der Zahl i unabhängig sind. 
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$ 4. Notwendige Beziehungen zwischen den infinitesimalen [163 
Transformationen einer Gruppe. 
11. Seien: 
02,= X,,0,, 0% = X,,0,,...., 02,— X,,o, 


r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-glied- 
rigen Gruppe. Wir werden gewisse wichtige Relationen, die zwischen 
den X,, stattfinden, entwickeln. 

Wenden wir sukzessiv zwei unter diesen infinitesimalen Transfor- 
mationen an, so muß diese Sukzession mit einer einzigen und offenbar 
infinitesimalen Transformation der Gruppe äquivalent sein, und zwar 
muß diese Äquivalenz noch bestehen, wenn wir ee Größen 
zweiter Ordnung berücksichtigen. Indem wir diese Forderung für zwei 
beliebige unter den obenstehenden infinitesimalen Transtormationen, 
etwa für die beiden ersten ausdrücken, finden wir die besprochenen 
Relationen. 

Berücksichtigen wir infinitesimale Größen zweiter Ordnung, so 
nehmen die beiden ersten infinitesimalen Transformationen bez. die 
Form an: 


‚ r [op . dAX; 
= +@9,A,+ s] 2, az Kr 
und: 
a 
—ı, +9 %,+5% Ay 


Wenden wir nun sukzessiv diese beiden er an, so ist 
diese Sukzession eo ipso äquivalent mit der folgenden Transformation: 
5 Lu 
u Aa 0 Xu+, — Aut 


2 dx, 
+@® a. 0,2,“ 3 en ai 
+ 022, 2 X; 2, An 


und es soll ausgedrückt werden, daß die et Transfor- [164 
mation mit Berücksichtigung von infinitesimalen Größen zweiter Ord- 
nung die Form: 

: ut hKit ki:t +Ln 

oder ausgeführt: 
Ex = 14 ZmXu+S 2, 
besitzt. 

12. Sollen die beiden Ausdrücke für x‘ hinsichtlich infinitesimaler 
' Größen erster Ordnung übereinstimmen, so muß zunächst: 


0X; + 9X, =AX,;+::+4,X,,+0° 
4* 


Ad, X; er Kr) (A X1rt°°+4,X,) 


d I; 
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sein, wobei o* eine infinitesimale Größe zweiter Ordnung bezeichnet. 
Also folgt: 


Ban 2 Se „2 2 ; 
4,=09,+w,, kh=@+ w;, k=Ww,..,A,=w, 


r D 


wo alle w? infinitesimale Größen zweiter Ordnung bezeichnen. 

Verlangen wir nun ferner, daß die beiden Ausdrücke für x; auch 
hinsichtlich infinitesimaler Größen zweiter Ordnung übereinstimmen 
sollen, so e 


De oo „a == a Xutz | Te Xu 
do, X,+@, X,,) 
= 23,0 X, er =, 5 Ber (0, X,,+ @X,,), 


und, wenn wir die sich aufhebenden Glieder weglassen: 


N MER. IX,“ : 


Dividieren wir endlich mit },®, und setzen darnach: 


w? 
I — CH 
0, @, 
so kommt: 


ae EX; 
Ale X, E es X,,) = 2,0,X, 


wo die Größen c,, die von den x unabhängig sind, absolute Konstanten 
sein müssen. Zu bemerken ist dabei, daß sie von der Zahl ö un- [165 
abhängig sind. 

13. Die n gefundenen Bedingungsgleichungen lassen sich in eine 
einzige Gleichung vereinigen; setzen wir nämlich: 


dF ae 
AlF)- Kr ga, no se ep 
dF dF Ber, 


4,(F) = Xzı dx, =E Xo; dx, Zu Sep 1. dx,’ 


so daß A,(F) und A,(F) in dem früher definierten Sinne Symbole 
unserer beiden infinitesimalen Transformationen sind, so löst sich die 


Gleichung: 
4,4) - 4A PM) =aAlP)+:  +4,(F), 


wie man durch Ausführung findet, in die » obenstehenden Glei- 
chungen auf. 

Berücksichtigen wir, daß A,F' und A,F' zwei beliebig gewählte 
infinitesimale Transformationen unserer Gruppe sind, so können wir 
den folgenden wichtigen Satz aussprechen: 


N 4, 5; Nr. 12—14. 4,A,F — 4,4;F= SC; As. — Eingl. Gr. 53 


Theorem 1. Bezeichnen: 
AR, ae. Ach 
r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, 
so drückt sich jedes: 
A,(A,P)) — A,(A,(P)) 
als Summe der A,F multipliziert mit Konstanten aus. 

In einem folgenden Paragraphen beweisen wir, daß. diese notwen- 
digen Relationen auch hinreichend sind, das heißt, daß r unabhängige 
infinitesimale Transformationen, welche diese Relationen erfüllen, immer 
einer r-gliedrigen Gruppe, und zwar einer ganz bestimmten angehören. 


$ 5. Die eingliedrige Gruppe. [166 
14. Es seien: 
Zell, 25 2,0) 
die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe und: 
On; Kl, :- -, %,)01 
die der Gruppe angehörige (Satz 7) infinitesimale Transformation. Als- 
dann ist nach den Ergebnissen des eben zitierten Paragraphen: 


Klfı + It = ei da = df,;, 


wo t, als von den x unabhängig, eine gewisse Funktion von a sein 
muß: 


t=t(a). 
Integrieren wir nun das simultane System: 
nee af, 
nn an t 
er ae Te Bu 


wo die f als Funktionen von £ aufzufassen sind, so finden wir n Inte- 
 gralgleichungen der Form: 
ll: fh, &) = Const. 
_ Hier machen wir die Substitution: 
= 0 
und finden so, indem wir: 


t(a,) Zus 0, (a or In) %) =f} 


2: ed) uff 0), 
und durch Auflösung hinsichtlich der f;: 
no Wi: ER, Er N), 


2,= Mo: a 2 


setzen: 


oder: 
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15. Es läßt sich nun zeigen, daß: 
es: A P. 
nen Wa, ee X, e) 


eine Form unserer eingliedrigen Gruppe ist. 
Um dies nachzuweisen, bemerken wir, daß die Gleichungen: 


= hlan 2 %) [167 
nach dem Satze 6 durch Auflösung: 
Zul FH DRRER Mn, ®) 


geben, wo ® eine allerdings unbekannte Konstante ist. Und aus der 
letzten Gleichung zusammen mit: 


= fa; eh In) a) 
folgt nach der Definition des Begriffs Transformationsgruppe: 
s=f(f}, Un 4), 


wo A eine gewisse Funktion von a bezeichnet. Halten wir diesen 
Ausdruck mit dem früher gefundenen: 


= WR, .., fh) 


zusammen, so folgt: 
AR, f%, Aw) = WR, PR, to) 
und also im allgemeinen: 
Ka, -. 2, AQa)) = Wil, . . ., 2, t(a)) 
oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
BE, 2,89)= Wie, ,2, 00). 
Hiermit ist aber nachgewiesen, daß: 


= Wa, rn Lu a) 


eine Form unserer Gruppe: 2’ = fi (&, - . ., x,, a) ist. Offenbar ist auch: 


ia. 2 D-30230 
eine Form derselben Gruppe. Dies gibt: 
Satz 9. Gehört die infinitesimale Transformation: 
02,= X,(2,, -. -, 2,)6t 
einer eingliedrigen Gruppe an, und sind: 
ar: 
ein System Integrale des simultanen Systems: 


dx, du 
u... nn dt, 


1 n 


RER nz, 


Er N N, 2 ER DET FE BUN DE RE EEE RE re NE Fun 


$ 5, 6; Nr. 15, 16. Eingl. u. r-gl. Gr. u. ihre inf. Trff. 55 


so bilden die n Gleichungen: 
Sa Den, 


eine Form unserer (rruppe. 


$ 6. Eine Gruppe ist bestimmt durch ihre infinitesimalen [168 
Transformationen. 


16. Seien a vorgelegt r unabhängige infinitesimale Transfor- 
mationen: A,F,..., A,F: 


AReNx ES u 


> tr Ange, 


Pen 
einer r-gliedrigen Gruppe: 

12 3: f;(&; Inn Ay ee, Ar). 
Ich werde zeigen, daß hiermit die Gruppe völlig bestimmt ist. 

Dieser Satz folgt als Korollar aus dem Satze, daß jede einglie- 
drige Gruppe, deren infinitesimale Transformation der r-gliedrigen 
Gruppe angehört, eine Untergruppe derselben ist. Dies soll zunächst 
erwiesen werden. 


Es sei: AR. 2, dF a a 


d u E 


eine beliebige infinitesimale Transformation unserer Gruppe; alsdann 
ist es möglich ($ 3), solche infinitesimale Größen: da,, ..., da, zu 


- wählen, daß: 


Kılfn.., Ddt= 350 da, = df, 


ist. Hierbei sind die da,, als unabhängig von den x, Funktionen von 


den a und [von] dt, das heißt, es besteht ein simultanes System: 


wa... br(@,,-.-, Ar) 


da, da; Be di, 


dessen Integralgleichungen: 
p;(@, ..., a,. ) = Const. 
die a als Funktionen von £ bestimmen. 
Integrieren wir andererseits das simultane System: 


af, af, q 
: ar 200 Ze nd Fe T: 
Klfor +. -» fn) Xulhs>--- i 


wobei die / als Funktionen von f aufzufassen sind, so finden wir [169 
n Integralgleichungen der Form: 


if; 4,1) — Consk, 
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und wenn wir 2= (0) machen und die entsprechenden Werte der a mit 
a’, ..., a® bezeichnen und endlich: 


km. 220, 0.000 37% 


setzen, so kommen die Gleichungen: 


af), 


die, aufgelöst hinsichtlich der f, geben: 
kW ft) 
z. u... 20 
Wir bemerken nun (Satz 6), daß die Gleichungen: 


oder: 


7 0 03.2 :.70 
ee rn 
aufgelöst hinsichtlich der x, in die folgenden übergehen: 
Zur 0 * 
hf: Fa Wi, ..., W,), 


wo %, ..., W, gewisse, übrigens unbekannte Konstanten sind. Und 
aus den letzten Gleichungen zusammen mit: 


2, = f,(a, ey KA, 5 A.) 


folgt nach unserer Definition des Begriffs Transformationsgruppe: 


' BB . 0 *) 
hf et 6 A,, u) A,), 
wo die A gewisse Funktionen von den a und w sind. Halten wir 


diese Ausdrücke mit den früher gefundenen: 


= Wi . t) 


n? 


zusammen, so folgt: 


Wh, u, Pr y=filft, er . 4,, 4,) 


ft 


und also im allgemeinen: 
I A re, 
Diese Gleichung sagt aber eben [aus], daß die eingliedrige Gruppe: 
x = Wi2,, -..,,„,0 
eine Untergruppe unserer r-gliedrigen Gruppe ist. Also: 

Satz 10. Eine r-gliedrige Gruppe umfaßt eine jede ein- [170 
gliedrige Gruppe, deren infinitesimale Transformation der r- gliedrigen 
Gruppe angehört. 

17. Seien jetzt: 


$ 6; Nr. 16,17. Die Schar der eingl. Gr. &4,4A,(F) 57 










 r unabhängige infinitesimale Transformationen. Wird das simultane 
SE 





da; 


are 


mit den Parametern A,,,.., A, integriert durch die n Gleichungen: 


% = f(Aıt, 4b), 
o behaupte ich, daß nicht alle fi eine Relation der Form: 


ae 0 





befriedigen können. 
3 Differentiiert man nämlich die Gleichung: 





Tr Tr 


" da, = t Are je 
. Zuh X ,r e U 


‚hinsichtlich = und bemerkt dabei, daß 4, sowohl unter dem Inte- 


Tk - 

1 day _ az, dU 

WU df hr 
, v, (A, t, srezeg A. f) er _— 0, 


TC, 


dx, au Ba 
ZU (hl, ..-, At) Fre 0, 


Zdb,(hit,..., A,t) 2,5 0 
olgen würde. Nun aber ist: 
U=241X,, 
dU », 4X,,.dm, , | 
a ne un 


durch Einsetzung in (5) folgt: 
nn de, 
Zdrolkıl,... A) Ra + 22, FD ylht, ..., Kar —0, 


und da, nach unserer a 


dx, 
Volt, ..., At) ee 0 
ist, käme: 
Zd,lhıt,..., AD) X, = 
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was mit unserer Annahme, daß die vorgelegten r infinitesimalen Trans- 
formationen unabhängig sind, im Widerspruche steht. 
18, Seien nun A,F,..., 4,F: 
dF dF 
i 1 de, ug T Kunde, 
r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe. 
Alsdann bestimmen die Gleichungen: 
dx j 
6 I — 
( ) ih X;r a 
in denen A,, ..., 4, Parameter sind, die allgemeine infinitesimale Trans- 
formation der Gruppe. Die entsprechenden Integralgleichungen: 


4,= f.(@ ee re Eee 1,t) 


bestimmen nach den im Anfange dieses Paragraphen gegebenen Ent- 
wickelungen die eingliedrige Untergruppe, die der betreffenden infini- 
tesimalen Transformation (6) entspricht. Läßt man die A variieren, so 
erhält man sukzessiv o0”=! eingliedrige Untergruppen und also im 
Ganzen 00” Transformationen, die der Gruppe angehören. Und da diese 
00” Transformationen, wie soeben gezeigt, sämtlich verschieden sind, 
so bildet ihr Inbegriff eben die r-gliedrige Transformationsgruppe. 

Theorem 2. Jede Transformation einer r-gliedrigen Gruppe gehört 
einer eingliedrigen Untergruppe an, und da die eingliedrigen Unter- [172 
gruppen durch die infinitesımalen Transformationen der r-gliedrigen 
Gruppe bestimmt sind, so folgt, daß jede r-gliedrige Gruppe durch ihre 
infinitesimalen Transformationen völlig bestimmt ist. 


$ 7. Infinitesimale Transformationen, die den aufgestellten Relationen 
genügen, erzeugen immer eine Gruppe. 
In einem früheren Paragraphen sahen wir, daß » unabhängige in- 
finitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe: 
At 20 An 
immer Relationen der Form: 
A,(A,P)) — A,(AP)) = 3,60 Aef 
mit konstanten Koeffizienten erfüllen. Jetzt soll gezeigt werden, daß 
umgekehrt r unabhängige infinitesimale Transformationen, die paar- 
weise in einer solchen Beziehung stehen, immer einer r-gliedrigen 
Gruppe angehören. 
19. Zum Beweis führen wir statt der ursprünglichen Variabeln 
%5 ..-, &, neue Variabeln y,, ..., y, ein, die derart gewählt sind, daß: 
Ay=d).-, 4,9% 79 Ay 1 


/ 
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Sind: 
ABEL SAR 



















die Symbole unserer infinitesimalen Transformationen in diesen neuen 
Variabeln, so ist: 


AF=4F 4,(A(P)— A(4UP) = 4A) — AA). 


Ferner ist offenbar: 


’ Y dF r 
—- Be dy, , 


und also nehmen die »r — 1 Bedingungsgleichungen: 
Aa) AV en AR 2 AK 


wenn wir 
dar 


‚2 2 dr. 
Au Lt 


kndy, ge 


setzen, die Form an: 
du 


: dy, dy; ne ‚rede zZ 


‚Diese Gleichungen erlauben, die Größen Y,,, aufgefaßt als Funk- 
tionen von %,, zu bestimmen. Um aber diese Bestimmung möglichst 
einfach durchführen zu können, versuchen wir die infinitesimalen Trans- 
formationen: 


AR Ah 


_ derart zu wählen, daß die Koeffizienten c«,, so einfach wie möglich 
werden. ' 


Wir setzen zunächst für k=]1,...,r—1: 
BF=-ZAr WAR 
wo u, ‚konstant ist. Hierbei kommt: 
4. (B,(P)) = B,(A,(F)) u 2, Bf 5% 
ro wa 0 1.40, AR 

Es fragt sich, ob es möglich ist, für alle k das letzte Glied wegzu- 
- schaffen. Indem wir eine erste Beschränkung einführen, daß nämlich 
- die Determinante: 
(Gi Eaa +.» Be) 
® von Null verschieden ist, können wir dies wirklich erreichen, so daß: 
AND) DIAS a BR, 020, 1, 
- wird. 
Sodann setzen wir: 


(RBeuBRi: Iv,R L=-20BR 


_ woraus: 


4,(C(F)) er C(A,(F)) = BF.2,v01+°''+ RB,» SV, 0, r-1> 
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und wir versuchen, die Konstanten v, derart zu wählen, daß die rechte 
Seite in der letzten Gleichung die Form: 


wCF=ww,B,F+--.-+v_,B,_,F) 


r—1i 


annimmt. Dies ist immer möglich, da die Gleichungen: 


(6, — w)v, Pu eh 0% 119%, FU 11 
„ Hr + (gg we ++ ga 
6, r-ıPı Tu ur or CE an w)v,_, =) 


immer befriedigt werden können. 

Wir setzen voraus (und dies ist eine zweite Beschränkung), daß 
die Gleichung vom Grade r — 1, die w bestimmt, r — 1 distinkte 
Wurzeln besitzt, und daß es infolgedessen » — 1 von einander unabhän- 
gige infinitesimale Transformationen: 


en 


gibt, die 
A,(C,P)) — 0,4. (P)) = w,C,F 
geben. 
Setzen wir also: 
ey dF = 7 adaF 
GH = La dy, we 7 Lan dy,’ 


so lösen sich unsere r — 1 Bedingungsgleichungen in die n(r — 1) 
folgenden auf: 


d Lyi BE Wılızc; 
dy, 


woraus durch Integration: 
” a w;Y > 
U an) 
20. Nun führen wir zuerst eine beliebiee endliche Transforma- 
oO > 74 
tion der von A’F erzeugten Gruppe aus, sodann eine beliebige infini- 
r g PP , 
tesimale Transformation der Form: 
ü 
LORF+- +44 0,8 
wir zeieen, «daß diese Sukzession mit Berücksichtigung von infinitesi- 
fe) ’ oO 
malen Größen erster Ordnung mit einer Transformation äquivalent 
ist, welche einer eingliedrigen Gruppe angehört, deren infinitesimale 
Transformation die Form: 
‚ y ' Y Y 
; Are en 6.10, ,8 
besitzt. 
Die eingliedrige Gruppe, deren infinitesimale Transformation: [175 
z dF 


$ 7; Nr. 19, 20. Inf. Trff., d. e. r-gl. Gr. erzeugen 61 
ist, wird bestimmt durch die Gleichungen: 


Yet Ni Us h Mit, 
und die früher besprochene Sukzession drückt sich daher folgender- 
maßen aus: 


1% =. y; +4, N "++ A,_ı D,_1,1€” ae 

(d) G=1,...,n—1) 

| Be w(Yn+ 7) ur 1 Wut 
„=YtrrTrtıuPDne ee : 


Um andererseits die eingliedrige Gruppe zu bestimmen, deren in- 
- finitesimale Transformation die allgemeine Form: 
’ Y a2 
AP + 9 GF+ Bas 2 


besitzt, wobei die o, infinitesimale Größen sind, müssen wir das simul- 
tane System: 
dy; dy, 
Y, DER BE Yn Are rt 
1 nz 24,0% Pine we 
integrieren. Indem wir von infinitesimalen Größen erster Ordnung 
absehen, finden wir zunächst: 
Y, == Yn ar L, 
R und wenn wir diesen approximativen Wert einsetzen, kommt: 
1 = yo 
dy, = dt2,o, ee ; 
woraus durch Integration: 


‚ 0: ; wrlUn + 
y,=% re, Der, 


En 
w), 





173 wu, +) 
Eu >> 
Yu Un 27 t a —E w, D,„e x ; 


Es ist nun leicht einzusehen, daß die hiermit definierte Transfor- 
mation bei passender Wahl der Größen go, und £ mit der Transforma- 
tion (7) übereinstimmt. Dies tritt in der Tat ein, wenn man 













t=tT, = WA, 
setzt. 


Indem wir nun zu den ursprünglichen Variabeln «,,..., x, [176 
zurückkehren, können wir den folgenden Satz aussprechen: 

| Satz 11. Sind A\F,..., A,_,F, A,F unabhängige infinitesimale 
_ Transformationen, und steht dabei A,F zu den übrigen Transformationen 
in solcher Beziehung, daß r — 1 Gleichungen der Form: 


A,(4A,(P)) 2 A,(A,(P)) ra Z,&oAof 


stattfinden, so ist die Sukzession einer beliebigen endlichen Transforma- 
tion der von A,F erzeugten eingliedrigen Gruppe mit einer infinitesimalen 
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Transformation der Form 24,A,F äquivalent mit einer einzigen Trans- 
formation einer eingliedrigen Gruppe, deren infinitesimale Transformation 
die allgemeine Form: 

AF+oAfF+:-:+0_14,-1f 
besitzt. [Die o, sind dabei bestimmte infinitesimale Größen.] 

21. Allerdings ist unser Beweis für diesen Satz nur unter den 
beiden beschränkenden Voraussetzungen gültig, daß die Determinante 
(Cs &@g > &%-1,,_ı) von Null verschieden ist, daß ferner die oben 
besprochene algebraische Gleichung vom (r — l1)-ten Grade r — 1 di- 
stinkte Wurzeln besitzt. Daß der Satz auch in allen übrigen Fällen 
gültig bleibt, ließe sich durch einen Grenzübergang einsehen. Oder 
man könnte auch den Beweis für die verschiedenen Fälle direkt durch- 
führen, was keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet. Da indes die 
Konsequenzen dieses Satzes weder in dieser Abhandlung noch bei meiner 
Bestimmung aller Transformationsgruppen einer zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit wesentlich benutzt werden, kann ich es auf eine andere 
Gelegenheit verschieben, den Beweis meines Satzes vollständig durch- 
zuführen. 


Sind nun: 
ee DACzE RE Ar U Peer 4,0) 


die Gleichungen. der eingliedrigen Gruppe, deren infinitesimale Trans- 
formation die allgemeine Form: 
„A F+-+1,4AF 
besitzt, wobei wir fortwährend voraussetzen, daß jedes A,(A,(F)) [177 
— 4A,(A,(F)) sich als Summe der A,F, multipliziert mit Konstanten, 
ausdrückt, so ist es leicht, zu erkennen, dab die Sukzession zweier be- 
liebiger Transformationen der Form: “ 
12 Zur p;(8ı, ee) L a; , a,) 
und: 
neol, ,2,0,..0) 
mit einer einzigen Transformation derselben Schar äquivalent ist. Die 
Richtigkeit dieser Behauptung ist ja nämlich soeben für den speziellen 
Fall nachgewiesen, daß die Transformation &% = 9%, -- ., d,) infini- 
tesimal ist. Da nun aber nach unseren früheren Entwickelungen die 
Transformation @ = p;(&, -. -, b,) durch eine unendlichmalige Wieder- 
holung der infinitesimalen Transformation: 
dA, F+:::+b,A,F 


ersetzt werden kann, so ist hiermit die allgemeine Richtigkeit meiner 








in der die €, Funktionen der ec 


: oder entwickelt: 


8 7, 8; Nr. 20—22. Inf., Trff. die e. r-gl. Gr. erzeugen. — Untergr. 63 


Behauptung nachgewiesen. A!so können wir den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Theorem 3. Sind A,F,..., A,F r unabhängige infinitesimale 
Transformationen, die in solcher gegenseitiger Beziehung stehen, daß sich 
jedes A,(A,(P)) — A,(A,(F)) als Summe der A,F, multipliziert mit Kon- 
stanten ausdrückt, und bestimmen ferner die Gleichungen: 


RR A I) 
die eingliedrige Gruppe, deren infinitesimale Transformation die allge- 
meine Form 2,1,A,F besitzt, so bestimmen dieselben Gleichungen, nach- 
dem nur die Größen A,t durch a, ersetzt sind: 


%; la, a,) 
eine r-gliedrige Gruppe, der die infinitesimalen Transformationen A,F 
angehören. 
$ 8. Allgemeine Sätze über Untergruppen. [178 


22. Wir haben gefunden, daß zwischen r unabhängigen infinitesi- 
malen Transformationen A,F,..., A,F' einer r-gliedrigen Gruppe 
charakteristische Beziehungen der Form: 

A,(A,(F)) =. A,(4,()) ex Cr 
stattfinden. Es ist nun leicht, nachzuweisen, daß die Konstanten c 
durch eine große Anzahl Bedingungsgleichungen verbunden sind. 

Setzt man nämlich wie gewöhnlich: 

(4;4,) = 4,(4,(P)) — A,(A,(P)), 
so besteht zwischen drei beliebigen AF die bekannte Jacobische 
Identität: 
((A,AY A,) + ((A,A) A,) + ((4,4) 4,) a 
Führt man in sie zuerst einmal die Werte: 
(A, A,) 2 2,6, en 


ein, und wendet sodann dieselben Relationen noch einmal an, so kommt 


s schließlich eine Relation der Form: 


Q4A +04 +:::+0,4,=0, 
sind, und da die A,F' unabhängige 


urn 
N 


D 


infinitesimale Transformationen sind, folgt: 


Et 


02020 .0..,.0..06-0 


2, (CrgCosa + CrsgCoie 7 CzigCgra) ws 0, 
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wo die Zahlen :,k, s, 6 vier beliebige unter den Zahlen 1,2, ...,r be- 
zeichnen. 


23. Wir sagen, daß eine o-gliedrige Gruppe Untergruppe einer 
r-gliedrigen Transformationsgruppe ist, wenn die Transformationen der 
ersten sämtlich der letzten angehören. 

Es ist algebraisch möglich, alle o-gliedrigen Untergruppen der all- 
gemeinsten r-gliedrigen Gruppe zu bestimmen. Seien in der Tat: 

2 ee. A [179 
r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, 


so daß: et 


ist, wobei die c,,, die soeben aufgestellten Relationen erfüllen. Setzen 
wir nun: 

BE, A242 :71,4, 

Be F = And +: 2 + SER 


B, Ford, od 


so ist es einleuchtend, daß jedes (B,B,) sich als Summe der A, mul- 
tipliziert mit Konstanten ausdrückt. Verlangen wir dagegen, daß alle 
(B,B,) sich als Summen der B, multipliziert mit Konstanten aus- 
drücken, so erkennt man, daß hierzu das Bestehen mehrerer algebra- 
ischer Relationen zwischen den Konstanten A erforderlich ist. Indem 
man diese Relationen in allgemeinster Weise befriedigt, erhält man eo 
ipso in allgemeinster Weise o infinitesimale Transformationen der ur- 
sprünglichen Gruppe, die eine Gruppe erzeugen, welche selbstverständ- 
lıcherweise eine Untergruppe ist. 


24. Früher haben wir schon gezeigt, daß jede r-gliedrige Gruppe 
oo’-! eingliedrige Untergruppen enthält. In späteren Paragraphen 
werden wir mehrere ähnliche Sätze beweisen, so z. B., daß jede infini- 
tesimale Transformation einer Gruppe einer zweigliedrigen Untergruppe 
angehört. 

Bei dieser Gelegenheit beschränke ich mich darauf, einen allge- 
meinen Satz aufzustellen, aus dem hervorgeht, daß jede r-gliedrige 
Gruppe zwischen » Variabeln, wenn r größer als n ist, Untergruppen 
besitzt. 

a ee NE RD 
die Gleichungen einer Gruppe. Ich unterwerfe die Koeffizienten «a den 
Bedingungen: 


3 zu: Ei; 2 e d,, ne 7) er Q,); [180 








® 
| 
f 
i 
| 
i 
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wobei die & allgemeine Konstanten bezeichnen sollen. Aus diesen 
n Gleichungen lassen sich n oder unter Umständen » — q Größen a als 
Funktionen der übrigen a und der & bestimmen: 


a, = pr(&,; er Sur Ayo, Bi 
Ich behaupte, daß die Transformationen: 
(4 
%, = f,(2,, REN U 9.) 


oder kürzer geschrieben: 


A Ce 
eine (r —n + g)-gliedrige Gruppe bestimmen. 
In der Tat, setzen wir: 
u a) 
und: 
EA Er A IR 


so folgt, da diese Transformationen der vorgelegten »-gliedrigen Gruppe 
angehören: 


(8) = fi, ey Gr c,); 


Be: ee) 


wo die c gewisse Funktionen von @,,...,d,_,; 2 


Da aber identisch: 
5, Ei Re, we. 2 dj,...,q@ 


23 == AS ee ) 5 b,, ee, ER 
&: = f,(&,, SER, nn Gyr c,), 


was wieder’ heißt, daß die Transformation (8) die Form:. 


rent ) 
und ebenso: 


ist, so folgt: 


U a 
annehmen kann. Hiermit ist die Richtigkeit unserer Behauptung er- 
wiesen. 
25. Hier soll noch folgendes bemerkt werden. Sind: 
AR, ..,A,R 


 r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen [181 


Gruppe, so darf bekanntlich keine lineare Relation der Form: 
2,0,A,F = 0 
mit konstanten Koeffizienten stattfinden. Dagegen ist es [sehr] gut 


4 denkbar, und im allgemeinen auch der Fall, daß zwischen den A Re- 
_ lationen der Form: 


2,98, 2,)A,f = 0 


bestehen. Ist insbesondere r > n, so existieren selbstverständlicherweise 


jedenfalls r — n solche Relationen zwischen den A,F. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bad. V. 5 
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s 9. Gruppen von Berührungstransformationen. 


26. Unsere bisherigen Untersuchungen lassen sich unter einem 
allgemeineren Gesichtspunkte ansehen, wobei jedoch zu bemerken ist, daß 
die betreffende Verallgemeinerung sich zunächst als eine Spezialisation 
darbietet. 

Während wir uns nämlich bis jetzt überhaupt mit Gruppen von 
Transformationen zwischen zwei Variabelsystemen 2,,...,2, und 
2, , 2, beschäftigt haben, in denen einerseits alle x, andererseits alle 
x als gleichberechtigt aufgefaßt wurden, beschränken wir uns jetzt auf 
Gruppen von Berührungstransformationen. Dabei sagen wir wie 
immer, daß eine Transformation zwischen den Variabelsystemen: 


X 2 Ins Pı, ae P, 
Ban 
in denen sowohl die p, wie die p, als Verhältnisgrößen aufgefaßt wer- 
den, eine Berührungstransformation ist, wenn die Bedingungsgleichung: 
Zp,de, = Zp,dı, 
identisch stattfindet. 

Und wir behandeln das folgende Problem: 

Problem. Bestimme alle Gruppen von Berührungstransformationen. 

Bei der Entwickelung dieser Theorie setze ich als bekannt [182 
voraus meine früheren Untersuchungen über Berührungstransformatio- 
nen, die ich in der Abhandlung: Begründung einer Invariantentheorie 
der Berührungstransformationen (Math. Annalen Bd. VIII [1874, d. 
Ausg. Bd. IV, Abh. I]) im Zusammenhange dargestellt habe. 

Aus der zitierten Arbeit entlehne ich zunächst den Satz, daß jede in- 
finitesimale Berührungstransformation sich durch Gleichungen der Form: 
0,5, mt 
ausdrückt; hier bezeichnet H eine ganz beliebige Funktion der x und 
p, die hinsichtlich der p homogen von erster Ordnung ist. Repräsen- 
tieren wir nun wie früher unsere infinitesimale Transformation durch 
eine einzige Funktion AF, so wird: 


AR. 2,(00 32 Sa) -— (HF) 


dp,da, da,dp; 
das allgemeine Symbol einer infinitesimalen Berührungstransformation. 
27. Es stellen sich nun die beiden wichtigen Fragen, unter wel- 
chen Bedingungen r infinitesimale Berührungstransformationen: 
APR. SAR w (AN - (HR), 


unabhängig sind, und wann sie eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. 


$ 9; Nr. 26, 27. Inf. Berührungstransformationen 67 


Unabhängig sind sie, wenn keine lineare Relation mit konstanten 


Koeffizienten: 
AFf+-.-+04Ff=0, 
oder: 
(HF) +---+0,(H,F)=0, 
oder endlich: 
(„H, +. +cH,F)=0 


identisch stattfindet. Dies gibt: 
Satz 12. Die infinitesimalen Berührungstransformationen: (H,F), 
..., (H,F) sind unabhängig, wenn keine lineare Relation der Form: [183 
GH, +. +cH,=0 
mit konstanten Koeffizienten stattfindet. 


Sollen andererseits unsere r infinitesimalen Transformationen eine 
r-gliedrige Gruppe erzeugen,. so ist, wissen wir, dazu notwendig und 
hinreichend, daß die A,F paarweise Relationen der Form: 


k 4,(A,(P)) e2 4,(4,(F)) zZ 2,04, F 
erfüllen, und da in unserem Falle: 


AF=(HF), AF=-(H,F) 
und: 


AA) — A,(A,(P)) = ((H,H,)F) 













ist, so erhält man die Bedingungsgleichungen: 
(A, HF) = 2,6 (H,F), 


die sich in die 2% folgenden zerlegen: 


WEB) y, IH ABM) _ a 
AL siks AX 4 dp, = siks AP 


Nun aber kommt durch Integration: 
(H,H,) = %,c,,,H, + Const., 


welche Gleichung mit den 2» vorangehenden äquivalent ist, und da 
sowohl (H,H,) wie H, homogen von erster Ordnung hinsichtlich der p 
ist, muß die Konstante gleich Null sein. 

2 Nennen wir nun kurzweg die Transformation, deren Symbol im 
alten Sinne (HF) ist, „die Transformation A“, so können wir den 
folgenden Satz aussprechen: 


4 Theorem 4. Sollen r unabhängige infinitesimale Berührungstrans- 
® formationen H,,..., H, eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, so ist dazu 
5* 
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notwendig und hinreichend, daß jedes (H,H,) sich als Summe der H, 
multipliziert mit Konstanten ausdrückt. 


Ich bezeichne diese Gruppe häufig kurzweg als die Gruppe [184 
HeacH 


r 


$ 10. Ein Fundamentalsatz über eine Klasse Transformationsgruppen. 


28. In meiner früher zitierten Abhandlung über Berührungstrans- 
formationen brauchte ich das Wort Gruppe in einem anderen Sinne 
als hier. Ich sagte, daß r unabhängige Funktionen ı,,..., u, von 
Kup Ems Pr - >» P, eine Gruppe bildeten, wenn jedes (u,u,) sich als 
Funktion der u ausdrücken ließ. Enthielt die Gruppe insbesondere r 
unabhängige Funktionen, die hinsichtlich der p homogen waren, so 
nannte ich die Gruppe homogen. In der Zukunft werde ich, wo eine 
Verwechslung überhaupt möglich ist, das Wort Funktionengruppe in 
demselben Sinne wie in jener Abhandlung das Wort Gruppe anwenden. 
Ich distinguiere also in der Zukunft zwischen den beiden wesentlich 
verschiedenen Begriffen Funktionengruppe und TransformaMons- 
gruppe. 

Ist H,,..., H, eine Transformationsgruppe, so daß also jedes 
(H,H,) sich als Summe der H, multipliziert mit Konstanten ausdrückt, 
so bilden einige unter den H eine Funktionengruppe, der die übrigen 
H angehören. Besteht überhaupt keine Relation der Form: 


®(H,,- ae: = 0, 


so bilden die H eine r-gliedrige Funktionengruppe, und dann decken 
sich die beiden Begriffe Transformationsgruppe und Funktionengruppe. 


39. Wird eine Transformationsgruppe H,,..., H, in eine andere 
H},..., H,, übergeführt, so zwar, daß jedes FH, in das entsprechende 
H; übergeht, so muß nach den Entwickelungen meiner früher zitierten 
Abhandlung auch: 

(H,H,) = (H;H,) 


sein. Daher geht die Gleichung: 


(H,H,) = 2,64, [185 
in die entsprechende: 

(4; H,) = 20.4, 
über. 

Es liegt umgekehrt die Vermutung nahe, daß zwei r-gliedrige 
(Gruppen immer in einander transformiert werden können, wenn r solche 
infinitesimale Transformationen in beiden Gruppen resp. H,,..., H, 
und H/,..., H/ gewählt werden können, daß in den Relationen: 


(H, H,) ne 2,4 (H, H,) Sr z,c, I, 


s X X es | 
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immer: el, 
ist; anders ausgesprochen: wenn die betreffenden Gruppen gleichzu- 
sammengesetzt sind. Dies ist jedoch nicht der Fall. Zwei gleich- 
zusammengesetzte Gruppen sind im allgemeinen nicht. ähn- 
lich. Dagegen sind selbstverständlicherweise zwei ähnliche 
Gruppen immer gleichzusammengesetzt. 
Um die Kriterien für die Ähnlichkeit zweier r-gliedriger Gruppen 
aufzufinden, ist es zweckmäßig, sich auf den folgenden, von mir her- 
rührenden Fundamentalsatz (Math. Ann. Bd. VIII, S. 271) zu stützen: 


Sollen die Funktionen F,,..., F, einer m-gliedrigen Funktionen- 
gruppe in die Funktionen ®,,..., ®,, einer anderen m-gliedrigen Funk- 
tionengruppe durch eine Berührungstransformation übergeführt werden 
können, so ist dazu notwendig und hinreichend, daß jedes (F',F',) sich in 
derselben Weise als Funktion von F\,..., F„, wie (®,®,) sich als Funk- 
tion von ®,,..., D, ausdrückt. 

30. Sei nun vorgelegt eine Transformationsgruppe: 


H,, au H; m; >) Ei 
deren zugehörige Funktionengruppe keine ausgezeichneten Funktionen 
enthält und daher die kanonische Form: 


NE. ON RER [186 
besitzt. Sind A,,..., H,, von einander unabhängige Funktionen, so 


drücken H,n4+1, ;- -, Z, sich als Funktionen von H,,..., H,, aus: 
H = (HH, .- -, Han)- 


2m+g 
Wenn die Zusammensetzung der Transformationsgruppe bekannt ist, 
das heißt, wenn in den Relationen: 


(4, H,) = 2,64, 
die Konstanten c gegeben sind, so ist es möglich, die Funktionen 2, 


zu bestimmen. 


Man bilde in der Tat die Gleichungen: 
(HA) = uHıt+ a a,H, 
GB) ai b,H, nz Ra a3 GH, 
R R (4; 2m) Ms) r AH, et 9,H,, 
die die Form: 
i=2m 


dH,,, 
S u HH)=aH +: +4,H, 


i=1 


i= 2m JH. 
> - an (H,.H)= 94H, nu Er 9,H, 


— 
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annehmen. Da nun nach unserer Voraussetzung die Funktionengruppe 


H,,..., H,„ Keine ausgezeichneten Funktionen enthält, und also die 
Determinante: 


(HL H)CH,H,).... (H,„H,,)] 


von Null verschieden ist, so lassen die obenstehenden Gleichungen sich 


hinsichtlich der Differentialquotienten von H, „.,., auflösen: 
AH, nz, W , 
dd, = „(Hı, a Bun Qt, HH; 


wobei die W als bekannte Funktionen aufzufassen sind. Aus diesen 
(r — 2m)2m Gleichungen folgt durch Integration eines totalen Systems 
die Bestimmung von H, „41, ---, H, als Funktionen von H,,..., H,, 
und gewissen arbiträren Konstanten K,,..., K,: 


1: FRE ®(H,, .. Hz m; &,, .. 1:87 [187 


Eine nähere Bestimmung der Konstanten X wird erhalten, indem man 
die Gleichungen 

e Bunrfemı)ShmH + a TH, 
bildet. 

31. Beschränkt man sich also auf Transformationsgruppen, deren 
Funktionengruppe keine ausgezeichneten Funktionen enthält, so kann 
man alle Transformationsgruppen H,,..., H,, deren Zusammensetzung 
durch die Gleichungen: 

(H,H,) = 2,0,,H, 


Sek 


gegeben ist, folgendermaßen bestimmen. Man wählt eine beliebige ge- 
rade Zahl, die nicht größer als r ist, etwa 2m, und macht die erste 
Hypothese, daß die betreffende Funktionengruppe 2m Glieder enthält. 
Man wählt sodann unter den r Größen H,,..., H, 2m beliebige, etwa 


y? 

und macht die zweite Hypothese, daß sie unabhängige Funktionen sind. 
Sodann bestimmt man nach der eben entwickelten Theorie die übrigen 
H als Funktionen der gewählten H: 


BERH, HG.) 


Gibt man nun endlich den Konstanten K. gewisse Zahlenwerte, so sind 
alle hierdurch bestimmten Transformationsgruppen ähnlich. 

Sind nämlich A,,..., H, und H,,.... H/, zwei Transformations- 
gruppen, die den gemachten Hypothesen entsprechen, und sind etwa 
H,,:.:., H,„. und H/,..., H,, die zugehörigen Funktionengruppen, 


2m 


so sind H,,,;, und H,„;, dieselben Funktionen bez. von H,,..., H;,, 
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und H/,..., H,;„. Ferner drückt sich jedes (H,H,) in derselben Weise 


als Funktion von H,,..., H,, aus, wie das entsprechende (H,H,) sich 


als Funktion von H/,..., A, ausdrückt. Folglich gibt es nach unserem 
obenstehenden Theoreme eine Berührungstransformation, welche A,,..., 
H,, bez. in H/,..., H,, überführt; und es ist einleuchtend, [1*s 


daß H,.41, :-, H, gleichzeitig mn H,, 1» -- H, übergehen. 


p4 


Hiermit ist folgender merkwürdiger Satz bewiesen: 

Theorem 5. Die allgemeinste r-gliedrige T'ransformationsgruppe, 
deren zugehörige Funktionengruppe keine ausgezeichneten Funktionen ent- 
hält, hängt nur von einer begrenzten Anzahl Konstanten ab. 


$ 11. Ausdehnung des vorangehenden Satzes auf beliebige 
Transformationsgruppen. 


32. Wir wenden uns nun zu Transformationsgruppen, deren Funk- 
tionengruppen g ausgezeichnete Funktionen enthalten. 

Wir werden versuchen, die allgemeinste r-gliedrige Transformations- 
gruppe H,,..., H, zu bestimmen, deren Zusammensetzung durch die 


Gleichungen: 

(HH) = Ze, H, 

gegeben ist. 
Nach meiner Theorie homogener Gruppen sind zwei Fälle zu be- 

rücksichtigen, erstens daß die q ausgezeichneten Funktionen sämtlich 


von nullter Ordnung sind; und zweitens daß nur g— 1 unter den aus- 


gezeichneten Funktionen von nullter Ordnung sind. Wir beschränken 
uns hier auf die Betrachtung des ersten Falles. Der zweite Fall ließe 
sich in ganz entsprechender Weise erledigen. 


33. Sei also: 


a er 


m+4? 
eine kanonische Form der betreffenden Funktionengruppe, und: 


ä 7 
NR 


2m? 


eine andere Form derselben Gruppe. Alsdann sind die infinitesimalen 
Transformationen A, „1, .- ; H, gewisse Funktionen der letzten Größen: 


x >; 
H, 2(H, B in , PR [1139 


m+k SEE 


die wir bestimmen werden.') 


1) Bei der Behandlung des zweiten Falles, wo die (sruppe die Form: 


D 
Beh. 


un PRO EDS ee 


m+14’ 
oder: 
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Wir bilden die Gleichungen: 
(A ann) ZaHHt e a,H, 


(H; 2m Han) = AH, I 
oder entwickelt: 


i=2m 


Zu A Se -4H,+---+0,H, 


i=2m 


dH, k ö 
ZSH.H) am -9H+ 0 +9,H, 


In diesen Gleichungen treten eigentlich links g weitere Glieder auf; 
da indes die Größen X, nach unserer Voraussetzung oe 
Funktionen sind, ne diese Glieder wo Da die vorge- 
legte ee keine weiteren ausgezeichneten Funktionen als 
X , Any, besitzt, und infolgedessen die Determinante: 


IH, H,), De, (HB, Ha m)] 


von Null verschieden ist, lassen sich die 2m letzten Gleichungen hin- 
sichtlich der Größen: 


mir‘ 


auflösen: 


Hom+k W H H) 
dH, ss 2: v9 44,.}; 


wo die W bekannte Funktionen der betreffenden Argumente sind. [190 
Aus diesen Gleichungen folgt durch Integration eines totalen Systems 


die Bestimmung von A, ,1,::-, H, als Funktionen von H,,..., HB: 


HA, m++ DH, 2 RER A, > sr); 


dabei sind die Integrationskonstanten als arbiträre Funktionen von 


Kay Amy, aufzufassen. Bildet man endlich die Gleichungen: 


(Hunsıdas.,) Be u, H, en uohl, 


so erhält man gewisse Relationen zwischen diesen arbiträren Funktio- 
nen, vermöge deren ihre Anzahl erniedrigt wird. Nach dieser Re- 


besitzt, setzt man die gesuchten Transformationen H,, +3 In der Form an: 


| p.0(. Am x X 

Hg m+x De P SS emtit ron amrogre 
Die hervorgehenden Ausdrücke dieser Größen enthalten arbiträre Funktionen von 
X BE. 


m+1? m+Y' 


$ 11, 12; Nr. 33, 34. Gr. von B. T. u. zugeh. Funktionengr. 13 














 duktion bleiben jedenfalls g arbiträre Funktionen, weil die betreffende 
 Funktionengruppe 2m + q distinkte Funktionen enthalten soll. Unter 
den zurückgebliebenen arbiträren Funktionen kann man offenbar q 
wählen‘ und bez. gleich: 


X 


m+1? 


ER 


m+q 


setzen. Wählt man endlich in bestimmter Weise die noch zurückge- 
__ bliebenen arbiträren F unktionen, so sind alle hiermit definierten Trans- 
_ formationsgruppen ähnlich. Dies beweist man genau wie die ent- 
sprechende Behauptung in dem vorangehenden Paragraphen. 

Hiermit ist der folgende Fundamentalsatz bewiesen: 


; Theorem 6. Die allgemeinste r-gliedrige Transformationsgruppe, 
; deren zugehörige Funktionenyruppe g ausgezeichnete Funktionen, sämtlich 
von nullter Ordwung, enthält, hängt von einer begrenzten Anzahl arbilrärer 
Funktionen von q Argumenten ab. Sınd diese arbiträren Funktionen, die 
- sämtlich dieselben q Argumente enthalten, in bestimmter Weise gewählt, 
so sind alle hiermit definierten Gruppen ähnlich. 


$ 12. Jede Transformationsgruppe ist gleichzusammengesetzt [191 
mit einer linearen Gruppe. 


5 84 HH eine r-gliedrige Gruppe, deren Zusammen- 
_ setzung durch die Gleichungen: 


(H,H,) = 2,04H, 


ä bestimmt ist. 
Ich bilde die Ausdrücke: 
AT—-2, ir Zr CrisYh 
und behaupte, daß die r infinitesimalen Transformationen Ar sah 


_ eine r-gliedrige Gruppe bilden, die mit der ursprünglichen gleichzu- 
‚sammengesetzt ist, das heißt, daß: 


A,(A,(P)) — A,(A,(F)) = 20,48 





ist. 
2 Es ist: 
779 Bl 
A,f= Ir ay Zr kisdn 
\ dH 
AF= ray, ZrCyioHr 


also kommt: 
n dF 
5 (4,4,) Zr So ay, ir rs tri— CisCsjo)Yr 
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und unsere Behauptung ist, daß dieser Ausdruck auf die Form: 


Zljiso au. 2 rCkso%k 


2418 
I) 
gebracht werden kann; oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die 
Summe: 
2,(&;,60 Cissjo C554C% 40) 


identisch verschwindet. Früher haben wir aber gesehen, daß diese Be- 
dingungsgleichung wirklich stattfindet, wenn die infinitesimalen Trans- 


formationen H,,..., H, paarweise die Relationen: 
(H,H,) = 2, GusH, 
erfüllen. Also können wir den folgenden Satz aussprechen: [192 


Theorem 7. Wenn eine Transformationsgruppe vorgelegt ist, so 
kann man immer eine lineare Transformationsgruppe aufstellen, die mit 
ihr gleichzusammengesetzt ist. 

35. Übrigens kann man aus den obenstehenden analytischen Ent- 
wickelungen noch einen anderen bemerkenswerten Schluß ziehen. Be- 
stehen in der Tat die Bedingungsgleichungen: 


(9) ; Pa Cs 


kis jo € £] iso, 


)=0, 
so ziehen, fanden wir, die Gleichungen: 


AR 


die folgenden: 


AA) — AA) = 2,0, AP) 


nach sich. Umgekehrt ist aber früher gefunden, daß die letzten Glei- 
chungen die obenstehenden Relationen zwischen den c nach sich ziehen. 
Folglich sind diese beiden Gleichungssysteme äquivalent. Also: 

Theorem 8. Sind A,F, ..., A,F infinitesimale Transformationen 
einer Gruppe, deren Zusammensetzung durch die Relationen: 


A(4,P) — A KAP) = ZA, 


bestimmt ist, so sind die Konstanten c durch die Bedingungsgleichungen 

(9) verbunden; und wenn umgekehrt ein Größensystem c vorgelegt \st, 

welches diese Bedingungsgleichungen erfüllt, so gibt es immer Transfor- 

mationsgruppen, welche die hiermit definierte Zusammensetzung besitzen. 
36. Hier möge noch der folgende Satz seinen Platz finden: 


Satz 13. Jede infinitesimale Transformation der r-gliedrigen Gruppe 
H,,..., H, gehört einer zweigliedrigen Untergruppe «an. 


$ 12; Nr. 34—36. Lineare Gr. aus den c;x,. — Zweigl. Ugr. 75 



















Um zu beweisen, daß etwa A, einer zweigliedrigen Untergruppe 


angehört, setzen wir: 
\ H=H,+:.:.+0.H,, 
woraus: 
(H,H) = 2,0,2, I: 119% 
oder: 
(H, H) es 23,48,2,9,%3. r 


Es handelt sich darum, diese Gleichung auf die Form: 
(HH) = uH, +vH— uH, + vZe,H 


zu bringen. Dies gibt zur Bestimmung der Größen o, u und v die 
folgenden Bedingungsgleichungen: 


2,0, 41 = U 
2,0, C42 = Y% 


5 = 
—,9;,C1x3 — V 03 


2,9 = P0,; 
und da diese Relationen immer befriedigt werden können, so ist hier- 
- mit die Richtigkeit unseres Satzes nachgewiesen. 

In entsprechender Weise könnte man beweisen, daß jede zwei- 
gliedrige Untergruppe in einer dreigliedrigen Untergruppe enthalten 
ist. In dieser Weise wird man auf die Vermutung geführt, daß jede 
(m — 1)-gliedrige Untergruppe in einer m-gliedrigen Untergrupppe 
nthalten ist, was jedoch nicht der Fall ist; eine eingehende Entwicke- 
ng dieser Theorie kann erst in späteren Arbeiten gegeben werden. 


Illa. 
Selbstanzeigen von II und III. 
i 1. Bulletin des sciences math@matiques et astronomiques Bd. XII (II. Serie, 
d. I), Abt. 2, S. 382—383. Paris, Dezember 1877. 

Section I. Groupes de transformation d’une variete ä une seule 
dimension. $ 1. Developpements preliminaires. $ 2. Les groupes d’un 
eul terme. $ 3. Theoremes sur les groupes de deux termes. $ 4. For- 
e generale des groupes de deux termes. $ 5. Determination plus 
mple des groupes de deux termes. $ 6. Theoremes sur les groupes 
e trois termes. $ 7. Forme generale des groupes de trois termes. 
$ 8. Solution du probleme propose. 
I. Dans le tome 1 du Journal de Crelle, Abel cherche la fonc- 
tion symetrique f(x, a) la plus generale qui satisfasse ä l’&quation 


fir, a‘, b] ap Llz, f(a, b)]. 


16 lIIa. Selbstanzeigen von Abh. II und III 


Abel trouve que la fonction cherchee est determinee par la formule 
f(x, a) = 9, (0x + @a +0), 
c etant une constante, et © et ©, designant des fonctions quelcon- [383 
ques inverses l’une de l’autre. 
La fonction f(x, a) la plus generale qui satisfasse ä une &equation 


de la forme 
fir, a), b] ke fle, p(a, b)], 
p etant une fonction indeterminde, est donnee par la formule 


(1) f(x,a)=0®,(Ox + va), 
® et ©, designant des fonctions inverses quelconques. 

Si on cherche la fonction f(x, a,, @a,,...,a,) la plus generale 
qui satisfasse ä une @quation de la forme 


Meran het.) 
P1, ::-, p, etant des fonctions indeterminees de a, ..., a, di, -..,d,, 
on trouve d’abord que r doit &tre moindre que 4. Pour r=1, fest 


donne par la formule (1). Pour r=2,ona 
f(, d; Q,) =9(92.%, + P,), 


02.0 + % 
f(x, a, Ag, a;) = ©, en) , 


et, purr=3, 
® et ©, designant toujours des fonctions inverses, et les % etant des 
fonctions arbitraires des «a. 

Seetion II. — $ 1. Notions generales. $ 2. Transformations in- 
finitesimales. $ 3. Theoremes generaux sur les groupes de transfor- 
mations. $ 4. Relations necessaires entre les transformations infinite- 
simales d’un groupe $ 5. Le groupe d’un seul terme $ 6. Un 
groupe est determine par ses transformations infinitesimales. $ 7. Les 
transformations infinitesimales qui satisfont aux relations 6tablies en- 
gendrent toujours un groupe. $ 8. Theoremes generaux sur les groupes 
mineurs. $ 9. Groupes de transformations de contact. $ 10. Un 
theoreme fondamental sur une classe de groupes de transformations. 
$ 11. Extension du theoreme pre&cedent ä des groupes de transforma- 
tion queleonques. $ 12. Tout groupe de transformation est uniforme- 
ment compose d’un groupe lin£aire. | 


II. Les equations 


G 

la 3 mr Apr ++ 0,) = Fila) 
determinent une transformation entre les #, et les z,. En donnant 
aux paramötres a,, ..., a, toutes les valeurs possibles, on obtiendra 


oo” transformations. Si la suecession de deux telles transformations est 
equivalente ä une seule transformation de la m&me ferme, on dira que 
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‚ces transformations forment un groupe de transformation. Üette 
condition s’exprime par l’equation 
Klh(@a), Fla), lad; du, bl hl, im Pi, 9), 
0 9, .,-, P, designent des fonctions indetermindes de a, ...., q,, 
.., d,. 

L’auteur s’est propose le probleme diffieile de determiner tous les 
_ groupes de transformation. Pour le cas n=1, la solution complete 
de ce probleme est donnee dans le M&emoire preeedent. Le M&moire 
_ present donne des theoremes generaux sur le cas general. La theorie 
- des groupes de transformation a beaucoup de points de contact avec 
la theorie des substitütions. Ces recherches seront poursuivies. 
| 2. Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, Bd. VIII, Jahrg. 1876, 
8. 212. Berlin 1878. 

Diese beiden Abhandlungen geben eine ausführliche Darstellung 
und Begründung eines Teils derjenigen Resultate, die der Verfasser 
zum ersten Male in den Göttinger Nachrichten Nr. 22, 1874 (siehe F. 
d. M. VI, p. 93) veröffentlichte. Weitere Abhandlungen werden einer- 
seits denselben Zweck verfolgen, andererseits diese neuen Theorien fü. 
die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen verwerten. 


Ba a Ye De ee in el a Fe a Are rn A he u ad a a 


3. Königsberger und Zeuner, Repertorium Bd.I, 8. 66—67. Leipzig 1879. 
Eine Schar Transformationen: 


a IE A RA 

bilden eine Gruppe, wenn die Sukzession zweier Transformationen der 
‚Schar mit einer einzigen Transformation derselben Schar äquivalent 
ist. Der Verfasser hat sich die schwierige Aufgabe gestellt, alle 
Gruppen von Transformationen zu bestimmen. 

Die erste Abhandlung löst diese Aufgabe für den Falln=1. Es 
_ wird gezeigt, daß die Gruppe höchstens drei Parameter «a,, a,, a, ent- 
hält, ferner, daß sie durch passende Wahl der Variabeln in eine lineare 
_ Gruppe übergeführt werden kann. 
j Die zweite Abhandlung behandelt den allgemeinen Fall und ent- 
wickelt eine Reihe allgemeiner Sätze. Unter denselben mögen hier 
nur die folgenden hervorgehoben werden. 
RE Jede Gruppe mit r Parametern enthält r unabhängige infinite- 
"simale Transformationen; infolgedessen enthält sie insbesondere auch 
eine identische Transformation. Zu gegebenen Werten von n und [67 
 r gehören nur eine begrenzte Zahl Typen von Transformationsgruppen. 
| Weitere Abhandlungen werden einerseits den Falln=2 erledigen, 
andererseits diese Untersuchungen für die allgemeine Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen verwerten. 








IV. 


Theorie der Transformationsgruppen. III. 
Bestimmung aller Gruppen einer zweifach ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit. 


Von Sornutvs Lie. 
Arch. for Math. Bd. III, Heft 1, S. 93—128, Heft 2, 8. 129—165. Kristiania 1878. 


Die nachstehende Abhandlung schließt sich als Fortsetzung an die 
beiden Abhandlungen'), die ich im Bande I dieser Zeitschrift ver- 
öftentlicht habe [hier Abh. II u. III]. Die lange Verspätung wurde 
wesentlich dadurch veranlaßt, daß ich die einfachen Resultate, die ich 
gefunden hatte, nicht durch eine entsprechend einfache Analyse be- 
weisen konnte. Glücklicherweise ist es mir in der letzten Zeit ge- 
lungen, meine Untersuchungsmethoden wesentlich zu verbessern und 
dadurch eine große Anzahl mübsamer, wenn auch prinzipiell einfacher 
Rechnungen zu ersparen. Hierdurch gelingt es mir insbesondere in 
dieser Arbeit, durch verhältnismäßig kurze Rechnungen alle Gruppen 
von Punkttransformationen einer Ebene zu bestimmen?). 


Abschnitt Ill. [94 
Allgemeine Entwickelungen. 


In diesem Abschnitte gebe ich einige allgemeine Entwickelungen, 
welche die prinzipielle Grundlage meiner weiteren Untersuchungen 


bilden. ef 


$ 1. Infinitesimale Transformationen erzeugen eine Gruppe, wenn sie 
gewisse Relationen erfüllen. 


1. Die infinitesimalen Transformationen: 


Al/= 2,X, er 


Ar k=1,..,r) 

1) Ich behalte mir vor, bei einer späteren Gelegenheit einige Entwickelungen 
meiner beiden früheren Arbeiten näher zu diskutieren. 

2) Es ist mir gelungen, einerseits alle Gruppen einer dreifach ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit zu bestimmen, andererseits, wenn ich nicht irre, eine 
tiefere Einsicht in die allgemeine Theorie zu gewinnen. Hier sei auch er- 
wähnt, daß ich diese Theorien u. a. mit Erfolg auf die allgemeine Monge-Am- 
peresche Gleichung angewandt habe. 
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_ einer r-gliedrigen Gruppe sind nach meinen früheren Untersuchungen 
_ paarweise durch Relationen der Form: 


4,(A, N) Er: 4,(A,N)) = 2c,.hf, 


Ss 


' wo die c Konstanten sind, verbunden. Andererseits habe ich auch ge- 
- funden, daß r unabhängige infinitesimale Transformätionen, die paar- 
_ weise solche Bedingungsgleichungen erfüllen, immer eine r-gliedrige 
Gruppe erzeugen. Auf diesen Satz, den ich früher nur unter gewissen 
beschränkenden Voraussetzungen bewiesen habe, werde ich hier näher 
eingehen. 

Ich betrachte die infinitesimale Transformation: 


4,A,f+ nn 1,A,f 
mit den Parametern i,, ..., A,, und die zugehörige eingliedrige Gruppe: 


nee. he AD, 










- Alsdann bestimmen die Gleichungen: 

u =hla,--., le dr --.,,) 

mit den unbestimmten Parametern a,, ..., a, r-fach unendlich viele 
_ verschiedene Transformationen. Es handelt sich darum, nachzuweisen, 
‚daß die Sukzession zweier solcher Transformationen mit einer einzigen 
Transformation derselben Schar äquivalent ist. [95 
: 2. Statt der Größen x führen wir neue Variabeln y,, ..., y, ein, 
die derart gewählt sind, daß: 

| A,Yı ne 0, A, Art) En 0, A,Yn u 1 


E ist. Alsdann wird: 


d 
A,f= d, 
df df \ 
B Af= Ya dy, ee r dy, @=1,...,r), 
und die Relation: 
(4,4) = >eoA Re 
s=1 


löst sich in die folgenden auf: 


20% Yon 
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in dem ich die Größen o, als Funktionen von y, betrachte. Es ist in 


N 


der Tat möglich, wie ich jetzt zeigen werde, die o, derart als Funk- 
tionen von %, zu bestimmen, daß der Differentialquotient: 


d 
dy, (2,90, I) 


gleich Null wird. Die Forderung: 


erhält nämlich wegen (1) die Form: 


ode; P 
Se, DIR ES: > a 
ı 8 ı 


dYyn 
und wird daher erfüllt, indem wir die Größen o,, ..., @, vermöge des 
simultanen Systems: 
lo, S 
ay. + =: \ [96 


als Funktionen von y,— y® und den Anfangswerten g% bestimmen. 
Sind: 


2 0.90 0 
= 0 (Un = Yan Oiy + 95) 
die zugehörigen Integralgleichungen, so bestehen also die Identitäten: 


Se I) = Ze ly. — W) Yan): 


die wir jetzt verwerten werden. 


3. Ich betrachte die infinitesimale Transformation: 


af 


tft + aAf 


und setze dabei voraus, daß die A sehr kleine (infinitesimale) Größen 
sind. Um die zugehörige eingliedrige Gruppe zu bestimmen, bilde ich 
das simultane System: 





- d 
(2) dy, 2 dy,- 1 Y, BE, 


alsdann sind bekanntlich die zugehörigen Integralgleichungen: 

(3) al ICHE TREE HE EEE 

die Definitionsgleichungen der gesuchten eingliedrigen Gruppe. Es ist 
nun klar, daß die f, gewisse Funktionen von den A sind, und zwar 


können wir annehmen, daß sie nach den Potenzen der A entwickelt 
sind. Für das Folgende ist es hinlänglich, nur diejenigen Glieder dieser 
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Reihenentwickelungen zu bestimmen, die die A, in der nullten und 
ersten Potenz enthalten. 

Denkt man sich "die Werte y,=f, in das simultane System (2) 
eingeführt, so kann man die Integralgleichungen dieses Systems auch 
folgendermaßen schreiben: 


y-yY= Kor k=1,..,,2-1) 
ao Yy =; + fa ı, ARE 


Nun aber bestehen nach den Entwickelungen der vorangehenden |97 
Nummer Relationen der Form: 

Ih, Y,.(W,) er Zp,(h, un Ay Ye — y) Ya); 
wo die g nur von den A und der Größe y, — y® abhängen. Hierdurch 
kommt: 


a Y% ei JÜ>y0, er h,, Y.y) Y(yı, er Ya ir Y%): 


(4) 


u Fe t+ [at 3p,0,. A nYar > Im-a Wa)- 


- Diese Gleichungen gelten, welehe Werte (endliche oder infinitesimale) 
die Größen A auch haben mögen. 

Nun aber berücksichtigen wir, daß die 4 infinitesimale Größen 
sind, und daß wir nur die ersten Glieder der betreffenden Reihenent- 
_ wiekelungen zu suchen haben. Die Größen g sind von der ersten 
- Ordnung hinsichtlich der A. Demzufolge sind die Integrale, in denen 
die p eingehen, selbst von erster Ordnung hinsichtlich der A. Ersetzen 
wir daher in p,; und Y,, die Größen y, — y' und y, bezüglich durch ? und 
Er, so werden die Größen unter dem Integralzeichen und ebenso die 
ö Integrale selbst nur um Größen geändert, die von zweiter Ordnung 
hinsichtlich der A sind. Das heißt, es ist: 


t 
Y Bi + [at Iy,a,, Er t) Y.yı Yo 9) Se Ö,, 
[1] ° 


t 
Y, +t + fat I y;(a,, ae £) Ag un Yes Y) + 8, 
[1] T 


_ wo d, und &, von zweiter Ordnung hinsichtlich der A sind. Und da 
die Y,,(yP,...,y%) von £ unabhängig sind, können sie außerhalb des 
 Integralzeichens genommen werden: 


y=yY% Bu Sy, fatpa, Ah, d) + bs, 
„ytt+ IL. MN fa: 2,4 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 6 
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und, wenn wir setzen: [98 


falp(i,.. si, Del... id), 
0 

kommt endlich: 

|" = Y 23 , A) Yı, (Y°), 


(5 
Ir. -yP+t+ vl, 4, DIR). 

Hiermit sind die gesuchten Glieder unserer Reihenentwickelungen 
wirklich gefunden. 

Die durch die letzten Gleiehungen definierte Transformation ge- 
hört der Schar (3) an; wir werden zeigen, daß sie sich durch zwei 
sukzessive Transformationen derselben Schar ersetzen läßt. 

Man führe in der Tat zuerst aus die Transformation: 


Y, N Y, =y,t+tb, 


sodann die infinitesimale Transformation: 


= 


antrat Zul In) 
welche beide der Schar (3) angehören. 
Diese Sukzession ist äquivalent mit der Transformation: 
ar Zi, 0), yamttr ZiV, Wo Ya 


also ist sie zugleich äquivalent mit der Transformation (9), vorausge- 
setzt, daß die infinitesimalen Größen %, gleich den Infinitesimalen 
öt, sind. 

Wir kehren jetzt zu den ursprünglichen Variabeln x zurück. 
Wird das simultane System: 


integriert durch die Gleichungen: 

 -9,2,..:,21h6:.,80, 
so ist die Transformationsschar: 

t=o(%,..,2340,...,0) [99 
äquivalent mit der Schar (3). Bemerke ich nun, daß in den früheren 
Entwiekelungen die Transformation A,f sich durch eine beliebige 


Transformation der Form Z£v,A,f ersetzen läßt, so kann ich den fol- 
genden Satz aussprechen: 
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Satz 1. Die Sukzession einer beliebigen Transformation: 

’ 

neuere, 
mit einer infinitesimalen Transformation derselben Schar ist äquwivalent 
mit einer Transformation: 

2” 00, 3, 2.9, 5 10,...0 24a), 

deren Parameter a, + fa, unendlich wenig von den Größen a, ver- 
schieden sind. 

3*. Es ist nun leicht nachzuweisen, daß die Sukzession zweier be- 
liebiger endlicher Transformationen unserer Schar, die respektive die 
Parameter a, und b, besitzen, mit einer einzigen Transformation der 
Schar äquivalent ist. Nennen wir die Parameter dieser neuen Trans- 


formation c,, so findet unsere Behauptung ihren Ausdruck in der 
Gleichung: 


TREND a once 
die wir kurzweg folgendermaßen schreiben: 


a,b, = 6: 
Wir setzen: 
b,—= A,b 


und fassen dabei die A, als feste Größen, b als eine Variable auf. Die 
einfach unendlich vielen Transformationen A,b bilden bekanntlich eine 
_ eingliedrige Gruppe, (deren identische Transformation der Annahme 
 b=0 entspricht), was wir folgendermaßen ausdrücken: 


A,bo | h,b, — A, + bi); 
insbesondere ist: 
— 4,1b|),(db+Ab)=4A,b. 
Diese Gleichung kombinieren wir mit der früher (Satz 1) gefundenen: 
a|—-4,Ib=a,+ Ja, [100 
wo der Zusammenhang zwischen den Größen Aa, und 4b durch em 
gewisses simultanes System: 
(6) Aa,=f,(a,..-,a,)gJb 
ausgedrückt wird. Hierdurch finden wir die Gleichung: 
a,2,b= a, —4,AIbl2,(b+ 2b) = a,+ Ja,|A,(b+Ab), 
_ die wir folgendermaßen schreiben: 
d 
Gb [a,|A,d1 = 0, 
6* 
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indem wir nämlich die a, als Funktionen 'von b, bestimmt vermöge 
des simultanen Systems (6), betrachten. Sind: 


a,— v,(ad, ..., ae, b) 
die Integralgleichungen dieses Systems, und entsprechen dabei a= al 
der Annahme b=0, so kommt: 
a,|1,b = Const. = a?|0 = a. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß die sukzessive Ausführung der Trans- 
formationen a, und A,b mit der einzigen Transformation a) äquivalent 
ist. Hiermit ist das folgende Theorem erwiesen: 


Theorem I. Sind r unabhängige infinitesimale Transformationen 
A,f, ..., A,f paarweise durch Relutionen der Form 
AAN) —- AAN) - De Af 


verbunden, so erzeugen sie eine r-gliedrige Gruppe. 


$ 2. Transponierte Transformationen. 
4. Sind a, und b, Transformationen einer Gruppe, deren identische 


Transformation der Annahme a,— 0 entspricht, so daß b, und —b, 
inverse Transformationen bestimmen, so nenne ich die Transformation: 


b,la, —b,, [101 


die offenbar der gegebenen Gruppe angehört, eine [vermöge der Trans- 
formation b,] trausponierte Transformation. 
Ich setze: 
a,= 1,Q, 


. . 5 = . Tr 
und fasse dabei die A, als feste Größen, dagegen a als eine Variable 
auf, so daß die Transformationen A,a eine eingliedrige Gruppe bestim- 
men. Führe ich nun sukzessiv die beiden Transformationen: 


ba, —b, und b,|A,a,| — b, 
aus, so ist diese Sukzession offenbar äquivalent mit der Transformation: 
bi h,(a, ae a,)| FE bi» 


so daß die Transformationen b,|A,a| —b, eine eingliedrige Gruppe 
bilden. Also: 
Satz 2. Transponiert man die Transformationen A,a einer einglie- 
drigen Gruppe vermöge der Transformation b,, so bilden die hervorgehen- 
RER 
den Transformationen b,|},a| — b, wiederum eine eingliedrige Gruppe. 
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Um die neue Gruppe zu finden, ist es hinreichend, ihre infinitesi- 
male Transformation zu bestimmen. Es stellt sich somit die Aufgabe, 
die Transformation: 
zu finden, wenn a eine infinitesimale Größe ist. Wir werden diese 
Aufgabe erledigen, indem wir zunächst zugleich voraussetzen, daß auch 
die Größen b, infinitesimal sind. 

Seien 

‚ 
%— % = P,0t 
die Gleichungen der infinitesimalen Transformation b,, und seien: 
X, — % = 00T 


- die Gleichungen der infinitesimalen Transformation A,a. Um nun die 
' Transformation b,|A,a| — b, zu finden, bilden wir die Gleichungen: [102 


rer (Sr, 


en ee u) +: , 
d 
na Möt+ (N Sit. Er 
woraus folgt: 
AR ’ d en R 2 
+ Mdt+ dr +2(N Er) or 


Nun aber ist: 
= Te Böttadr)+-- 


also kommt: 
e ap de}\\ 
rt [+ lu = BIER 


womit die verlangte Bestimmung ausgeführt ist. Dies gibt: 

Satz 3. Transponiert man eine infinitesimale Transformation Af 
 vermöge einer infinitesimalen Transformation Bf, so erhält man die 
Transformation: 

Af+ St A(BN) — BANN. 

d. Seien jetzt A,f,..., A,f, wo: 

(4,4,) = 2 0,,4,, 


die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe @G,, die 
in einer (r + 1)-gliedrigen Gruppe G, ‚ı enthalten ist, und laß uns da- 
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bei voraussetzen, daß die »r +1 infinitesimalen Transformationen A,f, 
..., A,f, Bf dieser neuen Gruppe durch Relationen der Form: 


(A,B) = 3a,,A4, [108 


verbunden: sind. Transponiere ich nun die allgemeine infinitesimale 
Transformation: 
20,A,f 


der Gruppe @, vermöge Bf, so hat die hervorgehende Transformation: 


Bf |SeAf| DD: 


oder ausgeführt: 


So{Af+ d1(A,B)} = DSo,(Af+ 6: 34,Af} 


i 


die Form: 

(7) &(o, + Ao)A,f, 
wo: 

(8) 40,= At Zds9r 


Seien jetzt: 
eo, 32,0 


die Gleichungen der eingliedrigen Gruppe, deren infinitesimale Trans- 
formation Bf ist. Ich bilde die Transformation: 
t Z04,f Bet 
die bekanntlich mit der folgenden äquivalent ist: 
t—- 4141| 20,4,f|- A| (t- A) 
oder (7) mit: u 
t- A112, + Ad )Af dA). 


Betrachten wir daher die Parameter o, als Funktionen von £, bestimmt 
vermöge des simultanen Systems: 


(8°) I4,= — At Zd,0r 
80 ist: 

d 

Frita z04Afl-t=0. 


Sind 0°, ..., e® diejenigen Werte der Größen g,, die dem Werte t= 0 
entsprechen, so wird: 


| 209,Af|-t=ZAf: 


° 











ana a 
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Bemerke ich nun, daß Bf eine beliebige infinitesimale Transfor- [104 
mation der Gruppe G,,, bezeichnet, und daß infolge dessen unsere 
Transformation t eine beliebige endliche in @,,, enthaltene Transfor- 
mation bezeichnet, so erhalte ich den Satz: 


Satz 4. Transponiert man eine beliebige infinitesimale Transforma- 
tion Zo,A,f vermöge einer beliebigen Transformation der Gruppe @,,1; 
so erhält man immer eine infinitesimale Transformation der Form 
30,A,f. 

Laß mich jetzt voraussetzen, daß man eine beliebige endliche 
Transformation a der Gruppe G, vermöge einer beliebigen in G,,, 
enthaltenen Transformation ? transponiert. Ich behaupte, daß die her- 
vorgehende Transformation der Gruppe @, angehört. 

Zum Beweis betrachte ich ? als eine bestimmte Transformation, 
dagegen a als Symbol aller Transformationen einer eingliedrigen Gruppe, 
deren identische Transformation a — 0 entspricht. Nun aber weiß ich 
(Satz 2), daß die Transformationen ta) — t wiederum eine eingliedrige 
Gruppe bilden. Um sie zu bestimmen, genügt es, ihre infinitesimale 
Transformation Of zu bestimmen. Und da: 


Cf=-1Ja| —t 


ist, wo die infinitesimale 'Transformation Ja die Form 2g,4,f be- 
sitzt, so hat nach dem vorangehenden Satze auch Cf diese Form und 
gehört somit der Gruppe G, an. Demzufolge gehört auch die von Of 
erzeugte eingliedrige Gruppe, das heißt die Transformationen: 


ta —t 


der Gruppe @, an. Dies gibt: 


Theorem II. Es seien A,f, .. ., A,f die infinitesimalen Transfor- 
mationen einer Gruppe G, und A,f, ..., A,f, Pf die infinitesimalen 
Transformationen einer Gruppe G,,,, und dabei bestehen Relationen der 
Form: 


(A,B) zen 2d,A, 


wo B rechts nicht auftritt. Transponiert man sodann eine beliebige [105 
endliche Transformation der Gruppe G, vermöge einer beliebigen Trans- 
formation der Gruppe @,,,, 50 erhält man immer eine in G, enthaltene 
Transformation. 
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$ 3. Einige Sätze über lineare Gruppen. 
Alle Transformationen der Form: 

=, 4: +a,:, 
bilden bekanntlich eine Gruppe, die sogenannte allgemeine lineare 
Gruppe. Die identische Transformation derselben entspricht den Para- 
meterwerten: 
a,=1, a,=0. 
Die infinitesimalen Transformationen derselben besitzen die Form: 

,—% = E4Ja,.%.- 

‚Jede in der allgemeinen linearen Gruppe enthaltene Untergruppe nennt 
man wiederum eine lineare Gruppe. Wir werden eine besonders ein- 
fache Klasse linearer Gruppen, die in meinen Untersuchungen eine 
wichtige Rolle spielen, etwas näher betrachten. 

6. Seien A,f,..., A,f infinitesimale lineare Transformationen, die 
eine Gruppe @, bilden, und laß mich dabei voraussetzen, daß alle A,f 
die Form: 

Af=uam ++ ©,P,) Tr ZU 41Pori 

besitzen, wobei die / lineare Funktionen der x sind. Ich setze ferner 
voraus, daß: 

U Er in u 7 = ct 
den allgemeinsten in den x linearen Ausdruck bezeich- [106 
net, der die Gleichungen: 

- 4,(Zcz) = a, .2cx 
befriedigt. Ist dann: 

Bf= 8,2, an er Ru &,D, 


eine weitere infinitesimale lineare Transformation, die r Relationen der 
Form: 
(AB) dydı ++ dA, 
erfüllt, so behaupte ich, daß &,,...,&, Funktionen von &,,..., x, sind. 
Die infinitesimalen linearen Transformationen A,f erzeugen näm- 
lich eine lineare Gruppe @,, deren Transformationen nach den ge- 
machten Voraussetzungen die Form: 


E 2 $ —-1 “ D— . * . 
1=Mz,..,%9=Mx, %= Myıtıt EM 5® 
besitzen. Andererseits erzeugen die infinitesimalen Transformationen 


A,f, Bf eine lineare Gruppe @,,,, und es seien: 


r “ 
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die Gleichungen einer beliebigen Transformation, die G,,, angehört. 
_ Vermöge dieser letzten Transformation transponiere ich die voran- 
stehende Transformation der Gruppe G, und erhalte so die Trans- 
- formation: 
7 er 0 a 7 o 
SN.,% == MIN.®, Be IN. ER MSNGg 
I 9 


9 y 





Nach Theorem II muß diese Transformation der Gruppe @, angehören. 
_ Infolgedessen müssen die Ausdrücke: 


I NR 25, ara be ar 













| ZN 2.3 N, 5% 
_ lineare Funktionen von &,,..., 2, sein, da nämlich 2, ++ 6,%, 


_ = Zcx der allgemeinste Ausdruck ist, der alle Gleichungen: 


A,(Zcr) = 0a,.%0% 


befriedigt. 
Die Transformationen der Gruppe @,,, besitzen somit die Form: 
%-i a N,_;1%ı re us iq %g3 [107 


ur Q,r,18ı ass Oral er Q,+4,nn- 
Insbesondere besitzt Bf die Form: 
= W-41 une re BELA I ae Re + 50 


"womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
Jetzt versuchen wir die Gleichung: 


| Bla +. +02)=eaı ++ %%) 

zu befriedigen. Dies ist offenbar immer möglich, und laß uns voraus- 
‚setzen, daß wir g’ von einander unabhängige Größen &cz finden, die 
diese Gleichung erfüllen und welche dabei demselben Werte von & ent- 
‚sprechen. Sodann führen wir diese q Größen &/, ..., 2&y als neue 
Variabeln ein anstatt &,,..., %y und setzen ferner: 





Bier 
g+i g+t 
Aistan nehmen die A,f und Bf die Form an: 
ee a) od 
Bf= &(%, P, er x,P,) SE ale a Be 


Dies gibt den Satz: 
BE Satz 5. Sind A,f,..., A,f; wo: 
Af=-ap ++ %,P,) are 


X finitesimale Transformationen einer linearen Gruppe G,, und ist Bf 
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eine weitere infinitesimale [lineare] Transformation, welche Relationen 
der Form: 
(AD) udn. d,,A, 
erfüllt, so können die A,f und Bf durch Einführung von zweckmäßigen 
Variabeln die gemeinsame Form: 
te) + rPrrı ti 

erhalten, [wo Y <q]: 

7. Ich betrachte jetzt r infinitesimale [lineare] Transformationen 
A,f. -::, A,f, die Relationen der Form: 

(4,4,:,)= C+3,141 mer .e,, 1 Arr-ı [108 
erfüllen. Folglich bilden A, und A, eine Gruppe G,, ebenso bilden 
A,, A, und A, eine Gruppe G, usw. Ferner wird jede Gruppe @, 
durch Transposition mit A,,, in sich selbst übergeführt. Ich werde 
zeigen, daß die r vorgelegten infinitesimalen Transformationen eine ge- 
meinsame einfache Form erhalten können. 


Zunächst kann A,f durch zweckmäßige Wahl der unabhängigen 
Variabeln die Form 


A a en %,P,) En Ed nes 
erhalten, und dabei kann ich annehmen, daß 4,2%, + :''+%%, die all- 
gemeinste lineare Größe ist, die 
A,(Zca)=a.Lca 

gibt. Nach dem vorangehenden Satze ist es jetzt möglich, die unab- 
hängigen Variabeln derart zu wählen, daß 

Af=eap tt) trat 

Af-BEAR tr tEP) Ft MW t 
wird. Dabei kann man offenbar voraussetzen, daß rt tig 
die allgemeinste lineare Größe ist, die 

A(Eca)=a.Lea, AlZca)—Bß. Den 

gibt. Folglich kann man den vorangehenden Satz aufs neue anwen- 


den. Es ergibt sich, daß es möglich ist, die unabhängigen Variabeln 
derart zu wählen, daß A,f, A,f und A,f die gemeinsame Form 


a(2/p, 4 es ı A 2) B= Erz Pyr+i + er 
erhalten, usw. Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen erhält man 
den Satz: 


Satz 6. Sind die infinitesimalen linearen Transformationen A,f, 
..., A,f durch Relationen der Form: | 


(A,Asrr) a 4,4, he rad -i 


ne 
RE 
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verknüpft, wobei die Konstanten A mit den Zahlen i und k variieren 
können, so ist es möglich, die unabhängigen Variabeln derart zu [109 
wählen, daß die A,f die gemeinsame Form: 


&(2,P, = a ar x,P,) E de + es 
erhalten. 


8. Wir behalten die Voraussetzungen der letzten Nummer und 
werden zeigen, daß die A,f eine noch viel einfachere Form erhalten 
können. 

Seien die A,f auf die gemeinsame Form: 


Af=, am ++ %,P,) nu ir ee 
gebracht. In den A,f mache ich die Substitution: 
el mol d.,, u,=0 
und nenne die so hervorgehenden Ausdrücke B,f, so daß: 
Dr Aroma: um, 
wo die x gewisse lineare Funktionen der p sind. Ich bilde den Aus- 
druck (B,B,): 
(B,B)=-(4,4)+uır +. +2,%, 
- Z,A tn + 40%, 
-Z,B + +: +%% 


wo die d und y gewisse lineare Funktionen der p sind. Da nun aber 


die B,f die Größen x,,..., ©, gar nicht enthalten, so müssen die y 
gleich Null sein. Also ist: 


(B,B,) u Z4,B, 
so daß B,f, ..., B,f eine lineare Gruppe in &,,1 ---, 2, bilden, die 
mit der Gruppe: A,f; ..., A,f gleichzusammengesetzt ist. Daher 
kann der vorangehende Satz auf die B,f angewandt werden, das heißt, 
man kann setzen: 
. Bf=B, ad nr %,P,) a | 
und also kommt: 
Aut: BD) 
Flut +4 1,0%, + Bl) Por + 
+(,% ++ A206, + Biker) Para + 
er 
+ (Ay ,ıtı se Ay-atg 58 PX) Py + [110 
Tuamat 
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Sodann führe man auf die A f die Substitution: 
Del, 2-0,.,2.709 


aus, und nenne die hervorgehenden Ausdrücke C,f. Man erkennt, dab 
die C,f eine Gruppe bilden, die mit derjenigen der A,f gleichzu- 
sammengesetzt ist. Folglich kann Satz 6 auf die C,f angewandt 
werden, usw. 

Bemerkt man nun, daß der Koeffizient von p, nur x, enthält, daß 
der Koeffizient von p, außer x, höchstens nur x, enthält, usw., so er- 
hält man das folgende Theorem: 

Theorem III. Sind A,f, :::, A,f durch Relationen der Form: 


(A;d:r.) At Yyr-ıdirr-ı 
verknüpft, so erhalten die A,f durch Einführung von zweckmäßigen un- 
abhängigen Variabeln die gemeinsame Form: 
ep, + (Bızı + Bot)P2 + (Yılı + Yale + Ya) Ps + 
+ tea tan tt) tt 
+ ta + + + 
+ (0,09 + 09% 4° 4 nu) Pa 


Würden die soeben geschriebenen Ausdrücke nicht nach den p, 
sondern nach den x geordnet, so würde der Koeffizient von x, nur p, 
enthalten, der Koeffizient von x,_, enthielte nur p, und p,_,, der 
Koeffizient von &,_, enthielte nur p,, p,_, und p,„_,, usw. 

Ich betrachte jetzt das Wertsystem: 


z=.10, ,,=-9, a3) - ,„ a0 
und führe auf dasselbe die Operation A,f aus; man findet: 
A 0: An 0 Am, 
welche Gleichungen sich fulgendermaßen schreiben lassen: 


A,x® ee 0,29 (=1,2,...,n). [111 


Ich betrachte sodann das Wertsystem: 


. I a cn, Ln-1 zz a) In-2 2 0, a? 7 Fe 0 

und finde: 

A, == 0,0 + PARRRE 3LRE Ara. ar TREE DR A, ee 0, ...9 
oder, indem ich setze: 0,2.) + 0,_,2 , = w.12) + aa), 


Aa = u, + am). 
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Ich betrachte sodann das Wertsystem: 


LU (2 — r(2) 
= AR Tas 2) I, 7 u _y 


Vn_3 IE 0 


_ und finde durch Einführung zweier zweckmäßiger Konstanten, b, und by: 


> 


A, = A, 329 + 5,20 +6,29, 


usw. Vermöge dieser Betrachtungen gibt Theorem III das folgende 
_ _Korollar: 


Korollar. Sind A,f, ..., A,f durch Relationen der Form: 
er Fa h, 4, te As 1A 


verbunden, so giht es jedenfalls ein Wertsystem x, das A, = a,x® 


gibt. Es gibt ferner ein von x” unabhängiges Wertsystem x«®, das 


4,20 = bl + b,..0.9 


gibt. Es gibt ferner ein von x) und x) unabhängiges Wertsystem 


x», das 
AD + + rt 
gibt, usw. 
s 4. Sätze über beliebige Gruppen. [112 
Aus den vorangehenden Sätzen über lineare Gruppen ist es nun 
deicht, wichtige Sätze über beliebige Gruppen von Berührungstrans- 
formationen herzuleiten. 


9. Seien H,, H,, ..., H, die infinitesimalen Transformationen 


einer Gruppe von Berührungstransformationen: 


(H,H,) Sr &6,,H,. 


Ich bilde die r Ausdrücke: 


d 
A I=2& : (Zu) re 
die bekanntlich (Bd. I, S. 191 [hier Abh. III, S. 73f.]) durch die Rela- 


‚tionen: 


4,(4,N) — 4(AN) = Z0,,A,f 
verbunden sind. 


Jetzt setze ich voraus, daß c,,, immer verschwindet, wenn sS 


oder s >k ist. Folglich kann ich das Korollar des oh gokanden 


Paragraphen anwenden. Es gibt jedenfalls ein Wertsystem «("), das 


A, = a,a) 


‚gibt. Ferner gibt es jedenfalls ein von «unabhängiges Wertsystem 
eV, das 


% A, = b,,«) +b ‚al® 
gibt, usw. 
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Ich setze: 
“DH, + OH, + + @0H, = K, 
und bilde den Ausdruck: 
(H,K}) — Da (H,H,) rs Se Se, H,. 


iks“ 8 
Nun aber ist: 
BANN, — A,(e) = a,a), [113 
also kommt: 
(H,K)=— a, 20 H,=—a,K,. 
Setzt man andererseits: 
DH + DH +: +0, — K,, 
so findet man durch ganz analoge Betrachtungen, daß: 
(K,H,) gg; b,0Kı + b,ı Ks 
ist. Ferner, wenn man setzt: 
OH, + DH, + + DH, —K,, 
kommt: | 
(KH) = oh, + Cs + Gah5, 
usw. Dies gibt das folgende wichtige Theorem: 
Theorem IV. Sind H,,..., H, die infinitesimalen Transformationen 
einer Gruppe, und bestehen dabei Relationen der Form: 
(H,H,, Se A, H, Ss Mon Hr alla 


so gibt es immer r unabhängige infinitesimale Transformationen der 
Gruppe: K,, -.., K,, deren Ielationen die einfache Form: 


(KR)-uKht' ru 
besitzen. 
10. Seien H,, ...., Hy, --., H, wie soeben die infinitesimalen 


Transformationen einer Gruppe, und es sei auch jetzt: 
(H;H, ,,) Aula Ay ıHirr-ı: 


Ich setze ferner voraus, daß (H,H,) sich jedesmal durch H,,..., H, 
ausdrückt, wenn i nicht größer als m ist; alsdann gilt eo ipso Theo- 
rem IV, und zwar kann man dabei immer K,, ..., K, als line- 
are Funktionen von H,,...., H, wählen. 

Um dies zu beweisen, setze ich wie früher: 


(H,H,) = 26,4, 
und bilde die Ausdrücke: [114 


. 
Af= 2 Zeı.c) du, 
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Ich bemerke, daß die Koeffizienten der Größen _ | a = nur 

m+1 r 
Eur :-, &, enthalten. Setze ich jetzt in den A,fa„,1ı=0,.--, 
«&,= (0 und nenne die hervorgehenden Ausdrücke Bf, ..., D,f, so 
erkennt man, daß die B,f eine lineare Gruppe bilden, die mit der- 
jenigen der A,f gleichzusammengesetzt ist. Folglich gibt es ein 


Wertsystem «&®, ..., «®, das die Gleichungen: 
y 1.02 24 m? g 
a 4 
B,e) = b,a) 


erfüllt; ferner gibt es ein von «() unabhängiges Wertsystem «a, das 


- die Gleichungen: | 
‚Ba = 3a” + 0, i 
erfüllt, usw. 
Setzt man nun: 


«» H, E= nr + „«&dH 


m Mm 


=, en od RK, 


- so erkennt man wie bei dem Beweise des vorangehenden Theorems, daß 
(KH)=bR, (BKH)=- CK ta, 


| Zusatz zu Theorem IV. Sind die infinitesimalen Transformationen 
ww ,...,, Hd H, [überdies] der Bedinguny unterworfen, daß jedes 


mi) 


(H„_;H,) sich linear durch H,, ..., H,, ausdrückt, so können K,,..-, 


mM 


_ K, immer als lineare Funktionen von en ..., A, gewählt werden. 


m 


11. Sei jetzt gegeben die Gruppe M,, H,, ns Ned: 
Ga une NH 


ist, und laß mich voraussetzen, daß diese Gruppe in einer r-gliedrigen 
Beuppe HL, ..., Hu, Kar ---, X, enthalten ist. Ich werde [115 
zeigen, daß die ne Gruppe eine (m + 1)-gliedrige Untergruppe 
- enthält, die wiederum die vorgelegte m-gliedrige Gruppe umfaßt. 
Es sei: 

(H,H,)= 20,4, (HK,)= 20H, 2d,,,K, 


Ich bilde [für %=1, ..., m] die Ausdrücke: 


s=m .i=m s=r 


1 ut) (I) 


s=1 j=m+ 
wo: 


4A, Be > 6, a 
i i sel. 
Setze ich nun: 


Dr 5 & > d;rsß; FR 


s=em+1\j=m+1 
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so bilden die B,f eine lineare Gruppe, die mit. derjenigen der A,f | 
gleichzusammengesetzt ist. Daher gibt es jedenfalls ein Wertsystem | 
Ü) ,..., B®, das die Gleichungen: 


m+1? 
BB = b. BD 
erfüllt. Ich setze: 


u, +... + B®K, = (G 
und bilde den Ausdruck: 
(GH) = IBNK,H)), 
woraus: 


(GH) = DB »(> em ya) 
Nun aber ist: es 


Sp® d;ys us: B, oe, ur b, BY», 
J 
also kommt: 


u = 2cH, 3 b, ZBPK FE mer re ir b,@. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß H,, ..., H,, @ eine (r + 1)-gliedrige 
Gruppe bilden. Also: [116 
Theorem V. Sei H,,..., H, eine Gruppe und sei: 


GE LH LH, 


Ist diese Gruppe in einer (m + o)-gliedrigen Gruppe enthalten, so gibt 
es immer eine (m + 1)-gliedriye Gruppe, die die m-gliedrige Gruppe ent- 
hält und dabei in der (m + o)-gliedrigen Gruppe enthalten ist. 

Dieses letzte Theorem, das in dieser Abhandlung nicht benutzt 
wird, wurde bei meiner ursprünglichen Bestimmung von allen Gruppen 
einer Ebene fast bei jedem Schritte angewandt. 


$ 5.. Ein Fundamentalsatz über Gruppen von Punkttransformationen. 


In meiner zweiten Abhandlung über Transformationsgruppen 
stellte und erledigte ich die Frage, wann zwei r-gliedrige Gruppen 
durch eine Berüh run'gstransformation sich in einander überführen lassen. 
Es ist schwieriger zu entscheiden, ob zwei r-gliedrige Gruppen von 
Punkttransformationen sich in einander umwandeln lassen. Diese letzte 
Frage beabsichtige ich eingehend in diesem Paragraphen zu behandeln. 
Dabei muß ich bemerken, daß diese Untersuchung nicht wesent- 
lieh in dieser Abhandlung verwertet wird, während sie allerdings 
an und für sich ein bedeutendes Interesse darbietet. 
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12. Seien vorgelegt zwei r-gliedrige Gruppen von Punkttrans- 
_ formationen zwischen je » Variabeln: 


Biss Die. 9, 


ER ER HE 


Soll es möglich sein, diese Gruppen in einander durch eine Punkt- [117 
transformation überzuführen, so muß eine solche Umwandlung zu- 
nächst überhaupt durch Berührungstransformation möglich sein. Laß 
uns daher voraussetzen, daß es eine Berührungstransformation (oder 
vielleicht mehrere solche) gibt, die die Gleichungen: 


Bf= Bf, ee B,f= BR 


erfüllt. Ich werde untersuchen, ob es möglich ist, durch eine Punkt- 
‚transformation dieselben Gleichungen B,f= B,f zu befriedigen. 
Die Gleichungen: 


BO .,Bf=-0 


‚sind, aufgefaßt als lineare partielle Differentialgleichungen, im allge- 
meinen nicht unabhängig. Laß mich voraussetzen, daß die n» ersten 
Gleichungen: 





und: 
















Ber, 


unabhängig sind, während die übrigen B,;ıf = algebraische Konse- 
_ quenzen von ihnen sind, anders ausgesprochen, daß Identitäten der Form: 
; B,..f = 9,19, y)Bf+:: + 9, 5 4,)Baf 
bestehen. Können dann die Gleichungen B,f= B,f vermöge einer 
_Punkttransformation erfüllt werden, so müssen zunächst die 
n Gleichungen: 


Be ih 


unabhängig sein, während die übrigen B,,,f=0 algebraische 
Konsequenzen von ihnen sind. 

\ Es ist nun sehr merkwürdig, daß diese notwendigen Forderungen 
zugleich hinreichend sind, so daß die betreffende Transformation mög- 
lich ist, wenn die genannten Forderungen erfüllt sind. Man kann so- 
gar diesen Forderungen eine anscheinend noch einfachere Form geben, 
indem es genügt zu wissen, daß die r-gliedrigen Gleichungs- 
systeme B,f=0 [und Bi/f=0] gleichviele unabhängige Glei- 
 ehungen enthalten. 

13. Laß uns also voraussetzen, einerseits, daß die Gruppe B,f, [113 
-., B,f durch Berührungstransformation in die Gruppe Bif, ..., 


Bf sich überführen läßt, andererseits, daß die Gleichungssysteme: 
# Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V MT 
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B,f=0 und Bf = gleichviele und zwar n unabhängige Gleichun- 
gen enthalten. 

Alsdann bilden diese Gleichungssysteme zwei vollständige Systeme, 
mit je » — n Lösungen, die bezüglich: 


EN 


v Y 


heißen mögen. Ich führe neue unabhängige Variabeln ein, etwa: 


u (4 


n+i1? 22.7 X, 


u v) | 


ee: 


n? 


Lu -- +, Im Kny1r 9:7 »* 


hierdurch erhalten die B,f und B,f wegen der Relationen B,r,,,—=(, 
B,x,,; = 0 die Form 


n+i 
DI Die onen. ao 
wo die Y Funktionen der » Größen x oder x’ sind. 
Ich zeige zunächst, daß es immer möglich ist, solche Konstanten 
) zu wählen, daß, wenn ich setze: 


AuBf+ a: 
AuBf+:::+4,.B.f>= Af R=1,3..,0) 
dann sowohl die n Gleichungen: 
Af 0... ArmV 
wie die entsprechenden: 
Af=I, .., 4f=0 
unabhängig sind. Man fasse in der Tat die A,, als unbestimmte Para- 
meter auf; alsdann sind die »n Gleichungen A,f= 0 unabhängig, wenn 
nicht zufälligerweise die A durch gewisse nicht identische Relationen: 
2(N)=0 [119 
verknüpft sind. Dementsprechend sind die » Gleichungen A,f—= 0 un- 
abhängig, wenn nicht gewisse Relationen: 
N(G)=0 
erfüllt sind. Wählt man daher, was immer möglich ist, die A derart, 
daß sie weder die & = 0 noch die 2&’—= 0 befriedigen, so sind sowohl 
die A4,f=0 wie die A,f = 0 unabhängig. 
14. Seien: 
Af AfL Ar aa), 
Ai oa, 


A A,0 +04 KunPns 
AND tE SD, 


wo: 








26) 
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‚unabhängige Transformationen unserer Gruppen, und dabei entsprechen 


sich A,f und A/f durch die bekannte Berührungstransformation. Wegen 
der Form der A,f und A,f bestehen Relationen der Form: 


A. = Ba 2 PrnAnfı 
A part + Yndafı 


wo die p,, Funktionen von &,,...,x, und ebenso die @,, Funktionen 
von %,...,%, sind. Nun ist vermöge unserer Berührungstransforma- 
tion: 

daher kommt durch zweifache Anwendung der letztgeschriebenen Re- 
lationen: 


(Pr ar Hıdıft Een ng (Pın 2 pn) A,f= 0 


und da A,f=0,..., A,f=0 unabhängige Gleichungen sind, müssen 
die Größen x,,...,2, und &,..., x, vermöge der Berührungstrans- 


sich als Funktionen von x 
‘sungen des vollständigen Systems A,f=0 sind: 


unabhängige Funktionen von & 





formation durch die Relationen: 
ö Pr ” Pri 
verbunden sein. 
Gibt es nun v» Größen @,,, die unabhängig sind, so definieren 
diese Relationen eine Punkttransformation, die eo ipso eben die [120 


bekannte Berührungstransformation ist. In diesem Falle ist also die 


Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar einleuchtend. 
Im allgemeinen gibt es jedoch nicht soviele wie v Größen @,,, die 
unabhängig sind, sondern nur etwa u solche, die @,, 3, .. -, 9, heißen 


_ mögen. Dabei ist es denkbar, daß gewisse Funktionen der g: 


v9 --- Pu) u 0, .; Pu); 4 BayılPur Pu) 


n+19 +, %, ausdrücken lassen und also Lö- 


Lv, 


Da nun vermöge der bekannten Berührungstransformation: 


Af=A;f, Mes p, 


ist und also zugleich: 


4,9, = AP 


so folgt, daß auch die Größen: 


v,(P,, P5, ns ) Er V,, Dr 2) U 


[4 


W419: &, sind. Unsere Berührungs- 


7* 
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transformation gibt also jedenfalls v» — A Relationen zwischen x, ,,; :--, % 
(4 (4 . . 
und &, 41, ...,%, nämlich: 


' ’ 
%,=dr-.% v;;ı er. 


Überdies kennen wir u + A— v oder, sage ich, q Relationen, die ver- 
möge unserer Berührungstransformation stattfinden, und wir können 
annehmen, daß: 


j j = pn: = 
diese Relationen sind. 


Ich führe neue unabhängige Variabeln z ein, indem ich setze: 


BD dr a in Miro 
(4 


’ ’ 74 T. {4 


El 2 Tr om HT Ve 
Hierdurch kommt: [121 
df df 
A,f= Aa q, A 
EBEN La vr. af 
A,f= 42, az, ae de, 


Hier sind, behaupte ich, die Größen A,2,_, Funktionen von 2,,.. ETR 
%iyı:: 2,5 ferner sind die A,2,_, dieselben Funktionen von ho 


&. 40:2. Aus (1) folgt nämlich: 


i=n in 


(AA: = S p.:(4,4,) +2 4,9) ‚Af, 


woraus, indem man berücksichtigt einerseits, daß die A eine Trans- 
formationsgruppe bilden, andererseits, daß die A,,, gleich %p,;4, sind, 
folgt, daß Relationen der Form: 


De (A,(9,;) — (91, 92: -- )}4,= 0 


i=1 


bestehen. Und da A,f=0,...,4,f=0 unabhängige Gleichungen 
sind, so folgt: 
4,9) = Yris(Pır Par: - )- 


Eine analoge Überlegung gibt: 
A (9, ;) SE R(lPı Ps) : ). 
Also können wir setzen, einerseits: 


Ar, = RRELEE EN 2,)) 
andererseits: 


’ ’ fr G ’ ’ ’ Fein ry’ 
A, SE RER ey Agy Afirıı 9 2,) ze An 
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so daß die A,f und A,f in den neuen Variabeln die folgende Form 
annehmen: 


d d 
Afl=-22,,,0,.: Eee, 2,) “ ; +32, 04 ae 
ıp f 4 4 af 
A,f= 220-9 A rn ,) u Zu, BE: 
Ich setze: 
df B df 
Z2,-; de,_, = Bf, ra © ER, [122 
n df = ‚ ‚ df a 
2 Be DB; 22, +i des C f; 
so dab: 
| Af=Bf+Gh Af=Bf+ Gr. 
Es ist: 


(4,4,) y (B,B,) T (B, C,) = (GB) T (C,C,), 
(443), 28) 20,.(0B),.(00), 
ferner ist: 
(A,A,) = 2w,(z, Sr? 2, Zu A ) 2,)A,; 


diese Gleichung zerlegt sich, wie man leicht einsieht, in die beiden: 
(2) (B,B,) = Zw,B, 
(8) (B;C,) + (0,B,) + (0,0) = Zw, C,. 


Dementsprechend, wenn man setzt: 


14 


4 L ‚ ’ . 
10.(B, 2,2, er 


; kommt: 
(4) Ä (B;B,) = Zw, B, 
.() (BO) + (GB) + (GO) = Zu, C,. 


_ Diese Formeln werden uns im folgenden zunutze kommen. 
15. Ich setze: 
(£ (4 
2,+:(& kp rn Hd dry: 2,) ne K: 
und: 
d 
Da ya, 
gti 


g+i dz’ 


a und bilde sodann das n-gliedrige Gleichungssystem: 


See. 


Bf+ Qf+ Df= 0) = Et (k=1,..., n) 
Bein den Variabeln 2,,....,2,, .. 23. --, 2, 41, -- -» %- Ich behaupte, 
daß die Ef=0 ein vollständiges System lien [123 


Es ist nämlich: 
(E,E,) = (B,B,) + (B;C,) + (B,D,) + (C;B,) + (0,0) + (C,D,) + 
+(D,B) + DO) HDD) 
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ferner ist wegen (2), (3), (4), (d): 
(BB)=Zw,B,, 
(B.C)+(C,B,) +(0,0)=Zw,0,, (B, D)+ D B)+(D,D)-Zw,D,, 
(C; D,) =0, (D; C,) Er 


also kommt: 
(E,E,) == Zw,(B,+ C, A D, - Zw, E,, 

womit wirklich nachgewiesen ist, daß die E,f=0 ein vollständiges 
System bilden. Sie haben außer 2,113 ++» 2 urn z, noch n—q 
Lösungen %,,..., %,_,, und da die Ef- y sich hinsichtlich: 

af df df 

Br 
auflösen lassen, weil die A,f=0 eine solche Auflösung gestatten, 
so sind die » unabhängig hinsichtlich 2) ,1, -- - 2, 

Daher geben die Gleichungen: 


er 
d,= a,— Const. 
durch Auflösung: 


. = 2 
du Farilarr 5 pn mn Ar nn N) 
g+i=g+l,.-..,n). 


Ich behaupte, daß diese Gleichungen zusammen mit: 


[£ (A 


a 2,-i) Der+i Anti 
die A,f in die A,f transformieren. 
Es ist nämlich: [124 
df ? df 
Af= ZA, Tr + 2Ad ag ,,’ 
ferner ist: 
a Zi a, 9, A ar z,) 
= Zu. ee &, 41 on, „)= zga—i" 
Es handelt sich darum, die Koeffizienten: 
d2,+; d2, +; 
(6) Ay2g 4; Zur ” 2 Ur 
zu berechnen. Aus den Gleichungen: 
d 
dat At nn 
folgt: | 
| re a . Ina | 
(7) nn a iun.ı  n.. 
dz;. ap, 2 Pa-e| 
4 2’ | 


ne ea, 
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Andererseits ist: 


dw, rn d 
Z TA tz Are +. =0, 


also folgt, indem man © die Werte 1,..,,» — g gibt und damach die 
EA Re 

un - | a 
Ö, Bi 2| a Reg + ah 9 4 q 


‚ 
[2129 +2 ... 2 IAyrı Au 


eliminiert: 








(8) Zu 


‚Also folgt durch Berücksichtigung von (6), (7), (8): 
A: e=Z2 


Bi, ‚ga+1 
und überhaupt: 


[4 
Ay2, 4: = RE 


woraus durch Einsetzung: 

. rg! Ar: FEH: df 

en 22,,4-i ar a SE Zyg+i de’ ,, 
Gr q 7 


[125 


oder: 
Art dh 
womit die verlangte Transformation geleistet.ist. Also: 
| Theorem VI. Sind A,f, ..., A,f und Alf, ..., Alf zwei r-glied- 
rige Gruppen von Punkttransformationen, die durch Berührungstransfor- 
 mation in einander übergehen können, und enthalten dabei die Gleichungs- 
systeme A,f=0 und A,f=0 gleichviele unabhängige Gleichungen, so 
gibt es immer eine Punkttransformation, die die betreffende Überführung 
leistet. | 

Hier füge ich zwei wichtige Bemerkungen hinzu. Es wäre mög- 
lieh gewesen, von der Forderung A,f = A/f ausgehend durch eine ana- 
lytische Methode die allgemeinste Transformation zu bestimmen, welche 
diese Forderung erfüllt. Ebenso kann man immer entscheiden, ob ge- 
wisse vorgelegte Ausdrücke A,f (die keine Transformationsgruppe bilden) 
sich in gewisse andere Ausdrücke A,f überführen lassen; und wenn 
_ dies möglich ist, kann man die aligemeinste Transformation angeben, 
die eine solche Umwandlung leistet. 


1 Abschnitt IV. 
Alle Gruppen einer zweifach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit. 


Ich wende mich nun zur Bestimmung aller Gruppen einer zwei- 
_ fach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit. Dabei bemerke ich schon 
hier, daß die Entwickelungen der beiden ersten Paragraphen sich 
- ohne Schwierigkeit auf beliebig ausgedehnte Mannigfaltigkeiten aus- 
- dehnen lassen. 
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$ 6. Infinitesimale Transformationen von verschiedener Ordnung. |126 


In den Gleichungen einer Transformationsgruppe: 


an ;(&ı; ey In Ay a,) 
sind die f, synektische Funktionen innerhalb eines gewissen Bereiches 


der betreffenden Argumente. Die f, können daher immer als Reihen- 
entwickelungen betrachtet werden: 


a 


Jede Gruppe, die wir betrachten, enthält eine identische Transforma- 
tion, und wir können annehmen, daß die Parameterwerte a eben die 
identische Transformation bestimmen. Geben wir nun den a, Werte, 
die von den a? sehr wenig verschieden sind, so erhalten wir eine Trans- 
formation, vermöge deren die x, sehr kleine Inkremente erhalten. 


16. Sei jetzt n = 2: 
y=%, n=Yy, PP D-4 
Unsere infinitesimale Transformation hat die Form: 
o62=6t(A,+A, 2 +By+ Aa +2Bay+ Ooy +) 
öy=dt! + az + by+ a2?+ 2b,ay+ Gy+::-}, 


indem z, und y, gleich Null angenommen sind. Sind A, und a, nicht 
beide Null, so sage ich, daß unsere infinitesimale Transformation von 
nullter Ordnung in der Umgebung von: 2=0, y=0 ist. Verschwin- 
den dagegen A, und a,, während jedenfalls eine unter den Größen A,, 
B,, a,, db, von Null verschieden ist, so sage ich, daß die infinitesimale 
Transformation von erster Ordnung ist, usw. 

Ist r>2, so enthält die Gruppe jedenfalls, r — 2 unabhängige | 
infinitesimale Transformationen, die in der Umgebung von: 2 = 0, y=0 
von der ersten Ordnung sind. Ist r > 6, so enthält die Gruppe jeden- 
falls r — 6 unabhängige infinitesimale Transformationen, die in der Um- 
gebung von: = (0, y—0 von der zweiten Ordnung sind, usw. Die 
Form einer solchen Transformation ist: [127 


da = (A,2? + 2 B,2y + Osy?+- ‚)öt, 
öy=(a2?+2bay + cy?+- )Öt. 
Ist r > 12, so enthält die Gruppe jedenfalls r — 12 infinitesimale Trans- ; 


formationen, die in der Umgebung von: 2=0, y= 0 von, der dritten 
Ordnung sind, usw. Die Form derselben ist: 


0 = dtZa,.ciy’+ ., dy= HzBÄy+ ..., 
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oder nach unserer gewöhnlichen Bezeichnungsweise: 
H’- pay +gEßayi+.... 


Dementsprechend bezeichnen wir die infinitesimalen Transformationen, 
die in der Umgebung von: 2=0, y—=0 von der s-ten Ordnung sind, 
mit: 

HV—pZaaiyi+g2ßey it: 


17. Wir ordnen die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe 
folgendermaßen zusammen. Laß mich voraussetzen, daß es keine in- 
finitesimale Transformation gibt, deren Ordnung in der Umgebung von: 
x=0,y=0 größer als s ist, während die Gruppe gewisse Transforma- 
tionen von der s-ten Ordnung: 

Hy, Ay). 


enthält. Es seien ferner: 
(s—1) (s-1) 
er re 


die von den vorangehenden unabhängigen infinitesimalen Transfor- 
mationen von der (s— 1)-ten Ordnung. Ebenso seien: 


(s—2) 17](s-2) 
Hr ? A, Lu 


die von den vorangehenden unabhängigen infinitesimalen Transforma- 


tionen von der (s — 2)-ten Ordnung, usw., und seien endlich: 


(0) (0) 
H, ’ H, 


die infinitesimalen Transformationen von der nullten Ordnung. 

Es ist leicht, wichtige Beziehungen zwischen diesen infinitesimalen 
Transformationen von vornherein anzugeben. Dieselben beruhen [128 
auf dem Satz: 


Satz 7. Sind H und K infinitesimale Transformationen bezüglich 
von der Ordnung h und k in der Umgebung von: c=0, y=0, so ist 
(HK) jedenfalls von der Ordnung h+k—1. 

Durch Bildung von (HK) erhält man nämlich einen Ausdruck, 
dessen Glieder von der (k+%k—1)-ten oder von noch höherer Ordnung 
sind, womit der Beweis geführt ist. 

Ich setze jetzt voraus, daß s größer als 1 ist. Folglich ist jeder 
Ausdruck: 

(Ar, Hr) 


jedenfalls von der Ordnung 2s — 1, das heißt von höherer Ordnung 
als ss Nun aber enthält unsere Gruppe nach den gemachten Voraus- 


106 IV. Theorie der Transformationsgruppen. II. Arch. III, 1878 


setzungen keine infinitesimale Transformation, deren Ordnung größer 
als s ist. Also verschwinden sämtliche Ausdrücke (H, 4”) identisch. 
Anders ausgesprochen: 

Satz 8. Ist s größer als 1, so bilden die infinitesimalen Transfor- 
mationen der s-ten Ordnung ein Involutionssystem. 


Ist 6 irgend eine Zahl, kleiner als s, so bilden die infinitesimalen 
Transformätionen: 


immer eine Gruppe. Denn sind K und @ zwei beliebige unter diesen 
Transformationen, so ist der Ausdruck (K@) jedenfalls von der Ord- 
nung 6 und drückt sich also immer linear durch die aufgestellten Trans- 
formationen aus. Dies gibt: 


Satz 9. Alle infinitesimalen Transformationen einer Gruppe, deren 
Ordnung in der Umgebung von: 2 = %, Y—= Y, größer als eine beliebig 
gegebene Zahl ist, bilden wiederum eine Gruppe. 


18. Laß mich voraussetzen, daß 6 größer als 1 ist, und laß mich 
setzen: 


(0) {0) ; (0) : 
BD 0, RB, u [129 
(+1) r (+1) Tor) 2 77 
H, = Korn RB, = K,,» , H, =K, 
(+2) 
HH. a 


(s) (8) 
ui — Ri, 0.05 ng H, =—R. = 


Bildet man nun die Ausdrücke (K,K,,,), so findet man, daß sie sich 
inımer folgendermaßen ausdrücken: 


(KK, ;1) = A,K, + et Ay irı- 


Läßt man dagegen 6 = 1 sein, so bleibt dies nieht mehr richtig. 

Wir werden voraussetzen, daß 6 — 1 ist, und daß dabei die Gruppe 
nur drei infinitesimale Transformationen von der ersten Ord- 
nung enthält, und zwar von der Form: 


K=-2p+:-»,, 
Bey. 
KR,=2xg+°:. 





RTTER 
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‘In diesem Falle bestehen, wie man unmittelbar verifiziert, ebenfalls Re- 
_ lationen der Form: 





(KK, ,.) a 1,K, ans: Ayyıkayı- 
Infolgedessen könnte man Theorem IV anwenden. Bemerkt man da- 
bei, daß die (A®" H'”) jedenfalls von der s-ten Ordnung sind, so er- 


_ hält man, indem man den Zusatz zu Theorem IV zu Hilfe nimmt, 


den Satz: 


Satz 10. Unter den gemachten Voraussetzungen enthält unsere Gruppe 
immer eine infinitesimale Transformation von der s-ten Ordnung H 9 die 
zu allen K, in der beziehung: 

(H®"K) = k,H” 
steht. 

Enthielte die vorgelegte Gruppe nur zwei infinitesimale Transfor- 
mationen erster Ordnung. und zwar von der Form: 


OR Ve [130 
R,= Zar, 


so bliebe der eben aufgestellte Satz noch gültig. 


$ 7. Gruppen, bei denen keine Kurvenschar: p(x, y) = «4 
invariant bleibt. 


Um nicht zu weitläufig zu werden, erlaube ich mir in der folgen- 


- den Nummer das Räsonnement teilweise in geometrischer Terminologie 


zu führen. 


19. Ich betrachte überhaupt alle Gruppen von Punkttransforma- 
tionen, bei denen keine Kurvenschar: 


plz, y) = a 
invariant bleibt. Analytisch ausgesprochen: Sind A,f, Asf, .- -, A,f 
die infinitesimalen Transformationen der Gruppe, so setze ich voraus, 
daß es keine Gleichung: 
Bf=&p+nga=0 
gibt, die zu den A,f in soleher Beziehung steht, daß » Gleichungen 
der Form: 


A,(BN) — B(A,f))= p,(2, y). Bf 
bestehen. 


Hieraus folgt nun zunächst, daß es unter den Gleichungen A,f = 0 


zwei gibt, die unabhängig sind. Beständen nämlich Relationen der 
- Form: 


At SE b,(®, Yy) x A,f; 
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a , 
welche Gleichung mit unseren Voraussetzungen im Widerspruche stände. 
— Geometrisch ausgesprochen heißt dies, daß eine Gruppe, bei der 
keine Kurvenschar: = a invariant bleibt, einen beliebig gewählten 
Punkt nicht nur nach einer Kurve, sondern in der ganzen Ebene [131 
herumführen muß. Was allerdings evident ist. 

Verlegt man nun Origo («=0, y=0) nach einem arbiträren 
Punkt, so gibt es eo ipso zwei infinitesimale Transformationen, die in 
der Umgebung von (£=0, y=0) von der nullten Ordnung sind. Seien: 


H’=»p+-.., H9=o+... 
diese beiden Transformationen. 

Der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen, die in der 
Umgebung von: 2=0, y= (0 von der ersten oder von höherer Ord- 
nung sind, läßt den Punkt: 2—0, y= 0 seine Lage behalten. Dagegen 
vertauschen sie die durch diesen Punkt hindurchgehenden Richtungen 
unter sich. Hierbei ist zu bemerken, daß die infinitesimalen Transfor- 
mationen von der zweiten und von höherer Ordnung jene Richtungen in- 
variant lassen. Es gibt ferner eine infinitesimale Transformation erster 
Ordnung, welche ebenfalls diese Richtungen invariant läßt; dies ist 
nämlich der Fall mit: en 

Die besprochenen Richtungen bilden ein lineares Gebiet, das bei 
den infinitesimalen Transformationen erster Ordnung linear transfor- 
miert wird. Hierbei sind die folgenden Fälle denkbar. Das Gebiet 
wird nullgliedrig, eingliedrig, zweigliedrig oder dreigliedrig transfor- 
miert. In den drei ersten Fällen gibt es eine durch den Punkt 
(2=0,y— 0) hindurchgehende invariante Richtung, und da Origo ein 
arbiträrer Punkt der Ebene ist, so existiert in den drei ersten Fällen 
eine bei der Gruppe invariante Gleichung: 


p+tnga=d, 
was unserer Voraussetzung widerspricht. Folglich muß das Gebiet der 
durch Origo gehenden Richtungen dreigliedrig transformiert werden, 
was darauf hinauskommt, daß die Gruppe jedenfalls drei infinitesimale 
Transformationen erster Ordnung enthält. Gibt es nur drei, so darf die 
Transformation: &p + yq + - -- nicht in der Gruppe enthalten sein, [132 
und dann sind unsere drei infinitesimalen Transformationen von der Form: 


| x2q+--- 
(A) zp—yq+t::: 
| 1 
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Oder auch unsere Gruppe enthält vier infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung, die dann eo ipso die Form: 

(aqa+--- 
| yva+t:-- 
| zp-+.. 
| yp+-- 


(B) 


besitzen. Aus dem Vorangehenden fließt u. a. auch der Satz: 

Satz 11. Läßt eine vorgelegte Gruppe keine Kurvenschar p(x, y) = @ 
invariant, so enthält die Gruppe jedenfalls fünf infinitesimale Transfor- 
mationen. Unter denselben gibt es in der Umgebung eines beliebigen Punk- 
tes zwei, die von nullter Ordnung sind. und entweder drei (A) oder vier 
(B), die von erster Ordnung sind. 


20. Laß uns voraussetzen, daß unsere Gruppe die Form besitzt: 


p 4 5 

a+-- 
H, = In 
Hy =zxp —yq+ 
H) = xq AE 


(8) Bi i,np-i u 
H’=pZ:aey" +rg2ßay'+.--, 


und sei s die größte Ordnung einer infinitesimalen Transformation. Ich 
bemerke, daß die Transformationen: 
es 1) (8) 
HH 


eine Gruppe bilden, auf die Satz 10 angewandt werden kann. Infolge- 
dessen können wir annehmen, daß Relationen der For: 


(H H®) — ıH® (H® H®) x oH [133 
bestehen. Die letzte gibt: 
END Dry, 
&(s ne IT ae) ra Bi 20,0 urn odß,ry®. 
Indem man nun die Jacobische Identität auf 4, H!' und H” an- 
wendet, erkennt man leicht, daß: 


e=0, uw ==. =a_,=, 
so daß: 
Zaudy = 0,0. 
Also kommt: 
Ei Erg ae = 0, 
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woraus: 


BP, = Bı = =ß, ,=(0, A —4,, 
und: 


H"= ap + (we y+Ba)g+--. 
Um die Größen «, und ß, zu bestimmen, bilden wir die Gleichung: 


(ap —yg+:, H")= AH", 
woraus: 
(-1l1-A,=0, (s+1—- aß, =0. 
Diese Gleichungen zeigen, daß «, und ß, nicht gleichzeitig von Null 
verschieden sein können. 
Sei ß, verschieden von Null, und also «,= 0. Alsdann können 


wir setzen: 
H’=-zg+:... 


Die infinitesimale Transformation: 


wie.201:.) 


oder ausgeführt: 
ep —sertiygt 


gehört unserer Gruppe an. Folglich lehrt Satz 8, daß der Ausdruck: [134 
(2’q +...,29— sa iyg +.- :) = — 2 ig +... 


identisch verschwindet, und daß also s—=0 ist. Da indes dies mit un- 
seren Voraussetzungen im Widerspruche steht, so muß ß,—=0 sein. 
Zurück steht somit nur die Hypothese: 


H"’<=-2p+t@'yg+::-. 


Da unsere Gruppe eine Transformation qg + enthält, so enthält sie 
auch eine der Form: 


Gr pt iygt )Jearigt--- 


und zugleich die Transformation: . 


(ag a LH Ya ziyg eh 
oder ausgeführt: 
2— s)e’d+::-- 
Wäre nın s>2 und also zugleich 25 —2>s, so enthielte unsere 
Gruppe eine infinitesimale Transformation, deren Ordnung größer als 
s wäre. Also muß die Zahl s, die auch nicht kleiner als 2 sein darf, 


eben gleich 2 sein. 
Man verbinde nun die gefundene Transformation: 


ep +zyg+- 


a Ware 2 9 chain a a in Mac della Tara am car 1 4 Ka date ine auf Dank Ant gadhr Ve 4 Bad Eau 1 Aa Kennt dent ER Zn a a iR Eh + 
ö ! % 
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mit 94. Hierdurch ergibt sich, daß unsere Gruppe auch eine 
Transformation der Form: 


22p+yg+:-- 


enthält, das heißt, daß sie vier infinitesimale Transformationen erster 
Ordnung enthält, so daß die Voraussetzungen dieser Nummer 
nie eintreten. 

Indem man die Voraussetzungen in Übereinstimmung mit dem 
Vorangehenden umändert, ergibt sich durch ein ganz identisches Räson- 
nement das folgende Theorem: 


Theorem VII. Enthält eine Gruppe, die keine Kurvenschar: p — a 
invariant läßt, in der Umgebung eines beliebig gewählten Punktes [135 
infinitesimale Transformationen, deren Ordnung s größer als 1 ist, so 
muß s gleich 2 sein. Es gibt vier infinitesimale Transformationen erster 
Ordnung. 


®1. Nach den vorangehenden Entwiekelungen gibt es dreierlei 
Gruppen, die keine Kurvenschar: = a invariant lassen. Erstens fünf- 
gliedrige Gruppen, zweitens sechsgliedrige Gruppen, drittens Gruppen 
mit mehr als sechs Gliedern. Die beiden ersten Arten enthalten keine 
infinitesimale Transformation, deren Ordnung größer als 1 ist. Wir 
werden zeigen, daß es nur eine Gruppe von jeder Art gibt. 

Enthält eine Gruppe mehr als sechs Glieder, so muß sie nach den 


. Eintwickelungen der vorangehenden Nummer, indem wir zugleich be- 


rücksichtigen, daß: 
yP+t,@ptaygt- )=ayp+yg+--- 


ist, jedenfalls die folgenden Transformationen enthalten: 


K,= Pe; 
KR g+., 
K,=-ı1pP+:--», 
K,=24+:-,, 
Rn we, 
K=-yga+t:-; 


K-eptaygt, 
Bam 


Es fragt sich, ob sie noch weitere infinitesimale Transformationen, die 


' dann nach Theorem VII von zweiter Ordnung sind, 


K=8&p+ng 


112 IV. Theorie der Transformationsgruppen. III. Arch. III, 1878 


enthalten kann. Um diese Frage zu entscheiden, beweisen wir zuerst 
den folgenden Satz, den wir auch später brauchen werden: 


Satz 12. Liegen die Transformationen A,f, Asf, Asf, wo: [136 
Af=&pr+n9 i 
paarweise in Involution, und sind dabei A,f=V und A,af=0 un- 
abhängige Gleichungen, so ist A,f gleich der Summe von A,f und 
A,f multipliziert mit je einer Konstanten. 


Beweis. Durch Einführung passender unabhängiger Variabeln x’ 
und y kann man die A,f auf die folgende Form bringen: 


Af=r, Af=-d, Af=-Ertnd), 
und dabei ist: 
deE = ag en dn’ = dn’ en 
42 dv 2 dx dy : 
so daß: 
A,f=Ap + Bq 


wird, womit der Beweis geführt ist. 
Da nun K (Satz 8) sowohl mit X, wie mit A, in Involution liegen 
müßte und also die Form: 


KerRınn 


besäße, so folgt, daß unsere Gruppe nicht mehr als acht infinitesimale 
Transformationen enthalten kann. Wir werden zeigen, daß sie in die 
allgemeine lineare umgewandelt werden kann. 
Es ist von vornherein möglich, diejenigen Relationen anzugeben, 
die zwischen K,, K,, K,, K, und K,, K, bestehen. Es ist in der Tat: 
(BK)=0, (KK)=K, (KR)-K,. (KK), 


USW. 


Man führe neue unabhängige Variabeln x’, y ein und wähle dieselben 
derart, daß: 

ap +ı2ya +: =r’p +ays, 

zypp tyg +: -ayp ryd 
wird. Ich setze sodann: 

yay+.=-ya+srtnd; [137 
und es handelt sich darum, & und »’ zu bestimmen. Die zwischen K,, 
K, und K, bestehenden Relationen geben: 

(a’?p’ AR zyg, ep Be ng) en 0, 

@yp+ Wit) 
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und also lebrt Satz 12, daß: 


ep +ng = Ala”p +.yg) er B(xyp +), 
80 daß: 
| R=ygd+4A@’p +zyg) + Buayp + Yu) 
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_ wird, oder, da die Konstanten A und B offenbar gleich Null gesetzt 


werden können, kommt: 
K,=yY. 


_ In ganz ähnlicher Weise erkennt man, daß K,, X, und K, in den 


_ neuen Variabeln bezüglich die Form erhalten: 


70, 20, VB. 


- bemerken wir, daß: 

; (K,K)=2K,+K,+AK, + BK,, 
(K,K,)= R+CKLDE, 
wo A, B, ©, D gewisse Konstanten sind. Wir setzen: 


K=KHthKR,+uR,+AK, + AK, 
woraus: 


KE)-2K+ KB +(A+ Kr + (B+ ME, 


(KıK,) = K,+(C+4A)K, +(D+A)K;. 
Setzt man daber: 
| een, 8) 
so kommt: 


; (K,K,) 7 2K, = Ko, (K,K,) == K,. 

Jetzt setze man: 

K-p+Ep rang, 

 alsdann kommt: 

(Ep + ng, ep + xy q) BR Ö, 

e+nd,aeyety’d)-0, 
Ep+ngf=o0 

gesetzt werden kann. Folglich wird: 

| K,=». 


so daß: 


"In ganz analoger Weise ergibt sich, daß: 
A ‚ 
E: K, — q 
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Zurück steht somit nur die Bestimmung von X, und X,. Hierzu 


[138 


ist. Hiermit ist das folgende äußerst merkwürdige Theorem erwiesen: 
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Theorem IX). Läßt eine gegebene Transformationsgruppe keine 
Kurvenschar: p = a invariant, und besitzt sie dabei mehr als sechs Para- 
meter, so enthält sie acht infinitesimale Transformationen. Dieselben er- 
halten durch zweckmäßige Wahl der unabhängigen Variabeln die Form: 


P, Q, 2P, YP, 29, ygq, ap +xyq, zyp + y’q. 


Die erzeugte achtgliedrige Gruppe hat, wie man unmittelbar verifiziert, 


die Form: 
‚aa + by4+E ‚ Ax+By+C 


—aatßytr? IT aathßy+r?’ 


das heißt, man erhält die allgemeine lineare (gebrochene) Gruppe. 


22. Die allgemeinste sechsgliedrige Gruppe, die keine Kurven- [139 
schar: p = a invariant läßt, besitzt nach dem Vorangehenden die Form: 


K,=p+t: , B=-qd+: 
Beau, 0 Di, Bra. Sad. 


Jetzt bilden X,, K,, K,, K, (Satz 9) eine Gruppe, die durch zweck- 
mäßige Wahl der Variabeln die Form: 


20, 4329, 49, 82 
annehmen kann. 
Zunächst kann man nämlich die Gleichungen: 


194 =xg, 
ap yg+  =-ap —yd 
befriedigen Setzt man sodann: 
yp+t:.-=Ep+tnd, 
so findet man zur Bestimmung von 8, n die Gleichungen: 
0 de ‚ ’ dn pe 
dy u, Ten y. 
ae ide 2 ‚dn ‚dan ET, 
re Te = — 25, I ix era 29; 


die in allgemeinster Weise befriedigt werden, indem man setzt: 


‚ A = 
& re] 3: x? Us a x’ 
woraus: 


yn.he: -(y + “)r + 4: [140 


1) Theorem VIII fehlt. A.d.H. 
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Um die Formeln zu vereinfachen, führen wir wieder neue Varia- 
beln ein: ; 5 ; S el 
wei, ey, 
wodurch: en vn 
ıg=x7q, 


EN AL dd 


pP —yqa-ıp'—yg, 


dG „ D ”„ 
DI SUN 0.0: 
_ Zur‘ Bestimmung der vierten Transformation: 
a el 


erhalten wir die folgenden Gleichungen: 








7 de 7 dn 2 

% ae x Er 
[ZZ de [7 d& SE „ dn „ dn Dr 
ae Lee, 


„» dE D da ir ke 
dx” P7Z) dy” san 0, Y da” > 25 dy" as RER 0, 


welche zeigen, daß: 
xp +pgq + a Aa p” + rd 
D=0 


ist. Folglich erhalten die vier vorgelegten Transformationen die [141 
Form: 


ALDE A IETERT, LALFFUG AREAL ARE A 4 


dan ug, un, an u, 
- wie behauptet wurde. 
Zur Bestimmung von: 
Ben Lv 
' erhalten wir durch Anwendung der Operationen: 


_ die folgenden Gleichungen: 


x ir X = - X+ta2”+aY", 
nn ne OR 

y' Fr nn Ge + Gy, 

y’ Fr I y di“ + dyy", 

on 2" + a", 
„adY 


Be Be fay". 
g*+ 
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Die erste und dritte gibt durch Differentiation bezüglich hinsichtlich 
y” und @”: ax ax 
aa er Yaray a 
X=Aa”’+ By” +06; 
sodann gibt die fünfte Gleichung: 
Y=D«’ + Ey", [142 


A=B=-D=-E=0, (0-1 


woraus: 


und da man: 


setzen kann, folgt: 


p + ... 2 
Um endlich die letzte Transformation g+:--- zu bestimmen, 
setzen wir: i Ben 
(p+:*;, 2q+--)=(p), x q”), 
woraus: e 
q E= ...— q - 
Also: 


Theorem X. Eine jede sechsyliedrige Gruppe, die keine Kurven- 
schar: = a invariant läßt, kann durch zweckmäßige Wahl der unab- 
hängigen Variabeln die Form: 

P, 9 °P, %Q, YP, yq 
erhalten. Die endlichen Transformationen dieser Gruppe sind bestimmt 
durch die linearen Gleichungen: 
x=Ar+By+F, Y=(Cx+Dy+E. 

23. Die allgemeinste fünfgliedrige Gruppe, die keine Kurvenschar: 
p= a invariant läßt, besitzt nach dem Vorangehenden die Form: 
Durch Einführung zweckmäßiger Variabeln kann man, indem man wie 
soeben verfährt, erreichen, daß: .' 

A 2 (EL D ‚ XL 2 
20, =20, Wr Syn ad, a0 WILL en 0 
Zur Bestimmung von: [143 
De ey 
erhält man durch Anwendung der Operationen xzg + --undzp—yq+' 
die folgenden ltelationen: 


SEELE Hy, 
Fe ya, 
a Yay X xt yX+ By) 
a _ySlrr- Train 4 
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oder, indem man setzt: 
’ ‚ ’ ‚ ‚ D ‚ 
X=-X+uy-+vi, Y-Yır+ua—ıy 


| ' und darnach über die Konstanten A, u, v passend verfügt, die ein- 
facheren Gleichungen: 


ax N dY _ ,_£D 

x dy _ Py % dy TER 3? 
‚dX' ‚4X ‚ v ‚ N ‚ay- BD ‚ 
dr Fa ay = 2X +py+yYe, nd har ee 


die in allgemeinster Weise befriedigt werden, indem man setzt: 
X: OK. K 


woraus: 
| + = Kg. 
Nun ist: [144 
[4 ’ ' D ’ 
Ge. vo+:)=(Kg, yp + 2:8) 
und also: 
Den hn, 
ferner ist: 


+24 )= (Vp + 2.0, Kp)="hrg, 
woraus folgt: 


KD-0 
oder, da K nicht verschwinden darf: 
OR RDE 


In den Variabeln x, y nehmen also die fünf infinitesimalen Transfor- 


mationen die Form an: 


P, 9, X; pP — Yyq, YP. 


Also: 





Theorem XI. Alle fünfgliedrigen Gruppen, die keine Kurvenschar: 
 9=a variant lassen, en. durch Einführung zweckmäßiger Varia- 
beln die Form: 


P, 4, 29, 2P — Yq, YPp 
_ erhalten. 


8 8. Gruppen, die eine Kurvenschar: p(& y) = a invariant lassen. 


24. Seien A,f, ..., A,f die infinitesimalen Transformationen einer 
- Gruppe, welche die Kurvenschar: = a invariant läßt; alsdann drückt 
sich jedes A,p als Funktion von p aus: 
: AP = Ep). 
Ich setze: 

N be 
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und folglich nehmen die A,f die Form an: [145 
Af=E(a)p + m, 9)q- 
(4,4,) = 20,4, 


Die Relationen: 


geben: 
dE, dE, 5 er 
5, dx ax 6, dx an C;6s55 , 


oder, wenn wir setzen: 


5,(2)p ar Bf, 
wo die B,f infinitesimale Transformationen des Gebietes x sind: 
(B;B,) = Zo,,,B,. 


Folglich bilden die B,f eine Gruppe, die sich bekanntlich durch pas- 
sende Wahl der Größe x in eine lineare Gruppe umwandeln läßt. 


25. Es können nun vier Fälle eintreten, je nachdem die B,f eine 
nullgliedrige, eingliedrige, zweigliedrige oder dreigliedrige Gruppe bil- 
.den, und das Problem, alle Gruppen zu bestimmen, die eine Kurven- 
schar: = a invariant lassen, zerlegt sich somit in vier Probleme, 
nämlich in die Bestimmung der Gruppen, die den vier verschiedenen 
Möglichkeiten entsprechen. 

Es ist dabei leicht zu erkennen, daß diese vier Unterprobleme in 
genauem Zusammenhange stehen. Nach dem Obenstehenden kann man 
nämlich annehmen, daß die infinitesimalen Transformationen einer jeden 
hierher gehörigen Gruppe die Form: 


(4,+A42+42M)p + ng 


besitzen. Gibt es nun mehr als zwei etwa r infinitesimale Transfor- 
mationen in der Gruppe, so gibt es jedenfalls r — 1 Transformationen 
von der Form: .' 


(B, + B,a@)p + 99, 
deren Inbegriff eine Gruppe bildet. Ferner gibt es jedenfalls » — 2 


Transformationen der Form: 
Bp-+ng; [146 


deren Inbegriff eine Gruppe bildet. Endlich gibt es jedenfalls r — 3 
Transformationen der Form: 
n9; 
die wiederum eine Gruppe bilden. 
26. Hiermit ist der folgende Weg gegeben zur Erledigung unseres 
allgemeinen Problems. Man bestimmt die allgemeinste r-gliedrige Gruppe, 
deren infinitesimale Transformationen sämtlich die Form nq besitzen 
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Darnach bestimmt man in allgemeinster Weise eine infinitesimale Trans- 
formation p + ng, die mit den r Transformationen der r-gliedrigen 
Gruppe eine (r + 1)-gliedrige Gruppe bestimmt. Sodann sucht man die 
_ allgemeinste Transformation «pP + 79; die mit den r + 1 Transforma- 
tionen der letzten Gruppe eine (r + 2)-gliedrige Gruppe bestimmt. 
Endlich sucht man die allgemeinste Transformation 2°p + ng, die mit 
den r +2 Transformationen der letzten Gruppe eine (r + 3)-gliedrige 
_ Gruppe bestimmt. 


1. Bestimmung aller Gruppen der Form: 79, N29, - , 9,4: 


27. Die Bestimmung aller Gruppen der Form: 7,9, ...,n,q wird 
wesentlich vereinfacht durch die folgende Bemerkung: Man nehme 
_ einen beliebigen Punkt &,; y, und betrachte die r — 1 infinitesimalen 
 Transformationen der Gruppe, die in der Umgebung von %,, y, von 
erster Ordnung sind. Dieselben erzeugen eine (r — 1)-gliedrige Gruppe 
(Satz 9), den Inbegriff nämlich aller Transformationen der vorgelegten 
_ Gruppe, die den Punkt x,, y, invariant lassen. Dies gibt den Satz: 

Satz 13. Jede r-gliedriye Gruppe der Form: n,q enthält (r — 1)- 
gliedrige Untergruppen. 

Hiermit ist der folgende Weg gegeben zur Erledigung unseres 
Problems. Man bestimmt zuerst die allgemeinste eingliedrige Gruppe 
719, sucht sodann in allgemeinster Weise eine infinitesimale Transfor- 
mation 2,9, die mit 7,9 eine Gruppe bildet, sucht sodann die all- [147 
gemeinste Transformation n,q, die mit 7,9, 739 eine Gruppe bildet, usw. 
28. Eine jede eingliedrige Gruppe ng kann die Form X,g, wo 
X, eine beliebige Funktion von x bezeichnet, erhalten. Es gibt somit 
_ nur einen Typus der eingliedrigen Gruppen: 





X,q 











Um jetzt die allgemeine zweigliedrige Gruppe: 






H,=ng, H,=m4 


3 zu finden, bemerken wir, daß die zwischen H, und H, bestehende Re- 
lation die eine der beiden Formen: 


(Z,H,)=0 oder: (HA,HA)=H, 





- annehmen kann. Setzt man H,—= X,q und H,= ng, so kommt im 
ersten Falle: | 
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im zweiten l’alle: 
Fe l, 3=y+ flo), 
oder, indem man y + f(x) als neues y einführt: 
7—Y. 


Es gibt somit zwei Typen der zweigliedrigen Gruppen: 





X,q Xq 
X,q yq 

















»9. Ist A, = X,q, H, = X,q, H, = ng eine dreigliedrige Gruppe, 
so bestehen Relationen der Form: 
(H,H,)=«a,H, +@H,+a,H,, 
(A,A,)=b,H, +b,H, + b, H,. 
Es gibt somit jedenfalls eine Transformation H= A,H, + A,H,, die 
zu H, in solcher Beziehung steht, daß (4 H,) sich durch H, und H, 
ausdrückt, und offenbar können wir ohne Beschränkung annehmen, [148 


daß dies eben mit (H,H,) der Fall ist, so daß wir q,=( setzen 
können. Wir finden also: 


-b X +58, +7 


yuaXhıtadk, X, Fr 


und hieraus: 
,X,7 =, X2+(, -b)XA,X, — 4X? 


Wäre nun n keine Funktion von x allein, so müßte in der letzten 
Gleichung die linke Seite, wie die rechte, nur z' enthalten, und also 
b,= 0 sein. Hieraus läßt sich nun leicht herleiten, daß n, eine Kon- 
stante ist. Denn unsere Formeln zeigen, daß jeder Ausdruck: 


dn 
(AR, + ARD 
sich als lineare Funktion von X, und X, ausdrücken läßt: 


OR Ki Bea EX, 


Ebenso ist: - 
(B, X, + B,X,) er == C‚X, + (,X;, 


woraus: 


, ‚„„[dn\? 
(A,X, + A, X%,)(7,) zu C,X, Tr Q, X, 
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und im allgemeinen: 
dm\k s 
(A,Xı + 4,X,)(4,) =ULX+DBNX,, 


welche ganze Zahl auch % ist. Insbesondere kämen zwei Gleichungen 


der Form: 
an 


en X, 
a 


M, IM ()- Mn Nyx; 


2 dy 
die mit Notwendigkeit verlangen, daß M,= N,= 0 ist. Also kommt: [149 


d 
on „= Ky+f(e), 


woraus durch passende Variabelnänderung folgt: 
= 9% 
so daß die Form der Gruppe wird: 
X, Asg, Yq: 
Wäre dagegen n eine Funktion von x [allein], so besäße die Gruppe 
die Form: 
X,g, X9, As. 
30. Endlich müssen wir diejenigen dreigliedrigen Gruppen be- 
stimmen, die die zweigliedrige Gruppe g, yq enthalten. Sei g, yq, nq 
eine solche Gruppe, so daß: 


dn 
day 


d 
Yayambo + 2biyt ben 


=, 2a, y +asn, 


Es ist nun leicht zu erkennen, daß a,—=0 ist. Um das zu beweisen 
werde ich zuerst den folgenden Satz, der uns auch später nützlich sein 
wird, beweisen: 

Satz 14. Sind H,, H,, ...., H, infinitesimale Transformationen 
einer Gruppe und K irgend eine J[infinitesimale] Transformation, und 
bestehen dabei Relationen der Form: 


(HH)=H, (HK)=-aK+ZuH, (H,K)—aK + ZB,H, 
so ist a, gleich Null. Zu bemerken ist, daß K und die H, keine Gruppe 
zu bilden brauchen. 

Zum Beweis bilden wir die Identität: 


((H,H,)K) 7 ((A,K)H,) + ((KH,)H,) En d; 


woraus: 


(H,K)+(,K+ Z$,H, H)-(„K+2aH,H)=t0, 
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und durch Entwickelung, indem man die sich aufhebenden Glieder [150 
wegläßt, folgt eine Gleichung der Form: 

ak, 00 | | 
die identisch bestehen muß, weil die H, und K unabhängig sind. Hier- 
mit ist der Beweis geführt. | 


Indem wir diesen Satz auf den vorliegenden Fall anwenden, er- 
kennen wir, daß a, = Ö ist, und daß daher: 


"= ty’ + la), 
oder, da a, offenbar gleich Null gesetzt werden kann: 
n=ay°+fla). 


Indem wir diesen Wert in die zweite Bedingungsgleichung einsetzen, 
kommt: 


up — f(x) = db, +2b,y+ b,(a,y? + f&)), 
woraus folgt, daB &,=b, =0, und daß a, und f(x) nicht gleichzeitig 
von Null verschieden sein können. Wir erhalten daher die beiden Fälle: 
n=y und n=f(x). 


Indem wir dies mit dem Obenstehenden verbinden, erkennen wir, 
daß es nur drei Typen dreigliedriger Gruppen gibt: 











X,q X, q q 
Xq Xsq yq 
A,q yq y’q 











31. Sei jetzt 4, yq, y?q, nq irgend eine viergliedrige Gruppe. Nach 
dem vorangehenden Satze bestehen Relationen der «Form: 


d 3a,y? 
Fr = a, + 2a,y + 3ayy*, 
Fu ek? + 2b,y+ 3bsy? + bu, : 


d ‘ ‘ 
Sg — 2yn=06+20y+3coy’+ en. 
Die erste zeigt, daß n die Form: 
n=Mytay’+ay’ +f(e) 


besitzt, oder, da a, und a, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt 
werden können: 


n=ay’+ flo). 
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Die zweite Bedingungsgleichung zeigt, daß 7 entweder die Form 7 = y? 
oder n=f(x) ‚besitzt. Da indes wegen der dritten Gleichung diese 
beiden Formen unmöglich sind, so folgt, daß keine viergliedrige 
Gruppe die Form g, yg, y’q, nq besitzt. 

32. Es genügen jetzt zwei Überlegungen zur Bestimmung aller 


Gruppen der Form »,g9. Einerseits suche ich die allgemeine (r + 1)- 
gliedrige Gruppe der Form: 


X,q, A D.@ Nn9: 


Indem wir ganz wie in dem Falle r— 2 verfahren, erkennen wir, daß 
wir annehmen können, daß Gleichungen der Form: 


A dy = 2a,X,, 
K=EBXN, 


bestehen. Die erste Gleichung zeigt, daß 7, eine Funktion von & ist, 
und laß uns zunächst voraussetzen, daß sie von Null verschieden [152 
ist. Alsdann muß in der letzten Gleichung u — 0 sein, weil sonst die 
rechte Seite dieser Gleichung die Größe y enthielte, während die linke 
eine Funktion von & ist. Ist andererseits n7,=0, so müssen alle u,, 
insbesondere auch u verschwinden, so daß u unter allen Umständen 
gleich Null gesetzt werden kann. 


Folglich bestehen, welche auch die Konstanten A, sind, Relationen 
der Form: 


(AK ++ AR) B X, ++ B,X, 
Insbesondere ist: 

But +BR)E-GK +: +0,X 
woraus: 

(AL, +: +4,X,)( 
und im allgemeinen: 


 (dn\* 
AL + +4,X)()- LUX + +L,X, 


In dieser Gleichung gebe ich k die Werte 0,1,2,...,r und lasse 
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dabei A,,..., A, feste Größen bezeichnen. Alsdann erhalte ich r +1 


Gleichungen, aus denen ich eine Gleichung der Form: 
o dn dn\" 
Si BR, \=0 
erhalte; folglich wird: 


dn dn\r 
K, +Ent tl) 


welche Gleichung zeigt, daß n, eine Konstante ist, so dab man setzen 


kann: 
n=Ky+f(e). 


Ist hier X verschieden von Null, so kann man durch Einführung von 
Ky+ f(x) als neuem y erreichen, daß „= y wird. Man erhält [153 
also nur die beiden Gruppen: 


DU. NO... 
X,g, us X,0, Yyq- 


33. Andererseits habe ich die allgemeinste Gruppe der Form: 


X,9, .. X,g, yqa, nq r>) 


zu bestimmen. Da: 


(X,g, yq) = Xıq 


ist, so bestehen (Satz 14) Relationen der Form: 


RO = 20, X, +69, 
und, da r größer als 1 ist, und es infolgedessen jedenfalls zwei solche 
Gleichungen gibt, so kann y eliminiert werden, und darnach 7, als 
Funktion von x bestimmt werden. Hieraus aber folgt, daß alle «, 
gleich Null sind. Hiermit haben unsere Gleichungen dieselbe Form 
wie im vorangehenden Falle angenommen. Folglich ist n, eine Kon- 
stante: 


und dabei kann K sogar ohne Beschränkung gleich Null gesetzt wer- 
den. Die hinzutretende Transformation hat daher die Form f(z)g. 


Die gefundenen Resultate lassen sich folgendermaßen zusammen- 


fassen: 
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Theorem XII. Eine jede Gruppe der Form n,q gehört zu einem 
der drei folgenden Typen: 











X,q X,q — 
Xsq Asq ı 

X,q| y°q 
X,gq| | ya 

















II. Gruppen, bei denen die Kurven einer Schar: p(x,y)=a [154 
eingliedrig transformiert werden. 


Ich werde jetzt alle Gruppen der Form: 
NG mb 7 mb Prng 


- bestimmen. Dabei weiß ich, daß die n,9 eine Untergruppe bilden, die 
eine unter den drei soeben aufgestellten Formen besitzt. Zu bemerken 
ist ferner, daß jedes (n,9, p + ng) sich offenbar linear durch die n,9 
ausdrücken muß. 


34. Ich suche zunächst alle Gruppen der Form g, yg, y’q, p+nq. 
Es bestehen Gleichungen der Form: 


dn=a%+2ay+ 30,Y°, 
ydan-n=bo+2byt Bhoy, 
y’d,n — 2yn=%+24Yy+ 3% 
| Die erste zeigt, daß: 
n=ay+ayP+tay’+fle), 
| oder, da wir ohne Beschränkung a, = a, — 0 setzen können: 
7=ay°+fle); 


| die letzten Gleichungen zeigen, daß ,=f(x)=0 ist, so daß n = 0 
_ wird. Unsere Gruppe besitzt daher die Form: 


4 94 99, 9, P- 
35. Jetzt suchen wir alle Gruppen der Form: 
X,9, X,gq, ) X,g; p Er n9- 


Ist r=0, so kınn man die Variable y derart wählen, daß n = 0 wird, 
so daß die Gruppe die einzige Transformation p enthält. 
Hat r einen beliebigen Wert, so kann man immer Theorem IV 
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mit dem zugehörigen Zusatze anwenden. Man kann daher annehmen, 


daß Relationen der Form: 
dx, 


FREE Kay a, X,, 

dX dn 

TE 2 X, dy Er b, X, EG b,X,, 

dXxX dn = 

PIE Ku ay = A, +, +GX,, 
dX, dn 
Bern eN 


bestehen. 


Man wähle, was immer möglich ist, die Variable y derart, 


X, — 1 wird, dann nimmt die erste Gleichung die Form an: 


d 
woraus: 
n=ay+f(a), 
während die übrigen die gemeinsame Form: 
dX, 
(1) ri - Kr +9X, 
annehmen. Ich setze: 
Y=y+Y9l), 
. woraus: 
dy—dy+yYla)dz, 
also wird: 


u Pe Fa ee ee 
Hier bestimmen wir (x) derart, daß: 


p—-apg+f=V0 
wird, woraus: 
Prng=p+tayg. 
Die Gruppe erhält somit die Form: 


% X, X, -.., X,gQ, pt ayg, 


[155 


daß 


wobei die X, durch die Gleichungen (1) bestimmt sind. Je nach den 
Werten der Konstanten g können mehrere Spezialfälle eintreten, [156 


die wir indes nicht näher zu spezialisieren brauchen. 
36. Zurück steht die Bestimmung aller Gruppen der Form: 
KG 9 :.., X,9 99 P+mg. 


Es ist, [wenn man wieder X,=1 wählt]: 


d u 
n, = Zu,X, +2ay, 


4] 2a ia Fach hu De Da a a u a A a re a a a ee ee ee 
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woraus: 
n=yZ2aX,+tay°+f(a). 
Nun aber kommt durch Anwendung der Operation yg: 


yn,—n=Zß,X,+ 2Pßy, 


woraus durch Einsetzung hervorgeht, daß «= (0, f(x) = 0 ist, so daß 
kommt: 


wo 9 gleich Null sein muß, da die rechte, wie die linke Seite, nur x 
enthalten darf. Durch Anwendung von Theorem IV mit dem Zusatze 
kann daher die Gruppe X,gq eine solche Form: 


ak 
erhalten, daß: 


AX;, 7 dn A LA 
ae X, dy ma 0. 202, 


Ferner kann man erreichen, daß X/ = 1 wird, so daß 
d 
ayE n-Kytfla). 


Hier kann K ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden, und 
durch Anwendung der Operation yg ergibt sich, daß f(x)=0 ist. In- 
dem wir dies mit dem früher Gefundenen verbinden, erhalten wir 
den Satz: 


Theorem XIII. Eine jede Gruppe der Form: n,9, pP + nq ge- [157 
hört zu einem unter den folgenden Typen: 





























q q 

q X,q X,q 
yq X,q 

y?q .ä : X,q 

p 1% yq 
p+eyg p 

















Die X sind Funktionen von x, die durch unmittelbar integrierbare Diffe- 
rentialgleichungen bestimmt sind. 
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Ill. Gruppen, bei denen die Kurven einer Schar: p(x, y)= a 
zweigliedrig transformiert werden. 


Wir werden alle Gruppen der Form: 


: N +, 9,6 Pt Ng, pt ng 
bestimmen. 


31. A) Es gibt zwei Arten Gruppen der Form: 


pP, 2p + ng: 
Es ist nämlich jedenfalls: 


=0,n=-fW). 


Ist {=(0, so erhält man die Form », xp. Ist f nicht Null, so kann 
man immer eine solche Funktion von y als neues y wählen, daß /=1_ 
wird. Man erhält also die beiden Formen: 


p, zp und: p, ap+q. 
38. B) Zur Bestimmung aller Gruppen der Form: 
9, 99, Ya, P, 2p+ng 


erhält man die Gleichungen: 


d 
Er =M+aytay, [158 
an 
Ye IN 
ga 


Pin mratraytaN, 


welche zeigen, daß 7 = OÖ ist. Man erhält somit nur die Form: 


1, 99 y’Q, P, P. 
39. C) Um alle Gruppen der Form: 


X,9, X, .:., X,9, pP +8yg, zp + ng 

zu finden, wenden wir Theorem IV mit dem zugehörigen Zusatze an. 
Man kann immer annehmen, daß die X,y derart unter den infinitesi- 
malen Transformationen der Form 24,X,q gewählt sind, daß Rela- 
tionen der Form: 

(K,PptEyg)— at ta A,, 

(X, pt nd) = dd tr bu dl, 
bestehen. Wir können ferner immer voraussetzen, daB X, =1 ist. 
Alsdann kommt zunächst: 


dn 


ah „= Ky+f(@). 


Folglich kommt: 
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aX Ss: . 
3 = a1‘, +: +08, 
dAX, 

2 a =b,X, +:::+2,X%- 


- Indem wir uns daher erinnern, daß X, = 1 ist, ergibt sich zunächst, 


j daß X,= x, darnach, daß: 


N | N) a 
BO De 


_ gesetzt werden kann, so daß die Gruppe, |wenn wir noch r durch 
_ r-+1 ersetzen], die Form annimmt: 


20, :.., 2qQ, 2 +teyg, zp + (Ky+ fo)a- 


ı Es besteht dabei eine Relation der Form: [159 


(p + eyg, ap +ngd)=P+ eyg+ Zvr, 


die sich in die beiden folgenden zerlegt: 


d 
0=5, Tentnsttne, 


woraus folgt, daß f= kx”t! gesetzt werden kann. 
Wir werden nachweisen, daß R im allgemeinen gleich Null ge- 
setzt werden kann. Wir setzen: 
Y-y+Llc+ı, VW=2z, 
woraus: 
öy=6dy+ L(r+1)@dx, 
also kommt: 
a=d,ag=ag,...,@g=atd, 
p=p+L(er+De”g, | 
zp+(Ky+ Ret)g=ap+(Ky+Ra’t')g, 


Roınoeı 


wo: 


ist daher K verschieden von r+1, so kann L derart gewählt werden, 
daß R=0 wird. Unsere Gruppe besitzt daher die eine unter den 
beiden Formien 




















q q 

xq .xq 

arq ug 

on p 
zp+ Kyq zp-+ [r+D)y+ Rottlg 








Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 9 
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40. D) Zurück steht die Bestimmung aller Gruppen der Form: 


ö q, X,q, ee X,g, yq, pP, Xp mn ng: 
Es ist: 
d e = ß 
Ge = ZvX%,+209, n=oyP+yZrX,+ fl); [160 


durch Anwendung der Operation yg kommt: 
Y re en? Z1X, + Ay, 
woraus durch Einsetzung folgt, daß g = 0, f(z) — 0 ist, so daß: 
n=y2Zv,X, 
wird. Infolgedessen muß in den Relationen: 
(Kg, 2p + ng) = ZwX,g + uoyq 
die Größe u, gleich Null sein. Also lehrt Theorem IV mit Zusatz, daß 
man annehmen kann, daß Relationen der Form: 
KL,P)=auLt ta‘, 
(X,g,2P +t7d)=boXot + dur X 


bestehen. Da X, — 1 angenommen ist, kommt zunächst: 
= at + ad 
5 oA tt dA 


und da X,=1 ist, folgt wie früher: 
A,eE, X, ai ao. X.=m. 

Durch Anwendung von yq ergibt sich, daß n gleich Null gesetzt 
werden kann. 

Indem wir unsere Resultate zusammenfassen, können wir den fol- 
genden Satz aussprechen: 

Theorem XIV. Jede Gruppe, bei der die Kurven einer Schar: 
p(X,y) = a zweigliedrig transformiert werden, gehört zu einem unter den 
























































folgenden Typen: [161 
q 
q 4 
( “7 
pP R 20. xq i 
zp yq : 
Pr . 1q 
y’q e, g 
p 
xp+q x p 
2 zp+Kyqg| |ep+ (re +Dy+Lat')g xD 
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IV. @ruppen, bei denen die Kurven einer Schar: p(z, yJ)=a 
dreigliedrig transformiert werden. 








Bei der Bestimmung aller Gruppen, welche die Kurven einer Schar: 
(2, y) = a dreigliedrig transformieren, gibt es nach dem Obenstehen- 
den sechs Fälle, die besonders zu berücksichtigen sind. 


41. 1) Alle Gruppen der Form: 
pP, ap, p+ng 
sind bestimmt durch die Gleichungen: 
1-0, an, 
42. 2) Alle Gruppen der Form: 
pP, @p+g, p+tng 


sind bestimmt durch die Gleichungen: 


day ze lE, 
: n=22 + Be, 
so daß die Gruppe wird: * 2 fi63 
p, 2p+gq, 2p+ (2x + Berg, 
_ oder, wenn man y’= @ als neues y einführt: 
\ P, zp+yg, @p+ (2ay+ ByP)g. 
43. 3) Alle Gruppen der Form: 
9, 99, Y’q, 2, zu, Ap+ng 


sind bestimmt durch die Gleichungen: 
d d 

i Ayo tay ta, yynbtayt bg, 

5 welche zeigen, daß n gleich Null ist. 

| 44. 4) Alle Gruppen der Form: 


9 %9, ..., ©g, pP, zp+ Kyg, ®p+tng 
_ befriedigen die Gleichungen: 


e 


i dn 
dy = Zu, 


ds: Zu,c *E 2Ky, 
woraus folgt: 
n=Ly+ Ma*+'+2Kay; 
ferner ist: | 
(ep + Kyg, @p +n)=wp+ng+ Zi,dig, 3 
g* 
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woraus folgt: 

(K-r)M=0, L=0. 
Ferner ist: 

(ag, ap + ng) = %o,8'g, 
woraus folgt, daß: 


2K=r 
ist, so daß die Gruppe wird, wenn r > 0: 
9 29... ©, P, 22p+tryg, p-+rayg, [163 


dagegen wenn r = (0): 
4, », xp, 2p + Mag, 


wo M entweder gleich Null ist, oder auch gleich 1 gesetzt werden 
kann. In dem letzten Falle ist es zweckmäßig, e’ als neues y einzu- 
führen; alsdann nimmt die Gruppe die lineare Form an: 
yq, P, 2p, a’p + xyg. 

45. 5) Zur Bestimmung aller Gruppen der Form: 

29 ..., 29, P, zp+lr+lDy+Llet)e p+ngG 
wo L von Null verschieden angenommen werden kann, haben wir zu- 
nächst die Gleichungen: 


an 


Be 


2 + Dy+2Lat' + Zum, 
woraus: 


n=%r + ya +, gLe?+ Matt! + Ny. 


Diesen Wert substituieren wir in die Bedingungsgleichung: 


(ep + mg rt n)-eptngt+ Zur, 
und finden dadurch mehrere Relationen, insbesondere ergibt sich, daß 
I =0 ist. Dies steht indes in Widerspruch mit unseren Voraussetzun- 
gen, so daß dieser Fall nichts gibt. 


46. 6) Zurück steht nur die Bestimmung aller Gruppen der Form: 


q, %9, +, ga, yq, P, XP, z’p +79. 


Man findet: 5 
ge Za0+ ey, 
d ö 
in EB + By, si 
d D 
ra le a 


woraus sich ergibt, daß „= Byz. Durch Anwendung der Operation 
z’q ergibt sich, daß B=r ist. In dieser Weise erhält man die Gruppe 


9,29, ::-, 29, yQ, PD, 2P, ap + rxya- 
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4%. Indem wir unsere Resultate zusammenfassen, erhalten wir das 
folgende Theorem: 

Theorem XV. Jede Gruppe, bei der die Kurven einer Schar: 
p(x, y) = a dreigliedrig transformiert werden, gehört zu einem unter den 
folgenden Typen: 






























































F B yq 

xp xp +yq 2 

a? p ap + (2ry + Bydg a 

2®p + zyg 
q q q 
| vq xq xq 
| y°q 
p q ag 
zp p p 
a?p 2ıp-+ryq xp 
| | ap+rayg vq 
ap+rayg 








48. Hiermit sind alle Gruppen von Punkttransformationen einer 
Ebene erschöpft. Zugefügt soll hier nur noch sein, daß alle Gruppen 
sich naturgemäß in die folgenden Klassen zusammenfassen lassen: 


1) Gruppen, die keine Kurvenschar: p(x, y) = a invariant lassen. 
- Dieselben gehen durch zweckmäßige Koordinatenwahl in lineare [165 
' Gruppen über. 
2) Gruppen, die zwei Kurvenscharen: p(x, y) = a invariant lassen. 
* Dieselben lassen sich umwandeln in konforme Punkttransformationen, 
_ die Kreise in Kreise überführen. 
Hierher gehören insbesondere die Gruppen, die einfach unendlich 
_ viele Kurvenscharen: p(x, y)= «a invariant Lıssen. Als Typen dieser 
letzten Art kann man die Translationen verbunden mit der Ähnlichkeits- 
 transformation betrachten. 

3) Gruppen, die eine und nur eine Kurvenschar: (x, y)=a in- 
' variant lassen. Die hierher gehörigen Gruppen scheinen bis jetzt wenig 
_ Beachtung gefunden zu haben. 
| Es läßt sich leicht entscheiden, welche Gruppen der beiden letzten 
Klassen sich in lineare umwandeln lassen. 
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IVa. 
Selbstanzeigen von IV. 

1. Repertorium Bd. Il, S. 411—413. Leipzig 1879, 

Diese Abhandlung schließt sich als Fortsetzung an zwei [412 
frühere (Archiv for Math., Bd. I, 1876 [hier Nr. Il und IIl]). Sie zerfällt 
in zwei Abschnitte. 

In dem ersten Abschnitte entwickelt der Verfasser allgemeine 
Sätze, die sich auf Transformationsgruppen eines »-fach ausgedehnten 


Raumes beziehen. Unter denselben möge hier nur der folgende seinen 
Platz finden: 


Seien A,f, : .., A,f Ausdrücke der Form: 


of 


Af= X, x, +... +X%X, er 


nor,’ 
die paarweise Relationen der Form: 
4,(AN) — A (AN)= Zaun Af (Gr = Const.) 


. 5 [4 [4 . ® 
erfüllen, und seien A/f, ..., A,f analoge Ausdrücke ın a 
die ebenso Relationen der Form: 


AAN) - (AM) = Ed. Af (di,,— Const.) 
erfüllen. Setzen wir voraus, daß die » Gleichungen: 
Af=-4Afh:--‚ Af=-4f 


durch eine Berührungstransformation zwischen &,, ..., 2,» Pi, +, 2, und 
U: Ku Pi --, P, erfüllt werden können. Sollen diese Gleichungen 
insbesondere durch eine Punkttransformation zwischen 2%, ..., 2%, 
und &,..., &, befriedigt werden können, so ist hierzu notwendig 
und hinreichend, daß die beiden r-gliedrigen Gleichungssysteme A,/— 0 
und A’f— 0 gleichviele unabhängige Gleichungen enthalten. 

Dieser Satz erlaubt immer, zu entscheiden, ob eine vorgelegte 
Transformationsgruppe durch Einführung von zweckmäßigen Variabeln 
auf eine vorgelegte Form gebracht werden kann. 

Der zweite Abschnitt gibt die Bestimmung von allen Gruppen 
von Punkttransformationen einer Ebene. Die angewandte Methode be- 


ruht auf folgender Bemerkung: 
Seien A,f, ..-, 4,/, wo: 
Af=ERyW)P + nm, Mg 
r unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe 


Alsdann besitzt die allgemeinste infinitesimale Transformation der Gruppe 


die Form: ae, 


Selbstanzeigen 135 


wo die c arbiträre Konstanten sind. Man denke sich jetzt die &, und 
_ n, nach den Potenzen von x und y entwickelt. Setzt man voraus, daß 

r>2 ist, so kann man immer die c, derart wählen, daß die infinite- 

simale Transformation &cAf nur Glieder von erster und höherer [413 
> Ordnung hinsichtlich x und y enthält. Hierbei bleiben sogar jedenfalls 
r—2 Konstanten c vollständig unbestimmt. Es gibt daher jedenfalls 
 r— 2 infinitesimale Transformationen, die in der Umgebung des Wert- 
systems = 0, y=(0 von erster Ordnung hinsichtlich z und y sind. 
In entsprechender Weise findet man jedenfalls r — 6 infinitesimale 
Transformationen von zweiter Ordnung, r — 12 Transformationen von 
- dritter Ordnung, und so weiter. 

Bildet man nach diesen Vorbereitungen die Gleichungen: 


4,(A,N)) ad) = 20,4, 


die bekanntlich bestehen müssen, so erkennt man, daß der Wert von 

einigen Konstanten c,,, a priori angegeben werden kann. Ist in der 

Tat A,f eine Transformation i-ter Ordnung und A,f eine Transforma- 

tion k-ter Ordnung, so ist A,(A,(f)) — 4,(A,f)) von @ + %k— 1)-ter 
“ oder noch höherer Ordnung, und daher enthält die rechte Seite der 

letzten Gleichung nur Größen A,f, deren Ordnung gleich oder größer 
als c+h—1 ist. 

| Diese Betrachtung gibt durch verhältnismäßig einfache Rechnungen 
_ die Bestimmung aller Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene. 


2. F.d.M. Bd. X, Jahrg. 1878, S. 258—261. Berlin 1880. 


Diese Selbstanzeige stimmt mit der vorhergehenden fast wörtlich 
überein. 
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Theorie der Transformationsgruppen. [375 
Abhandlung IV. 


Von SorHus Lie. 
Arch. for Math. Ba. III, Heft 3, S. 375—384, Heft 4, 3. 385 —460. Kristiania 1878. 


Im ersten Abschnitte der nachstehenden Abhandlung beschäftige 
ich mich mit der allgemeinen Theorie der Transformationsgruppen 
einer n-fach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit. Ich zeige, daß die 
allgemeine lineare Gruppe und zwei Untergruppen derselben die ein- 
zigen Gruppen sind, die im Infinitesimalen vollständig transitiv sind. 

In dem zweiten Abschnitte betrachte ich alle Gruppen von Be- 
rührungstransformationen einer Ebene. Ich zeige, daß es nur drei 
solche Gruppen gibt, die nicht in Gruppen von Punkttransformationen 
übergehen können. Diese drei Gruppen enthalten beziehungsweise 10, 
7 und 6 Parameter. Als Typen derselben kann man die zehngliedrige 
Gruppe, deren Transformationen alle 00° Kreise einer Ehene in Kreise 
umwandeln, zusammen mit einer siebengliedrigen und einer sechs- 
gliedrigen Untergruppe betrachten. 


Abschnitt \. 


Untersuchungen über die Transitivität der Transformations- 
gruppen im Infinitesimalen:‘ 


Im Jahre 1873 fand ich, daß jede Transformationsgruppe einer 
einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit durch Einführung von zweck- 
mäßigen Variabeln in eine lineare Gruppe umgewandelt werden kann. [376 

Daß der entsprechende Satz für mehrfach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeiten nicht besteht, folgt schon daraus, daß die allgemeine lineare 
Gruppe einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit eine bestimmte 
Anzahl, und zwar n(n + 2) Parameter enthält, während es möglich 
ist, Transformationsgruppen dieser Mannigfaltigkeit mit beliebig vielen 
Parametern anzugeben. 

Als ich indes 1874 (Göttinger Nachrichten, Nr. 22 |hier Abh.1]) 
alle Gruppen einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmte, — 
fand ich, daß alle hierher gehörigen Gruppen, die sich nicht in lineare 


\ 
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überführen ließen, einen gemeinsamen Charakter besaßen. Um mich 
möglichst klar auszudrücken, werde ich wie sewöhnlich unsere zwei- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit (x, y) als eine Punktmannigfaltigkeit, 
und zwar als eine Ebene mit den Cartesischen Koordinaten x, y auf- 
fassen. Bei den Transformationen einer Gruppe werden die Punkte 
der Ebene transformiert, das heißt, in neue Lagen übergeführt; dem- 
entsprechend werden auch die Kurven unserer Ebene in neue Lagen 
übergeführt. Enthält die Gruppe z. B. m Parameter, so erhält eine 
arbiträr gewählte Kurve im allgemeinen durch sukzessive Ausführung 
aller Transformationen der Gruppe 00” verschiedene Lagen. Es gibt 


indes, wie ich sogleich an bekannten Beispielen verifizieren werde, ge- 








invariant läßt. 


wisse ausgezeichnete Kurven, die durch sukzessive Ausführung aller 
Transformationen der Gruppe nicht »”, sondern nur eine geringere 
Anzahl verschiedene Lagen annehmen. 

Man betrachte in der Tat z. B. die allgemeine lineare Gruppe der 
Ebene, die acht Parameter enthält. Vermöge der o0® Transformationen 
dieser Gruppe erhält eine arbiträr gewählte Kurve bekanntlich 00° ver- 
schiedene Lagen. Nimmt man dagegen z. B. eine logarithmische Spi- 
rale, so stellt sich die Sache anders. Denn eine solche Kurve wird 
durch einfach unendlich viele lineare Transformationen nur in [877 
sich selbst transformiert und erhält daher durch sukzessive Ausführung 
aller linearen Transformationen nur 00’ verschiedene Lagen. Nimmt 


man einen Kegelschnitt, so stellt sich die Sache noch einfacher, denn 


ein Kegelschnitt gestattet oo? lineare Transformationen und erhält daher 


- durch Ausführung aller linearen Transformationen nur 00° verschiedene 


Lagen. Endlich erinnern wir auch daran, daß eine Gerade 00° lineare 
Transformationen gestattet und daß sie daher durch Ausführung aller 
linearen Transformationen nur 00°? verschiedene Lagen annimmt. 

Es gibt bekanntlich keine ebene Kurve, die durch Ausführung aller 


linearen Transformationen nur oo! Lagen annimmt, denn es gibt keine 
Kurve, die 00’ lineare Transformationen gestattet, weil die achtgliedrige 
lineare Gruppe der Ebene keine siebengliedrige Untergruppe enthält. 


In der früher zitierten Arbeit fand ich nun, daß es für die lineare 


Gruppe der Ebene charakteristisch ist, daß es keine Kurve gibt, die 


durch alle Transformationen der Gruppe nur »o! Lagen annimmt, anders 
ausgesprochen, ich fand, daß jede Gruppe, die sich nicht in eine lineare 
Gruppe umwandeln läßt, eine Schar von ©! Kurven: 


p(x,y) = a = Const. 


Es ist vorteilhaft, diesen gemeinsamen Charakter der nichtlinearen 


- Gruppen in etwas anderer Weise aufzufassen. Laß mich überhaupt eine 
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beliebige Gruppe mit m Parametern, die die Punkte einer Ebene trans- 
formiert, betrachten. Ich nehme einen Punkt p allgemeiner Lage und 
bemerke, daß es jedenfalls 00”? Transformationen der Gruppe gibt, die 
p invariant lassen. Der Inbegriff dieser Transformationen bildet eine 
Untergruppe, vermöge deren die oo! durch p hindurchgehenden Linien- 
elemente linear transformiert werden. Es sind nun vier Fälle möglich, 
weil die lineare Gruppe, die unsere Linienelemente unter sich [373 
vertauscht, 3, 2, 1, oder keinen Parameter enthalten kann. In den drei 
letzten Fällen gibt es jedenfalls ein Linienelement, das invariant bleibt, 
und folglich gibt es in diesen drei Fällen jedenfalls eine Kurvenschar: 


p(®, Y) m 
die bei der Gruppe invariant bleibt. Wenn dagegen die Linienelemente 
dreigliedrig transformiert werden, so gibt es keine einfach unendliche 
Kurvenschar, die bei der Gruppe invariant bleibt. Infolgedessen kann 
mein soeben besprochener Satz auch folgendermaßen formuliert werden: 

Transformieren diejenigen Transformationen einer Gruppe, die einen 
Punkt der Ebene invariant lassen, die hindurchgehenden ©! Linienele- 
mente durch die allgemeine lineare Gruppe dieser einfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit, so kann die vorgelegte Gruppe durch Einführung von 
zweckmäßigen Variabeln in die allgemeine lineare Gruppe ‚der Ebene 
oder in eine Untergruppe derselben umgewandelt werden. 

Ich vermutete schon 1874, daß dieser Satz sich folgendermaßen auf 
n Dimensionen verallgemeinern ließe: 

Transformieren diejenigen Transformationen einer Gruppe, die einen 
Punkt der transformierten n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit invarıant _ 
lassen, die hindurchgehenden 0""  Linienelemente durch die allgemeine 
lineare Gruppe dieser (n — 1)-fach ausgedehnten .Mannigfaltigkeit, so 
kann die vorgelegte Gruppe durch Einführung don zweckmäßigen Ko- 
ordinaten in eine lineare Gruppe der n-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit umgewandelt werden. 

In dem folgenden Abschnitte werde ich zeigen, daß dieser Satz all- 
gemein gültig ist. Im übrigen beabsichtige ich, in späteren Arbeiten 
weitere Untersuchungen über die Transitivität der Transformations- 
gruppen im Infinitesimalen zu veröffentlichen. [379 


$ 1. Bestimmung der infinitesimalen Transformationen erster Ordnung. 
Die'infinitesimalen Punkttransformationen der n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit &,, 25, ..., x, besitzen, wenn man: 


df df _ 
de En ee da, Pr 
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setzt, die Form: 


&,Pı r &:. Ps E = HE ge A 


wo die &, Funktionen der x sind. 


1. Wenn eine Transformationsgruppe der Mannigfaltigkeit x,, 23, 
.., %, In dem früher erklärten Sinne die größtmögliche Transitivität 
im Infinitesimalen besitzt, so ist leicht zu erkennen, daß ein Punkt all- 
gemeiner Lage vermöge einer Transformation der Gruppe in einen be- 
liebigen benachbarten!) Punkt übergeführt werden kann. Denn gesetzt, 
daß jeder Punkt sich nur auf einer-g-fach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit M, bewegen könnte; alsdann enthielte die vorgelegte M, 00" 
 solehe M,, deren Inbegriff bei der Gruppe invariant sein müßte, 
_ was mit unseren Voraussetzungen in Widerspruch stände. 
Bilde ich daher nach dem Vorgange meiner letzten Abhandlung 
_ über Transformationsgruppen (Bd. III, S. 126 und fg. [hier Abh. IV, 
8. 104f£.]) in der Umgebung eines beliebigen Punktes p die in unserer 
Gruppe enthaltenen infinitesimalen Transformationen nullter, erster, 
_ zweiter, ..., s-ter Ordnung, so erhalte ich n unabhängige infinitesi- 
male Transformationen nullter Ordnung, die die Form: 


Dr ne ee 


erhalten können, wobei die weggelassenen Glieder infinitesimal sind. 

Die infinitesimalen Transformationen erster und höherer Ordnung 
_ lassen p invariant, während dies bei keiner Transformation nullter [380 
- Ördnung der Fall ist. Die Transformationen von zweiter und höherer 
_ Ordnung lassen zugleich die durch » gehenden Linienelemente in- 
variant, was zugleich bei einer Transformation erster Ordnung nämlich: 


2 m t%Ppt +2,09, +70 =22,m 4° 
i der Fall ist?) Eine jede andere Transformation erster Ordnung: 


PORR/ PO 7 ie 








_ transformiert die durch » gehenden Linienelemente. Da nun die oo‘-! 
- Linienelemente durch die allgemeine lineare Gruppe mit n?— 1 Para- 
© metern transformiert werden sollen, so muß die vorgelegte Gruppe @ 
der M, jedenfalls n®— 1 unabhängige infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung, die zugleich von der Transformation &x,p, +: un- 
_ abhängig sind, enthalten. Auf der anderen Seite ist klar, daß @ nicht 
_ mehr als n* infinitesimale Transformationen erster Ordnung enthalten 








1) An dieser Stelle soll das Wort „benachbart“ nicht „infinitesima. 
_ benachbart“ heißen. 
2) Im Texte wird der Punkt p zu Origo gewählt. 
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kann, weil die allgemeine Transformation erster Ordnung &,,a,, 2,9, +: 
nur n? Parameter enthält. 

2. Daher sind zwei Fälle denkbar. Entweder enthält @ n? infinite- 
simale Transformationen erster Ordnung, die man sämtlich erhält, wenn 
man in dem Ausdrucke: 

2,9, +: 
den Indizes © und k sukzessiv alle Werte 1,2,...,n gibt. Oder auch 
G enthält nur n?— 1 Transformationen erster Ordnung, unter denen 
keine die Form Zx,p, +: besitztp weil diese Transformation die durch 
Örigo gehenden Richtungen invariant läßt. Für diesen letzten Fall 
werde ich die Form unserer n®— 1 Transformationen erster Ordnung be- 
stimmen. 

Es ist zunächst klar, daß @ eine infinitesimale Transformation 
der Form: 

H, = 2,2, +e2&x,P,+::: («= Üonst.) [381 
und zugleich eine Transformation der Form: 


H, = 2,9, + BZx,p, +: (ß = Const.) 


enthält; also enthält sie zugleich die Transformation (H,H,), die 
die Form: 
HN =1p —- 194° 
besitzt. Sie enthält ferner die Transformation (H, H,), deren Form ist: 
2 (2, Ps) Be 
so daß « gleich Null ist. In entsprechender Weise ergibt sich, daß @ 
eine jede infinitesimale Transformation der beiden Formen: 

u a vn 
enthält. Hiermit sind nn — 1) +n—1=n?— 1 Transformationen 
erster Ordnung gefunden, die in @ enthalten simd, und nach unserer 
Voraussetzung gibt es keine weiteren Transformationen erster Ordnung. 


$ 2. Gibt es Transformationen, deren Ordnung größer als eins ist, 
so gibt es n? Transformationen erster Ordnung. 


Laß mich nun voraussetzen, daß die Gruppe @ nur n?—1 infinite- 
simale Transformationen erster Ordnung enthält, und laß mich ver- 
suchen, die Transformationen höherer Ordnung zu bestimmen. 


3. Setze ich 
2 (3) (n) 
H”=29+:, HH =-0m+:,.., H = up, +. 
n+i1 (n +2) 
EN 1m - Mt 1:6 = u - Gt‘, 
(2n —1) 
BR) H, =. - Pt 
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und ist dabei s die höchste Ordnung einer in der Gruppe enthaltenen [382 
infinitesimalen Transformation, so erkennt man leicht (Vergl. meine dritte 


 Abhandl. über 'Iransformationsgruppen, Bd. III, S. 113, 114, 129 [hier 


Abh. IV, S. 94, 95, 106f.]), daß es eine infinitesimale Transformation 
s-ter Ordnung, etwa H, gibt, die 2» — 2 Relationen der Form: 


| HH) BA, (Hr HH, 
erfüllt. Ich bilde die Jacobische Identität: 
(Ba ala Hm) (zaRa)Rn )\ı 


hierdurch ergibt sich, daß A, = O0 ist. In entsprechender Weise ergibt 


sich, daß: 
=h=:.=k-0 


ist. Setzt man nun: 
| H,=:n +59 +: +3,92. +-°;; 


wo die & ganze homogene Funktionen s-ter Ordnung von &,, %, ..., © 
sind, so lösen sich die Gleichungen: 


GH) 0. rn 


in die folgenden auf: 


d£, z dE, e 
Ma ed, ir. =, 
a5, _ d5, = 45, = 
Id, _\ 7 dx, SzE 0, ’ 4 de, 3 0, 
ds, d$, a a5, en 
4 dx, 0, % da, a 0, aeg L de, & Pe 0. 


Hier ergibt sich nun zunächst, daß &, nur von x, abhängt, daß &, nur 
von x, und x, abhängt, daß &, nur von x, und x, abhängt, usw. Also ist: 


i 5, = Ai, 
somit: 
i de, 
% da, TE) Men Azi 


und durch Integration, indem man [sich] erinnert, daß &, nur von [383 
x, und x, abhängt: 


= An + Bi (#>1). 


3 Hiermit haben wir gefunden, daß H, die Form: 


B,=Aap +% 2m + +2 2,29,)+ 
+ Ben, tBun4 Ban t: 


besitzt. 
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Wir bilden die Gleichungen: 
(& Pi Zi 1 ) Hi) ur cH,, 


oder ausgeführt: 
AS- Yan ta pt + 2.) + 
+ Bs21P+ + Be + Dap+ = aH, 


Hieraus ergibt sich, indem man %k sukzessiv die Werte 2, 3,..., n gibt, 
daß nur ein einziger unter den Koeffizienten A, B,, B,,..., B, von 
Null verschieden ist. H, besitzt daher entweder die Form: 


$ 
Pt “>1), 
oder die Form: 


$ al, s—1 
mt LBmt ta Pt 


Hat H, die Form xp, +: , so enthält die Gruppe eine Trans- 
formation der Form 


(Wp,+, 2m + )=-Ümn sl mt 
und zugleich die Transformation 
(m sa amt, mt) el mt 
Nun aber ist s>1, 2s— 1>s, und also führt unsere Hypothese zu 
der Unmöglichkeit, daß die Gruppe eine infinitesimale Transformation 
enthielte, deren Ordnung größer als s wäre. 
H, besitzt somit die Form: 
at at He nt [384 
Unsere Gruppe enthält eine Transformation der Form: 
Ps E= ae: 
und also zugleich die Transformation: 
Gt ,BA) am 
und endlich auch die Transformation: 
at M-A-) mr 
Wäre nun s>2 und also auch 2s —2>s, so enthielte die Gruppe 


infinitesimale Transformationen, deren Ordnung größer als s wäre, was 
von vornherein ausgeschlossen ist. Also ist s= 2, und: 


1 
* 


H,= 29 + Dt tt 
vorausgesetzt, daß die Gruppe überhaupt infinitesimale Transformationen, 
deren Ordnung größer als eins ist, enthält. 


ee st > 
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Die Gruppe enthält die Transformation p, +: und also zugleich 


_ die Transformation: 


Mt, H)=22p t%Pp+ +2,90, +. 


Nun aber gibt es für jedes k eine in der Gruppe enthaltene Transfor- 
_ mation der Form: 





12V u 79 a 
daher schließen wir, daß unsere Gruppe eine jede Transformation der 


Form: 
X,P, + BR 


und also zugleich eine jede Transformation: 


17 u 


enthält. Dies steht indes im Widerspruche mit unserer Annahme, daß 


die Gruppe nicht n? sondern nur n?— 1 Transtormationen erster Ord- 
nung enthalten soll. Also schließen wir, daB s— 1 ist. 

Satz 1. Enthält unsere Gruppe nur n?— 1 infinitesimale Trans- 
formationen erster Ordnung, so enthält sie: keine Transformation, deren 
Ordnung größer als 1 ist. 


$ 3. Enthält die Gruppe n? Transformationen erster Ordnung [385 


und außerdem einige von höherer Ordnung, so ist sie mit der 
allgemeinen linearen ähnlich. 


Ich betrachte eine Gruppe mit n? infinitesimalen Transformationen 
pP 


erster Ordnung: 


%;P,+ a 


die zugleich Transformationen höherer Ordnung enthält. Ich werde 


zeigen, daß die größte Ordnung gleich zwei ist; ich bestimme darnach 


alle Transformationen zweiter Ordnung und zeige endlich, daß die 
Gruppe durch Einführung von zweckmäßigen Koordinaten in die allge- 
meine lineare übergehen kann. 

4. Indem ich ganz wie im vorangehenden Paragraphen verfahre, . 
erkenne ich, indem ich die Maximumsordnung mit s bezeichne, daß 
die Gruppe eine Transformation der Form: 


Al, pı Tr Ü0gDs r Be +2 '%,P,) az 
+Bamp +Bam + +Bap, + 
enthält; dabei ergibt sich, wie damals erstens, daß nur ein einziger 


unter den Koeffizienten A, B,, B,,..., B, von Null verschieden ist, 
zweitens, daß jede Form: 


zip, Be (k>1) 
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unmöglich ist, drittens daB s = 2 ist, so daß die betreffende Transfor- 
mation die Form: 


K-E9p +59 t traut 
besitzt. 
Es ist dabei leicht, weitere Transformationen zweiter Ordnung zu 
finden; denn es ist! 
29 +,K)- Kant 2 + mut 
(an +, RK) = Bun + Hudt  TBumı 


(2,Pı I Be K,) = K, B IK Pı + X„Xg Pa a£ ae ei zD, ar ee 
womit n unabhängige Transformationen zweiter Ordnung gefunden [386 
sind. Gibt es weitere Transformationen zweiter Ordnung: 


L E La, ,.%;%,P, r a: 
so muß bekanntlich: 


(KL)=0,'RL)=0,..., (K,LD) = 
sein und also auch: 
K, RK, 
(KD)=0, I LD\=0,..., I L)=0 


sein. Hieraus folgt, daß L eine Funktion von: 


et %s T, 
Dunn 
sein muß, daß also: 
== X, I, Cn 2 
L-2(2,0,..,)@mnt ram to) 
ist; also wird: 
2= Zap _ Funk _...— I A;un ik 
3 ei, a X 8, 
und also auch: 
Zzpß;x 
2—_ Fr 3 
1 
so daß: 
L= zß, K, 
wird. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß die Gruppe keine weiteren Trans- 
formationen zweiter Ordnung als K,, K,,.., K, enthält. Sie hat da 
her im ganzen: 

n+tn+n=n(n+2) 
infinitesimale Transformationen, das heißt genau soviele wie die allge 
meine lineare. Wir werden zeigen, dab sie in dieselbe übergeführ! 


werden kann. 
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- 9. Ich setze: [387 
29 + =R, Um tBBt+ +02) + =, 


' und bemerke zunächst, daß die 2» Transformationen R, und S, auf- 
gefaßt als Funktionen von &%,,...,%,, Pi, ---,?„ unabhängig sind, 
“weil dies in der nächsten Umgebung von Origo der Fall ist. Ich be- 
merke ferner, daß Relationen der Form: 


(58)=0, (RS)=0, (R,S,) = 8 
(BR)= Gu9ı + 6,2998 Es ee 


n 


"bestehen, s0 daß die R, und S, (Bd. I, 8. 184 [hier Abh. III, 8, 68]) 
‚eine 2n-gliedrige ee bilden. Ich setze: 


Basis, -+0,8,= Rl 


in” n 


und führe darnach die Ri als neue R, ein. Dabei ist es möglich, die 
Konstanten «@,,; derart zu wählen, daß alle Koeffizienten c,,, und c,,, 
verschwinden. 

Sodann bilde ich die Jacobische Identität: 


A (BR)RBS+(R,RIJR)+(R,RyR)= 0, 
ge oraus: 
Zul6r0(8,R,) er rate R,) Ar Cl, R,)] = 0 
und dureh Einsetzung der Werte der Größen (S,R,): 
ud rt. 


i LIT KEN 
rn aber ergibt sich, daß: 


Cs si Cr d 


Ehe 5 


E.. beißt, daß alle c,,, gleich Null sind. 
& Hiermit haben die zwischen den 2» unabhängigen Funktionen 
R, S, stattfindenden Relationen die Form: 


(RR)=0,,(RS)=0, (RS)=8 





ö » 88) = 0 

na 

er halten, so daß die Funktionengruppe R,, S, mit der Gruppe R, S%, wo: 
a ; 

R=-un, Senap+-.- + pl) [388 


BE. ungen ist. 

Also schließen wir (Math. Ann. Bd. VIII, 8. 271, Satz 51 [1874, d. 
Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 16, Nr. 35]), daß es eine ee 
mation gibt, vermöge a 

| R=-R, ,—-8 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 10 
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ist. Diese 2» Gleichungen bestimmen überdies die betreffende Be- 
rührungstransformation vollständig. 

Nun aber lehren die Entwickelungen meiner dritten Abhandlung 
über Transformationsgruppen (Bd. III, S. 125 [hier Abh. IV, S. 103]), in- 
dem ich zugleich berücksichtige, daß unter den 2n linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen: 


R=0, 2-0 
n unabhängig sind, daß die Transformation: 
R=R%, S,=M 
eine Punkttransformation ist. | 
6. Es handelt sich darum, den Ausdruck einer jeden Transformation: 
T,=2p, + 
in den Variabeln x°, p° aufzufinden. Ich setze: 
T,=uR%+ U. 
Alsdann nehmen die Relationen: 
(T,8)=0, (TS) = 8; (r Sk) 
m) (=. 
Hieraus ergibt sich, indem wir wie früher (Nr. 4) verfahren, daß: 


) N) a N) 
Det at He, 


ı 


die Form an: 


ist, wobei die Konstanten c,,, ohne wesentliche Beschränkung [389 


gleich Null gesetzt werden können. 
Es ist uns also gelungen, vermöge einer Punkttransformation die 


n(n + 1) Gleichungen: 
pp + = VERDI MERP 


zu befriedigen. 
Es steht zurück, die Form der Transformationen: 


pt BP, n 
in den Variabeln x°, p’ zu bestimmen. Es ist: 


(PFS)=-2TN, +73 + + Tat 28 


(PS) = 7, + 24,9, 
(PS) = Tat 2:80, 


er Tat Zus. 
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Um diese Gleichungen zu vereinfachen, führen wir die Größe: 
Pr + 24T, 


wo die w,, Konstanten sind, als neues P% ein, und wählen die u,, 


' derart, daß alle A,, verschwinden. Setzen wir sodann: 
ee = £R V, 

‚so finder wir zur Bestimmung von V die n Gleichungen: 
KEN)=0, EN-0 .., (AN=, 

woraus wie früher folgt, daß: 

| V=2v,8, 

ist, und daß daher: 

| Pn=n 

gesetzt werden kann. 

In dieser Weise ergibt sich, daß jede Transformation nullter Ord- 

nung P;+::: In den neuen Variabeln die Form p° besitzt, so daß [390 

‚die vorgelegte Gruppe mit der Gruppe: 

| m, u RAM Ham), 


E 


das heißt, mit der allgemeinen linearen Gruppe ähnlich ist. Also: 
; 











Theorem I. Enthält eine Gruppe, die im Infinitesimalen voll- 
fündig transitiv ist, infinitesimale Transformationen, deren Ordnung 
rößer als eins ist, so kann die Gruppe durch Einführung von zweck- 
äßigen Variabeln in die allgemeine lineare übergeführt werden. 


$ 4. Enthält eine Gruppe »? infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung und keine höherer Ordnung, so ist sie mit einer 
linearen Gruppe ähnlich. 


Nach dem Vorangehenden gibt es zweierlei Gruppen, die im In- 
nitesimalen vollständig transitiv sind und welche dabei keine Trans- 
ormation von zweiter oder höherer Ordnung enthalten. Wir werden 
ukzessiv diese beiden Kategorien betrachten. 


%. Laß uns zunächst voraussetzen, daß die Gruppe n?— 1 infini- 
simale Transformationen erster Ordnung enthält. Dieselben besitzen 
lie Form: 

TI +, R=eumn - amt <R). 
Ich betrachte die 2» — 2 Transformationen: 


Ta Ts om By Bu,» R 
10* 
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und bemerke, daß sie, aufgefaßt als Funktionen der x,, p, unabhängig 
sind und dabei eine (2%» — 2)-gliedrige Funktionengruppe bilden. 
Setze ich nun: [391 


08.2056 RT ER 
T,=- dp, R=-um UP 


so ist es zunächst möglieh, durch eine Berührungstransformation die 
Gleichungen: 
Ze, R,=R, 


zu befriedigen. Man erkennt ferner, indem man wie früher verfährt, 
daß die letzten Gleichungen insbesondere auch durch eine Punkt- 
transformation erfüllt werden können. Es handelt sich darum, die 
Form der Transformationen: 


9 +:'=Ta 


in den neuen Variabeln zu bestimmen. 
Es ist, wenn wir [“>1 und] % > 1 annehmen: 


(1) (Tu Tn)—0 (zn, 
(2) (Tu I) = Im 

(3) (Tu R) —0 G2:,3Z%), 
(4) (Tr R) = Tu 

(8) Tu BR) = Ta 


Diese Gleichungen genügen zur Bestimmung von: 
Tat + 5m 
Setzen wir nämlich z.B: i=2,k=35, 
Ta amt. Tun, 7 


so kommt zunächst, (1), (2), indem wir @,,p, statt x, pt schreiben: 


2 Ze =-(, z Fr —&=I0, 2 = %, % an 02, og 
„a0, m zn INN ge 0 
ao Do dan 
j | 4 
no me 0 a 


woraus sich ergibt, daß &, nur von x, abhängt, daß &, von &,, Le, % 
abhängt, daß endlich die übrigen &, nur von &, und x, abhängen. Zur 
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näheren Bestimmung von $&, benutzen wir die Gleichungen (3), (4), 
(5), woraus: 

d l& 

9 2, Er Zn 


a tg > u 


welche zeigen, daß &, = O ist; es folgt ferner, daß die übrigen &, nicht 
von x, abhängen. Zur Bestimmung von &, benutzen wir die Glei- 


chungen: 
de de 
9a Aa ta 
di, dd, a 
ar da, ma :da, =, 


welche zeigen, daß auch &, verschwindet. In entsprechender Weise er- 
gibt sich, daß alle &,, ausgenommen &,, verschwinden. Zur Bestim- 
mung von &, benutzen wir endlich die Gleichungen: 


ds de 
mem men 
dE, d5; 
de, Dan, +5,=5$ 
zusammen mit den früheren Gleichungen: 1398 
I aa, 
de, er , 


und finden somit, daß: 
5 =% 


Ty; = 28,9, = % 9; 


und infolgedessen: 


F ist. 


In ganz entsprechender Weise erkennt man, daß immer, wenn k>]1: 


T;, = &;P, 


ik 


‚ist. 


Ss. Wir müssen nun den Fall %=1 betrachten. Laß uns z.B. 


_ versuchen, die neue Form der Transformation: 


: Tı = 25», 
zu bestimmen. 
Es ist: 
(6) (TieFrı) = R,, 
(9) nn 
& (BT,,) =- 2T,,, 


(9) (R,T,,) =—1,,- 
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Die beiden ersten Gleichungen geben: 


as, ds, d&, 





7 a, %,, % Fee =, 4 de, 0, 
as d$, ad de; 
Da a Ba 
ds ds dE, 
Es, a de, =. j de, = Si m Ya) 
woraus folgt: 
% pr 
= tfan), = x fa) + 9). [394 
Die Gleichungen (8), (9) geben: 
as ds 
7 > — id rn = 5, It a 25, 
ds „48 
er ee en, 
woraus: 
x es a5, 
f=0, Ss — I dx, 0; 
sie geben ferner: 
ds dE, , 2 
I g, ra 25, 
dE, TEEN, 
ı de, sd & 
woraus folgt: 
5, =0 
52 
Es ist ferner: 
ds as . 
1d : Y2 dr. =— 25, 
d& dE 
7 d ; nz PR zu = 
woraus folgt: .' 
| Be 
und ebenso im allgemeinen: 
; 14" 0. 
Also wird: 
T,, =D 
und in entsprechender Weise ergibt sich überhaupt: 
Tyı = U Pı- 
9, Jetzt steht nur zurück, die Form der Transformationen: 
Pr, u... 5 1395 


zu finden. Es ist bekanntlich: 
(T,;, P,)= Zac Tıt Zd,R,, 
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wo die Koeffizienten c,,, d, möglicherweise zugleich von j abhängen. 
Um diese Größen näher zu bestimmen, bilde ich die Jacobische 
Identität: 


(ZuP9T) + PR IT) + AT) 9, 


wo das letzte Glied wegfällt, weil (7,,7,,) gleich Null ist. Es be- 
stehen Gleichungen der Form: 
(Dik)) =—P, +224,T,+&uR, 
(TıP)Tı) = TaP) + ZT, + 2&2BTıt dh, 
_ wobei zu bemerken ist, daß die letzte Gleichung keine Doppelsumme 
_ enthält; es ist ferner: 
(PT) = 229,T,+ 29h, 
(PT 93T) ZT t 295 Tı te, 


91 


und also kommt dureh Einsetzung eine Relation der Form: 


(T,,Pı) - 2a,T,+2&b,T,.+ 26T, t+aR,+eR,. 


[7 


| 
Nun aber ist klar, daß der Index g, der links nicht auftritt, auch rechts 
: 


nicht in ausgezeichneter Weise auftreten kann, daß also: 
b=e=V(. 
Also bestehen Relationen der Form: 


(T,P,) = 2,0,T,, + 2,0,T +d,R,. 


Um dieselben zu vereinfachen, führen wir: 
P,+221,T4+ ZuR. 


als neues P, ein. Indem wir die A,, passend wählen, erreichen wir, 
daß alle c,, und d, verschwinden. Indem wir darnach die u, pas- [396 
send wählen, erreichen wir zugleich, daß: 


‘wird. Um weitere Vereinfachungen zu erreichen, bilden wir die Identität: 


5 (T,,PDT,ı) ge Keen Zr (2,10) Ser 0, 
‚wo wiederum das letzte Glied wegfällt. Nun ist: 


7 0917 


(T,, Rt. = a,T (CB T,) Tz1) = — «(I Yu 


also kommt: 


h m 
& la ma 


lad 
woraus folgt, daß: 


a,,= 0 a>1) 
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ist. Indem wir [uns] nun erinnern, daß auch a,, gleich Null ist, er- 
kennen wir, daß die (7',, P,) sämtlich verschwinden: 


Zu) —=(. 
PR=8n+:. + a 


so erhalten wir zur Bestimmung der &, die folgenden Relationen: 


Setzen wir nun: 


a 0. 4u_o 
5) ’ 


"ide, dx, Ed 


woraus: 


= 89, . dx (m Ps Em "sr 2,P,)- 
Es ist, wenn wir { und k größer als 1 annehmen: 


a?E . 
(Ds P,)= T; 2, » z= T, a (X Pa a5 Ba as %,P,.); 


LESE AR, 
und da dieser Ausdruck für jedes / größer als 1 die Form: 


zZ, in. + Zu, RB 
besitzen soll, so ist: 
dE, 


= «a, = Const. 36 
Er sonst [397 


und: 
8, f(zı) + ,%, FE ee. + R,%, 


wo alle « ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden können: 
i d 
P=fa)m + en GR +::+2,2,)- 


Zur näheren Bestimmung von /(&,) bilden wir die Gleichung: 


(10) (R,, P)=-- PR, +24,I,+2uR, 
woraus: 
d : 2 g) «' 
I re 
und: 
dr 
& Fr = Az, 


und durch Integration: 
f - Ax, Are B ’ 


P,=Bp, +Aa, 9, +89 +'''+2,2,.): 
wo die Gleichung (10) zeigt, daß die Konstante A gleich Null sein 


muß. Also können wir: 
2 zu 2 


setzen, und dementsprechend ist überhaupt: 
P,=Pr: 


Ä 
| 





' 
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Hiermit haben die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe 
die folgende Form angenommen: 


Pr %Pr FıPı 7 KuDes 
und also ist die Gruppe mit einer Untergruppe der allgemeinen linearen 


ähnlich. Also: 


Theorem 11. Enthält eine Gruppe, die im Infinitesimalen voll- 
ständig transitiv ist, nur n? — 1 Transformationen erster Ordnung, 
so ist sie mit einer linearen Gruppe ähnlich. 


10. Jetzt betrachten wir Gruppen mit n? Transformationen 398 
erster Ordnung (und keiner von höherer Ordnung): 
BU 60 in, 
wo jetzt ? und / verschieden oder einander gleich sein können. 


Ich betrachte die 2» — 1 Transformationen: 
Iren Ar 


1n? nn) 
die eine (2» — 1)-gliedrige Funktionengruppe bilden. Setze ich: 
ur — Ti 
so ist zunächst klar, daß die 2%» — 1 Gleichungen: 
ne 
durch eine Berührungstransformation erfüllt werden können. Man 
erkennt ferner in der gewöhnlichen Weise, daß diese Gleichungen ins- 
besondere auch durch eine Punkttransformation befriedigt werden 
können. 
Es handelt sich darum, die Form der übrigen Transformationen 
el: 
in den neuen Variabeln zu finden. 
Ich werde zunächst die Form von: 
Is ob r 2 052 


(Ti2T23) - 115; 
(Tal) = 9; 
(1,5 T35) ls, 
(Ty, 735) = ds) 
(Tyr T,;) =0. 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich wie früher, daß: 


bestimmen. Es ist: 


re 
T,,=23P, 


» 
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ist, und in entsprechender Weise erkennt man, daß überhaupt: [399 


Tr = U Mi yr- 
Zur Bestimmung der Größe 7,, bilden wir die Gleichungen: 
(TsTı)=Tı- Te 
(T,: T,,) EN Tan 
(7,731) te T,1, 


(T,,T3,)= T3,, 
(Tr T,,)=9, 


aus denen wie früher folgt, daß: 

T,= ap 
ist. Dementsprechend ist: 

m on 


1l. Es steht somit nur zurück, die Form der x» Transformationen 
nullter Ordnung: 


De 


n 


zu bestimmen. Hierzu schlagen wir genau denselben Weg wie in der 
Nummer 9 ein. Es ist: 


Mh = 22c0,T,,: 


wo die Indizes ‘ und % jetzt einander gleich oder verschieden sein 
können. Um die Koeffizienten c,, näher zu bestimmen, bilden wir die 
Jacobische Identität: 


(ZıPJT) + (RP TwZ) tt (ZuTwP)=0 W>ui>1n 02) 
wo das letzte Glied wie gewöhnlich wegfällt. Nun bestehen Glei- 
chungen der Form: 

(7ıP)=-Pıt 224,0 
KRiR)2) = (7,,Pı) <E 2«T jk u Zß,T, FE Y,(Dı: ; T,;); 
wobei in der letzten Gleichung die Größen 7,, und 7,, nur in [400 
der Kombination 7,, — T7,, auftreten. Dementsprechend findet man: 
(P,T,ı) = 327,1; 

((P,T,,) T,)= ZT. + 29; N NE 
und also kommt durch Einsetzung eine Relation der Form: 
(T,P,)= 2aT Ar 2b,T Fe 3cT,+ d(Tı = T,,) + e(T,ı - To 


wo wir wie früher erkennen, daß der Index g, der links nicht auftritt, 


5 4: Nr.20,%1. 9n* 108: Trf.1.0. 155 


auch rechts nicht in ausgezeichneter Weise auftreten darf, daß also 
b,=e=(0 und: 


Rz 1) -=2Z nd;rl jk “ 2, lan + d, ‚Dir = T,,). 
Um diese Relationen zu vereinfachen, führen wir: 
P +224,T,+2u, (Z,r- L,) BR 


als neues P, ein. Indem wir die A,, passend wählen, erreichen wir, 
daß alle c,, und d, verschwinden; indem wir darnach u, passend wählen, 
erreichen wir, daß auch: 
4, = 0 

wird. Um noch weitere Vereinfachungen zu erreichen, bilden wir die 
Identität: 

(T, PT, 1) ds (P, An) T,,) au (2,02) or O 
wo das letzte Glied wegfällt. Es ist: 

(TuP)Ta)= 0,1, (BIT) = 


also kommt: 


T,1 


0,,T;ı — a lad; 


das heißt, es ist: 
| a,=0. 


- Erinnern wir [uns] nun zugleich, daß: 


a,=0, 1,=0, d,= [401 
Bist, so erkennen wir, daß die (7, P,) sämtlich verschwinden: 
. i es a P;) u 
Setzen wir nun: 
u &9 + me = JR 


de 5 dE, 


| 

| 

| 

3 

» so erhalten wir zur a der &, die folgenden Relationen: 
1 

: ’dam da 


En 


de, : 
‚woraus: 


nennt 2 En (ap + GE 2:0): 


Nun ist, wenn wir i und k ei als 1 annehmen: 


Ä d . 2 
(T,Pı) = nn pP, +% De (2,25 + Lo 


“und da dieser Ausdruck für jedes © größer als 1 die Form 34,,7,, 
besitzt, so muß: 
“ a8, 
e ehe Const. 
und: 

seat +: tat, 
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[sein], wo alle «, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden können; 


d 
P-fala ta at Hp): 
/uur näheren Bestimmung von f bilden wir die Gleichung: 


(Ty Pı) =— P+24,T 

woraus: 
df : . i 

Tas Frreid zu 

und: 
l 
x Fr = Az, [402 

und durch Integration: 


f=-4Ax, +B, P,=By, +Aa m +%Rr+ + 1,0.) 


wo A ohne Beschränkung gleich Null und B= 1 gesetzt werden kann: 


P=Pp: 
In entsprechender Weise erkennt man, daß überhaupt: 
P,=Pp, 


gesetzt werden kann, und also erhalten die infinitesimalen Transforma- 
tionen unserer Gruppe in den neuen Variabeln die Form: 


Pı> ; LPır 
so daß die Gruppe in eine lineare Gruppe umgewandelt worden ist. 
Indem wir hiermit unsere früheren Ergebnisse vereinigen, können 
wir das folgende fundamentale Theorem aussprechen: 


Theorem III. Ist eine Transformationsgruppe einer n- fach ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit im Infinitesimalen vollständig transitiv, 
so sind drei Fälle möglich, weil die Gruppe entweder n(n + 2) oder 
n(n + 1) oder n(n + 1) — 1 Parameter enthalten kann. Im ersten Falle 
ist die Gruppe mit der allgemeinen linearen ähnlich; in den beiden letzten 
Fällen ist sie mit einer Untergruppe der allgemeinen linearen ähnlich.‘ 


Abschnitt VI. [208 


Bestimmung aller Gruppen von Berührungstransformationen 
einer Ebene. 


In diesem Abschnitte bestimme ich alle Gruppen von Berüh- 
rungstransformationen einer Ebene, welche nicht durch eine zweck- 
mäßige Berührungstransformation in Gruppen von Punkttransforma- 


1) Ist n—3, so müssen die Entwickelungen der Nummern 9 und 11 modifi- 
ziert werden. Hierüber mehr bei einer anderen Gelegenheit. 





| 
; 
j 


u. u Ze Be a Fr Be Ze A Pk Vettel ie 
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tionen umgewandelt werden können. Da ich nun im vierten Abschnitte 
alle Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene bestimmt habe, 
so erhalte ich durch Vereinigung dieser Theorien eine vollständige 
Theorie der Transformationsgruppen einer Ebene. 


S 5. Vorbereitende Untersuchungen. 


12. Als Koordinaten eines Linienelements in der Ebene benutze 
ich wie gewöhnlich die Größen x, y, p. Dabei soll wie gewöhnlich die 


Gleichung: i s 
y—pdı = 


ausdrücken, daß die Elemente «, y, p und x +da, ı y+dy, p+dp 
vereinigt liegen. Dies vorausgesetzt, ist eine Berührungstransforma- 
tion nach meiner Definition eine Transformation zwischen den Varia- 
beln x, y, p, vermöge deren die Gleichung: 
dy— pde=0 
invariant bleibt. 
Ich interpretiere x, y, p als Punktkoordinaten eines dreifach aus- 
gedehnten Raumes. Die Gleichung dy — pdz = 0 ordnet jedem Punkte 
dieses Raumes oo! Fortschreitungsrichtungen dy, dx, dp zu, und zwar 


‚liegen diese Richtungen in einer Ebene, die dem betreffenden Punkte 


zugeordnet ist. 
Eine Transformation!) zwischen x, y, p, die don Punkt 2, 20, % 


invariant läßt, transformiert die durch diesen Punkt hindurch- [404 


gehenden Biekbunsin, insbesondere vertauscht sie die o0'! Richtungen, 
die dy—pdx=0 erfüllen, unter sich. 

Dies vorausgesetzt, werde ich eine Gruppe von Transformationen 
zwischen &, %, p betrachten. Es gibt immer gewisse Transformationen, 
die einen arbiträr gewählten Punkt x,, Y,, 2, invariant lassen. Die- 
selben bilden eine Untergruppe; sie transformieren die durch #9), Yo» Ps 


gehenden Linienelemente, und zwar durch eine lineare Gruppe. Durch 


diese Gruppe werden die oo! Linienelemente des Büschels: dy - pdx—= 0 
unter sich vertauscht. 
Es sind nun vier verschiedene Fälle denkbar, je nachdem die 


 Linienelemente des Büschels: dy— pdxz=0 nullgliedrig, eingliedrig, 





- zweigliedrig oder dreigliedrig transformiert werden. In den drei ersten 
- Fällen gibt es jedenfalls eine Gleichung der Form: 


df df dr 
dx ne 


1) Die im Texte betrachteten Transformationen zwischen x, y, p sollen immer 


- Berührungstransformationen sein. 
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(wo P eine gewisse Funktion von x, y, p bezeichnet), die die Trans- 
formationen der Gruppe gestattet. Integriert man das simultane System: 


dz dy dp 


1 p B 2 
durch die beiden Gleichungen: 
U=a=Cont., V = b=- Const., 


so ist der Inbegriff der 00° Kurven im Raume, die durch die beiden 
letzten Gleichungen dargestellt werden, invariant bei der Gruppe. Eli- 
miniert man darnach p, so erhält man eine Gleichung: 


f(z, Yy, 4, b) en 0, 


die 00? Kurven in der Ebene darstellt. Der Inbegriff dieser [405 
Kurven ist bei der Gruppe invariant. Es gibt nun eine ganz bestimmte 
Berührungstransformation, diejenige nämlich, die durch die Gleichung: 


Ma, Y, & y)= 0 


definiert wird, die die oo? Kurven: f(x, y, a, b) = 0 in die Punkte der 
Ebene überführt. Vermöge dieser Berührungstransformation geht die 
vorgelegte Gruppe über in eine Gruppe, die den Inbegriff aller Punkte 
der Ebene invariant läßt. Die ‘neue Gruppe ist eine Gruppe von 
Punkttransformationen. Hiermit ist der fundamentale Satz bewiesen: 

Satz 1. Kann eine Gruppe von Berührungstransformationen nicht 
in eine Gruppe von Punkttransformationen übergeführt werden, so müssen 
diejenigen Transformationen der Gruppe, die ein arbitrür gewähltes Wert- 
system x, y, p invariant lassen, die Fortschreitungsrichtungen dx, dy, dp 
des Büschels: dy — pda = 0 dreigliedrig transformieren. 

Hieraus folgt nun zunächst, daß jedes Wertsystem x, y, p durch 
eine Transformation der betreffenden Gruppe in jedes benachbarte über- 
geführt werden kann. Denn gesetzt, daß es oo! zweifach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeiten: 

p(x, y, p) = a — (onst. 
gäbe, die bei den Transformationen der Gruppe invariant blieben. Als- 
dann bliebe diejenige Richtung dx, dy, dp, die die beiden Gleichungen: 


dp dp dp ı _ 22 = 
Frhr 2 ri Zu) dy— pda = 0 


befriedigte, bei denjenigen Transformationen invariant, welche das be- 
treffende Wertsystem z, y, p invariant ließen. 

Unsere Gruppe enthält daher in der Umgebung eines beliebigen 
Wertsystems x, y, p drei infinitesimale Transformationen nullter [406 
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Ordnung. Sie enthält ferner nach dem Vorangehenden drei Transfor- 
mationen erster Ordnung. Also enthält sie im ganzen jedenfalls sechs 
infinitesimale Transformationen. Dies gibt: 

Satz 2. Eine Gruppe in der Ebene, die sich nicht in eine Gruppe 
von Punkttransformationen umwandeln läßt, enthält jedenfalls sechs Para- 
meter. 

13. Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen läßt sich nachweisen, 
daß jede Gruppe, die nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen 
übergehen kann, eine Untergruppe mit jedenfalls fünf Parametern ent- 
hält, welche in eine Gruppe von Punkttransformationen umgewandelt 
werden kann. Hierzu ist es notwendig, zuerst einige Untersuchungen 
über lineare Gruppen vorauszuschicken. 

Wir stellen uns als Hilfsproblem die Aufgabe, alle linearen Grup- 

_ pen einer Ebene zu finden, die einerseits eine Gerade invariant lassen, 
_ andererseits die Punkte dieser Geraden dıeigliedrig transformieren. 

| Benutzen wir x und y als Cartesische Punktkoordinaten und setzen 
_ dabei, wie wir pflegen: 

af 2 df 


so bestimmen die sechs infinitesimalen Transformationen: 


», 9, 2%q, vD, 22, yq 


a RA an a lt tan an Men kan nl naar ie Zr ni en 


die allgemeinste lineare Gruppe, die die unendlich entfernte Gerade in- 
variant läßt. Bemerken wir nun, daß die drei Transformationen: 


pP, % Xp +ryq 


die Punkte der unendlich entfernten Geraden invariant lassen, während 
‚die drei Transformationen: 





%9, yPp, zPp—yq 
dieselben Punkte dreigliedrig transformieren, so kann unser Hilfsproblem 
‚auch folgendermaßen formuliert werden: 


„Finde die allgemeinste Untergruppe der sechsgliedrigen [407 
Gruppe p, 9, 29, yP, xp, yq, die drei Transformationen der Form: 


H, = zq+ 4A, p + Ba + G,(ap-+yg), 
H,=ap — yg+ Apr+Bg+ G,(cp + yg), 
H, = yp+ A;p + B,q + C,(zp + yq) 


enthält.“ 
\ 14. Laß mich zunächst die allgemeinste dreigliedrige Gruppe der 
Form H,, H,, H, bestimmen. 
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Es ist: 
(H,H,)=— 224 + (A+AR—- 4C)r+ 
+(B,G- BC, — B, — 43)9; 
(B,H,)= —- 2yp+ (46, - 40 + B -A)Pr 
+(B,6, — BC, + B,)g; 
(A,H,)= ap - yg+ (B + 49 — 4,C\p+ 
+ (B,% — BG — A3)9; 
also erkennen wir zunächst, daß: 
=06,=-6G,-0 


ist, so daß die drei letzten Gleichungen sich folgendermaßen verein- 


fachen: | 
(H,H) = —- 2294 +A»-— (B, + A)ga=- 2H,, 


(B,H)=—2yp +(B —- A)p+ Bya=— 2H,;, 
(H,H,)= ap — yq+ Bp— A,g— AB, 
Man findet ferner zur Bestimmung der Koeffizienten A, B, C die fol- 


genden Relationen: 


Aus DB 4- 2D, 


BR A— 23,1, B-.2B, 
B- 4 — 4A, - DB 
woraus: 
A=0, %=B, B=-4A, B-0 
und: 
H,=ag9+Ba, H,=ap — ya + Bıp — 49, [408 
H,;= yp + 4;P, 
oder: 


H,-(@+B)g, B-@+B)r-y+ A), -WrA)P- 
Führt man daher «+ B, als neues x und y+ A, als neues y ein, SO 
erhält unsere Gruppe die Form: xq, «p — yq, yp. Also: 

Satz 3. Die Gruppe: xq, xp — yq, yp ist die allgemeinste dreiglie- 
drige lineare Gruppe der Ebene, die eine Gerade invariant läßt und dabei 
die Punkte dieser Geraden dreigliedrig transformiert. 


15. Wir suchen jetzt die allgemeinste viergliedrige Gruppe der 
Form: 


= xzqg+4A,p + Ba + Ger + ug), 
= ap—ygq+ Asp + B,q + Os(ap + Yg), 
= yp+ Asp + Bag + Gap + yq), 
ar 4A,» + B.g+ C,(&p + vg). 


RIRN 
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Ist C, verschieden von Null, was wir zunächst voraussetzen werden, 


so kann: 
G=-6,=(0=-0, G=1 


gesetzt werden. Indem man darnach wie soeben die Ausdrücke (H,H,), 
(H,H,), (H,H,) bildet, erkennt man, daß auch die Koeffizienten A,, 
B,, As, B,, A,, B, gleich Null gesetzt werden können: 


H,=xq, H,= xp — yq, H,= yp, H,=zp+yq+ A,p+ Byg. 


Es ist: [409 


(H, H,)=— 4,9, (H, H,) =—B,p», 


also muß sowohl A, wie DB, gleich Null sein. 
Ist andererseits ©, — 0, so erkennt man wiederum, indem man die 


Ausdrücke (H,H,), (H,H,), (H,H,) bildet, daß: 
on, 


sein müssen; man erkennt ferner, daß A,, B,, A, B,, As, B, gleich 
Null gesetzt werden können: 


H,=xq, H,=aıp-yq, H,=yp, H,=4P»+ Bo. 


_ Nun ist: 

| (Z,H)=—-4,a, (H,HA)=— aP) 
| so daß sowohl die Annahme A, S 0, wie die Annahme B,S0O zu Con- 
tradictio führt, und also muß €, von Null verschieden sein. Dies gibt: 


Satz 4. Die Gruppe: xq, xp, yq, yp ist die allgemeinste viergliedrige 
lineare Gruppe, die eine Gerade invariant läßt und welche dabei deren 
Punkte dreigliedrig transformiert. 





16. Diese beiden Sätze genügen für das Folgende. Doch füge ich 
hier noch das Folgende hinzu. Eine jede fünfgliedrige lineare Gruppe, 
die die unendlich entfernte Gerade invariant läßt und dabei deren Punkte 
dreigliedrig transformiert, enthält drei Transformationen der Form: 


er z2q+4A,p + Bg+ G,(zp + yq), 
H,=xp —yq+4Ar+ Ba + Gl(ep + yq), 
| H, = yp+ Asp + Ba + G,(zp + yq), 
und jedenfalls eine von der Form: [410 
H,=Lp+ Ma. 


Nun ist: | 
(H,H,)=LC,p+(L + MGC,)g. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V ul 
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Enthält daher unsere Gruppe nur eine Transformation der Form 
Lp + Mg, so muß: 
LO, =eoLl, L+MCG,=oM 


sein, woraus folgt, daß: 


L=0 


sein muß. In entsprechender Weise erkennt man durch Bildung des 
Ausdrucks (H,H,), indem man fortwährend annimmt, daß die Gruppe 
nur eine Transformation der Form Lp + Mg enthält, daß M = O0 ist, 
womit wir indes auf Contradietio geführt sind. Also muß die Gruppe 
zwei Transformationen der Form Lp-+ Mg enthalten, so daß sowohl 
p wie q der Gruppe angehört. Daher kann man: 


A=-B=-4=-B=-4-B=-0 


setzen. Indem man darnach die Ausdrücke (H,H,), (H,H,), (H,H,) 
bildet, erkennt man, daß (, =-(,=0,—0 ist. Also: 

Satz 5. Die Gruppe: xq, zp — yq, yP, P, q ist die einzige fünfglie- 
drige lineare Gruppe, die die unendlich entfernte Gerade invariant läßt 
und welche dabei deren Punkte dreigliedrig transformiert. 


Wir bemerken, daß sowohl die dreigliedrige Gruppe: xq, «p — yg, 
yp, wie die viergliedrige Gruppe: 29, xp, yq, YP Origo invariant läßt. 
Also: 

Satz 6. Transformiert eine dreigliedrige oder viergliedrige lineare 
Gruppe der Ebene die Punkte einer invarianten Geraden dreigliedrig, so 
läßt die Gruppe zugleich einen außerhalb der (Geraden gelegenen Punkt 
invariant. 

17. Wir wenden uns nun wieder zur Betrachtung einer beliebigen 
Gruppe @ in der Ebene, die nicht in eine Gruppe von Punkttrans- [411 
formationen umgewandelt werden kann. Wir interpretieren wie früher 
x, y, p als Punktkoordinaten eines dreifach ausgedehnten Raumes. 

Diejenigen Transformationen, die ein arbiträr gewähltes Wertsystem 
x, y, p invariant lassen, transformieren die hindurchgehenden Rich- 
tungen dx, dy, dp durch eine lineare Gruppe, die die Ebene des 
Büschels: dy — pdx = 0 invariant läßt und dabei die Richtungen des 
Büschels dreigliedrig transformiert. Also zeigen die Entwickelungen 
der vorangehenden Nummer, daß die betreffende lineare Gruppe, wenn 
sie nieht mehr als vier Parameter enthält, zugleich eine außerhalb der 
invarianten Ebene gelegene Richtung invariant läßt. Hat sie aber mehr 
als vier Parameter, so enthält die vorgelegte Gruppe @ jedenfalls acht 


Parameter. 


De 
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Hat daher @ nur 8—g Parameter, so existiert immer eine bei 
der Gruppe invariante Gleichung: 


x af df 


nr rae+pil=0, 


wo X, Y, P gewisse Funktionen von &, y, p sind. Ich integriere das 


simultane System: 
de _dy _dp 
= 


durch die beiden Gleichungen: 
f(&, 9 pP) = a— Const, gp(x, y, pP) =b = Const,, 


die 00? Kurven im Raume x, y, p bestimmen. Diese Kurvenschar bleibt 
eo ipso bei der Gruppe invariant. Hierbei werden‘ die Kurven der 
Schar unter sich vertauscht, und zwar vermöge einer Gruppe @,, die 
höchstens sieben Parameter enthält. Früher (Bd. II, 8. 125 [hier Abh. IN; 
3. 103]) haben wir aber gesehen, daß jede (7 — r)-gliedrige Ga 
einer zweifach-ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit eine (—-r-—])- 
gliedrige Untergruppe besitzt. Hieraus schließen wir, daß die (8 —g)- [aı2 
gliedrige Gruppe @ eine (8 — g — 1)-gliedrige Untergruppe besitzt. 

Also enthält die (8 — g)-gliedrige Gruppe @. jedenfalls eine fünf- 
gliedrige Untergruppe, die bekanntlich (Satz 2) in eine Gruppe von 
Punkttransformationen umgewandelt werden kann. 

Ist auf der anderen Seite eine Gruppe mit acht oder mehr, etwa 
8 + q Parametern vorgelegt, so bilden diejenigen Transformationen der- 


selben, die ein beliebig gewähltes Wertsystem x, y, p invariant lassen, 


eine Untergruppe mit höchstens 8S+qg— 3 Parametern. Durch fort- 


gesetzte Anwendung dieser Operation erhält man jedenfalls zuletzt eine 
- Gruppe mit mehr als vier und weniger als acht Parametern. Da nun 
_ aber eine solche Gruppe nach dem Vorangehenden immer eine fünf- 
‚gliedrige Untergruppe enthält, so können wir den folgenden wichtigen 
- Satz aussprechen: 


Satz 7. Kunn eine Gruppe von Berührungstransformationen in der_ 


Ebene nicht selbst in eine Gruppe von Punkttransformationen übergehen, 
‚so enthält sie jedenfalls eine Untergruppe mit 5 + q Parametern, die in 


eine Gruppe von Punkttransformationen übergehen kann. 


$ 6. Bestimmung derjenigen Gruppen, die eine vorgelegte 
Gruppe umfassen. 


18. Wenn man wünscht, alle Gruppen von Berührungstransfor- 


mationen einer Ebene zu bestimmen, so kann man zwei Wege, einen 


direkten und einen indirekten wählen. 
11* 
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Im ersten Falle wendet man eine Methode an, die mit der in dem 
vorangehenden Abschnitte benutzten genau verwandt ist. Man bestimmt 
zuerst die in der Gruppe an Transformationen erster Ordnung, 
wobei nach dem vorangehenden Paragraphen vier wesentlich verschie- 
dene Fälle eintreten können. Darnach bestimmt man die Anzahl [413 
und Form der Transformationen höherer Ordnung. Endlich versucht 
man, die hiermit gefundenen Typen auf bestimmte Normalformen zu 
bringen. Diese Methode, die theoretisch vollkommen ist, verlangt indes 
ausführliche Rechnungen, die ich bis jetzt nicht durchgeführt habe. 

Bei der zweiten Methode, die mich 1874 zur Erledigung des ge- 
stellten Problems führte, stützt man sich auf Satz 7. Man nimmt suk- 
zessiv alle Gruppen von Punkttransformationen, die fünf oder noch 
mehr Parameter enthalten, und sucht die allgemeinste Gruppe von Be- 
rührungstransformationen, in der die betreffende Gruppe enthalten ist. 
Hierdurch findet man sukzessiv alle Gruppen von Berührungstransfor- 
mationen in der Ebene, 

Wünscht man alle Gruppen zu un die eine vorgelegte Gruppe 
G, mit den Transformationen H,, H,, ..., H, umfassen, so kann man 
sich zunächst auf solche et 6 


r+m' 


Be: 


r+m 
beschränken, die keine Untergruppe der Form: 
nr (a>0, «<m) 
enthalten. Darnach suchen wir die allgemeinste Gruppe @,, „.n: 
ee a en: Se 


die die Gruppe G,,„ umfaßt und welche dabei keine Untergruppe 
der Form: 


f 


Dis 


ne (B>0, b<n) 


enthält, usw. Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man zuletzt 
alle Gruppen, die @, umfassen, dabei selbstverständlich vorausgesetzt, 
daß es eine begrenzte Zahl solcher Gruppen gibt. 

Es handelt sich also darum, zu zeigen, wie man, wenn eine Gruppe 
@G, vorgelegt ist, die allgemeinste Gruppe @,,, findet, die @, [414 
umfaßt und welche dabei keine Untergruppe @ enthält, die eben- 


falls G@, umfaßt. 


19. Sei H,, ..., H,, ..., H, die vorgelegte Gruppe @,, und laß 


mich voraussetzen, daß die q ersten Transformationen H,,..., 4, 
eine Untergruppe bilden und dabei durch Relationen der einfachen Form: 


(H.,HA)=-4H +Ad +: +4mnHn <9 


rt+a 
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verknüpft sind. Sei: 


Br, de 
eine beliebige Gruppe, die G, umfaßt, und sei überhaupt: 
(4, H,) = — Sau H, 
Bilde ich nun die Ausdrücke: 
s=H mr 1 
Af= PP PTR, &; ze; 2 


so ist bekanntlich: 
(4,4;) = Zondsf 


Ich setze: 
ac) if 
a “ d 
Bf Br u Cr; FR k=1,2..,0) 
s=r+li=1 8 


und bemerke dabei, daß c,,, immer verschwindet, wenn: 


k<zr+l, s>r i<r+l; 


also kommt: 


Bf = 5 Zee st (k=1,..., 9) 


s=r+1 i=r+1 


Nun ist klar, daß: 
(B,B,) = Ze, „Bf, 
daß also: 
(B;_,B;) = G_} „ıBı 12.202602, PRERE® > FI 
vorausgesetzt, daß % nicht größer als qg ist. Also schließen wir L415 
(Bd. II, S. 114 [hier Abh. IV, S. 94f.]), daß es jedenfalls ein Wert- 


system «) De «a gibt, das g(w—r) Gleichungen der Form: 
Ba. =D. a, 
erfüllt. 
Ich setze 


a H,,+::: te ®!H-K 


ah r+1 


und bilde den Ausdruck: 
(KH,) = (3a) H,,, H) = > 2 (HB), 


Gr 7432 


a0 a he Se ch 1 a he eh. a a ee eine Gau a te tete sr ze ts Be ee ee % 


woraus: 
(KH) - Nat, Ze, ,..H 
’ 
Nun aber ist, wenn wir k<q+1,s>r annehmen: 


Ze = B,u9 = b,o°. 


ir +j,k,s a, 
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Also kommt eine Relation der Form: 


(KH,) = wÄht++wH,+ a, 
s=er+1 
oder, was auf dasselbe hinauskommt: 


(KH)=wH, +: --+uH,+b,K. 


Man erhält q solche Gleichungen, indem man % sukzessiv gleich 
1, 2,..., q setzt. Dieselben dienen zur Bestimmung von K. Ich 
spreche den gefundenen Satz folgendermaßen aus: 

Satz 8. Sa H,..., H,,..., H, eine vorgelegte Gruppe, deren q 
erste Transformationen durch Relationen der Form: 


un) ZE5 4, def un re Tr 2, H:; @<a+1) 


verknüpft sind. Wünscht man nun alle Gruppen zu finden, welche die 
r-gliedrige Gruppe umfassen, so bildet man q Gleichungen der Form: 


(HK)=c,H, +: :+0,H,+0K* «=42...,0 [ae 


und bestimmt die allgemeinste Größe K, die diese Gleichungen erfüllt. 
Gibt es überhaupt eine Gruppe, die die vorgelegte umfaßt, so enthält sie 
eine von H,, ..., H, unabhängige T. ransformation der Form K. 

Wir werden sehen, daß dieser Satz zur Bestimmung aller Gruppen 
von Berührungstransformationen einer Ebene genügt. 


S 7. Gruppen von Berührungstransformationen, die eine lineare Unter- 
gruppe entha.ten. 


Ich werde nun sukzessiv eine jede Gruppe von Punkttransforma- 
tionen mit fünf oder mehr Parametern betrachten und diejenigen 
Gruppen von Berührungstransformationen bestimmen, welche die be- 
treffende Gruppe umfassen. i 


Ich benutze hierbei meine frühere Bestimmung von allen Gruppen 
von Punkttransformationen einer Ebene (Bd. III, $. 125 [hier Abh. IV, 
S. 103 ££.]). 


20. Laß mich zunächst die fünfgliedrige lineare Gruppe: 
H=q, H,=p, H=ag, H=ap—ya, H=yp 


betrachten. Dabei bemerke ich, daß die vier ersten Transformationen 
paarweise Relationen der Form: 


AA t + 4,_,H;_, 
befriedigen. Daher lehrt Satz 8, daß jede Gruppe von Berührungs- 
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transformationen, die unsere fünfgliedrige Gruppe umfaßt, eine Trans- 
formation X enthält, die vier Relationen der Form: 


(1) : 0,6) 20H, T «K, [417 
(2) (», K)="2B,H, + PK, 
(3) (29, K)= 2y,H, PR, 
(4) (ep —yg, K)= 2&0,H, + 08K 


“erfüllt. Ich behaupte, daß die Koeffizienten «, ß, y gleich Null sind. 
Dies folgt aus einem allgemeinen Satze, den ich hier einschalten 

werde: 

Satz 9. Bestcher zwischen den Transformationen H,,..., H,, K 

Relationen der Form: 


EHH)-8e,H, (HKV=Z2@H,+eK, (H,K)-ZB,H,+BK, 
so besteht zugleich eine Relation der Form: 
(H,HA)K)=&cH,. 
Beweis. Ks ist: 
(H,H)K)+ (HH) + (KH)H,) = 0, 
_ woraus durch Einsetzung: 


- ((H,H,)K) = (Z6,H, + BK, H,)— (Ze,H, + eK, H,) 
und: 


— ((H, HK) = ZB,(H,H,) — B(£o,H, + eK) — 
— Za,(H,H,) + e(ZB,H, + BR). 
Da alle (H,H,) sich linear durch die H, ausdrücken, folgt, daß die 


“ rechte Seite sich durch die H, ausdrückt, was zu beweisen war. 
Diesen Satz wenden wir auf (1), (2), (3) an. Es ist: 
Er -v)--4 (mar-yD-nm (map -y)——2ug 
und also folgt, daß: 


= ß=y=0 

& ist. Es bestehen daher drei Relationen der Form: [418 
dK 

(5) dy Sa; 5, pP +9 

dK 

(6) | pt m, 


=. dK dK 3 
(7) Ber w! dry = 5P 28 n39; 
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wo die &, und 7, nur von x und y abhängen. Die Gleichungen (5) und 
(6) zeigen, daß K die Form: 


K=-öp+tnga+8&%l(p,d 
besitzt. Gleichung (7) zeigt, daß @ eine Relation der Form: 


an 
9 Apr Ba 


befriedigt, und also ist: 
re, 


wo W(g) homogen von erster Ordnung hinsichtlich q sein muß, so daß: 
Wa)=Du 


ist. Man kann daher ohne a 
p® 
nl, K=-0# + Ep ng 


setzen. Wäre nun () =(,so wäre Ä eine Punkttransformation, was 


wir ausschließen De Also kommt, indem wir © gleich 1 setzen, 


K- + &p+ng. 


Der Ausdruck (yp, K) ist eine infinitesimale Transformation, die 
der gesuchten Gruppe angehört. Es ist: 


\yp, K) = z +&P+mg4=K&,. 1419 
Ferner muß auch die Transformation (yp, K,), die die Form: 


(yp, R,)=2 r +8&P+ n9=K&, 


1 
r 


besitzt, unserer Gruppe angehören. 

Indem man in dieser Weise fortfährt, erkennt man, daß unsere 
Gruppe, welche auch die Zahl » sein mag, immer eine Transforniatiol 
der Form: 


ni ter tung 


ER 7 Se BE a a re a 3 


enthalten müßte. Dies ist indes unmöglich, und also erhalten wir 
den Satz: 

Satz 10. Ist die Gruppe p, q, xq, 2p — yg, yp in einer Gruppe — 
enthalten, so besitzt die neue Gruppe jedenfalls noch eine [infinitesimale] 3 
Punkttransformation. 





aaa dach a Lt nn mi ll ld ad Ü 2 Lo Bien 2 Bl A el et er Ale Be a ee ee 
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21. Ich betrachte jetzt die lineare Gruppe: 


H,=9, H,=xp — ygq, 
H=P, H, = yp, 
H,=xg, H,= yq 


und suche die allgemeinste Gruppe, die dieselbe umfaßt. Ich erkenne 
wie soeben, daß die neue Gruppe eine Transformation X enthält, die 
drei Relationen der Form: 


(q, H) Ze 2a,H,, (P, H) Ir zZ, H,, (xq, H) == Zy,H, 


befriedigt. Hieraus schließen wir wie früher, daß K die Form: 
K=- > +8 +ng [420 


besitzen muß; und es ergibt sich dabei, daß A = 0 ist, so daß K eine 
Punkttransformation wird. Also 

Satz 11. Eine jede Gruppe, die die sechsgliedrige Gruppe q, P, xgq, 
xp, yq, yp umfaßt, enthält jedenfalls noch eine [infinitesimale] Punkt- 
transformation. 


22. Endlich betrachten wir die allgemeine lineare Gruppe: 


HA,=9 H,=yp, 
H,=p, H,=yg, 
A,=xq, H,=»°p + ayg, 
ED 4, RS aypryg 


und suchen die allgemeinste Gruppe, die dieselbe umfaßt. Indem man 
genau wie in den beiden vorangehenden Nummern verfährt, erkennt 


man, daß eine jede Gruppe, die die allgemeine lineare Gruppe umfaßt, 
_ jedenfalls noch eine [infinitesimale] Punkttransformation enthalten 
- müßte. 


Früher (Bd. IIL, S. 138 u. fg. [hier Abh. IV, S. 114ff.]) haben wir 
nun gesehen, 1) daß die allgemeine lineare Gruppe in keiner umfassen- 
deren Gruppe von Punkttransformationen enthalten ist, 2) daß die all- 
gemeine lineare Gruppe die einzige Gruppe von Punkttransformationen 


ist, die unsere sechsgliedrige lineare Gruppe umfaßt, 3) daß die allge- 
- meine lineare und unsere sechsgliedrige lineare Gruppe die einzigen 


Gruppen von Punkttransformationen sind, die unsere fünfgliedrige lineare 


‘Gruppe umfassen. Also erhalten wir durch Vereinigung unserer früheren 


Ergebnisse den folgenden Satz: 
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Satz 12. Eine jede Gruppe, die eine Untergruppe von einer |421 
der folgenden Formen: 
1) 9, P, %q, cp — yq, YP, 
2) q, P, 29, 2P, 99, YP: 
3) q, P, 29, zp, yq, yp, @’p + 2yq, zyp + y’q 


enthält, ist eine Gruppe von Punkttransformationen. Sie ist überdies eine 
lineare Gruppe, die selbst eine von den drei vorangehenden Formen besitzt. 


$ 8. Über Gruppen mit einer Untergruppe der Form: 
1, 99, Y’q, P, 2P oder 4, 49, 94, P, XP, ap. 


23. Ich betrachte jetzt alle Gruppen, die eine Untergruppe 
der Form: 


H,=q, HB,=»p, H,=-14, H=ıv, H=y4 
enthalten. Die Relationen 
(H,H,)=0, (HH,)=H, (HH)=®, 
(BH,)=0, (HH)=-H,, 
(B,H,) = 0 


zeigen, daß die neue Gruppe jedenfalls eine Transformation K enthält, 
die vier Relationen der Form: 


(1) (H,K)= Za,H,, 

(2) (H,K)= Zß,H,, 

(3) (H,K)= Zy,H,+YK, 

(4) RSSH OR > fa22 


erfüllt. Also ist nach (1), (2): 
H=-2Alp,)+5P +79 


und dabei ist nach (3), (4) X bestimmt durch eine beliebige unter den 
Gleichungen: 


de de 
ae a une), Del Don 
wobei wir [uns] erinnern, daß 2 die Form: 


2 -ıW(?) - qW(a) 
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besitzt. Hieraus ergibt sich die Gleichung: 


x" =BW+Ca+D, 


deren Integral eine verschiedene Form besitzt, je nachdem ß gleich 
Null oder verschieden von Null ist. 


Erster Fall: BZ0. 
24. Ist 8 verschieden von Null, so ist: 
W=La+Ma+N, 


woraus: 


so daß K, das keine Punkttransformation sein darf, die Form besitzt: 
ß 
K= 3, +84 


wo ß nicht gleich 1 sein darf, weil X sonst eine Punkttransformation 
wäre Es ist nun leicht, weitere infinitesimale Transformationen der 
neuen Gruppe zu finden. 

Es ist: | [+23 


(y?q, K) =2(B — 1) Yy ai Tapınn 
womit jedenfalls eine neue [infinitesimale] Berührungstransformation: 
K-y +&p+mq 
gefunden ist. Es ist ferner: | 


(y’g, Ki) = (2B — Di = — +&p + ng, 


womit, wenn wir vorläufig: 


ah UL Lu UL u la DL ZL LU 1 2 a ne ee ers 


2821 


annehmen, eine dritte [infinitesimale] Berührungstransformation: 


R= y?- 





gefunden ist. Ferner ist: 
F 


(y’q, K, 2) = 2A = ee. 


‚womit eine vierte |infinitesimale] Berührungstransformation der Gruppe 
‚gefunden ist. 
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Nun aber können wir bei unseren Konstruktionen von neuen 
Gruppen immer annehmen, daß die neue Gruppe höchstens drei 
Transformationen mehr als die vorgelegte enthält. Daher 
brauchen wir die Hypothese: 


BZ0, 2 -1Z0 


nieht weiter zu verfolgen. 
Ist dagegen: 


Be. 


so besitzt (y?q, K,) die Form $p + ng. Dieser Fall verlangt daher eine 
spezielle Diskussion. Es ist in diesem Falle: 


K=Ypg +8p + ng, 
wo wegen (1) und (2): [424 
E=a®t+py, n=ryY ter 
gesetzt werden können. Nun ist: 
(vp, K)= — 4YVpq + (eu? — By)p + exq, 

welcher ‘Ausdruck wegen (4) die Form: 

Ä 206,H, +0K, 
wo d6=— }, besitzen muß. Also kommt: 


a0, B=9, y=d, e=() 
und: 


K=Ypg. 


(y’q, K)= — yVod- 


Man verifiziert nun leicht, daß die sieben Transformationen: 


Es ist ferner 


9,P, 99, XP, y?q, Vra, yYrq 


eine siebengliedrige Gruppe bilden. Es fragt sich, ob diese Gruppe in 
eine Gruppe von Punkttransformationen übergeführt werden kann. Dies“ 
ist, wie ich an einem anderen Orte ($ 12) nachweisen werde, in der 
Tat nicht möglich. Hier beschränke ich mich auf die Bemerkung, daß 
die Gleichungen: 


eine Berührungstransformation bestimmen, die unserer Gruppe die Form 


‚ ‚ RR VER N; 0 G p: Bi 
94,P; V2B, 2.20 Y [425 
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gibt. Diese neue Form ist deswegen einfacher, weil sie eine sechs- 
gliedrige Untergruppe von Punkttransformationen in Evidenz treten 
läßt. Ich behalte mir, wie gesagt, vor, die gefundene siebengliedrige 
Gruppe später eingehend zu diskutieren. 


Zweiter Fall: ß=0. 


25. Sei jetzt = 0. Alsdann ist: 
dw 
ul) 
und: 
W=D.lgx+Ca+E, 2=g.lg) +Cp+Ea, 
so daß man setzen kann: 
K=g.log7 +8p +ma. 
Es ist: 
(vg, K)-— 2yg lg +hptma—K,, 


| vg, K)- 2yra.lg, tr tma=K,. 
_ Man findet ferner, daß (X,, K,) die folgende Form besitzt: 


— 4y°q (log ler (ep +nlgt+fa,), +&p + mg, 


und also sind hiermit vier unabhängige neue Transformationen gefunden. 
| Da wir indes immer voraussetzen dürfen, daß die neue Gruppe höch- 
stens drei neue Transformationen enthält, so brauchen wir die Hypo- 
these ß = 0 nicht weiter zu verfolgen. 


26. Wir fragen jetzt nach Gruppen von Berührungstransforma- 


tionen, die eine Untergruppe der Form: 


9, 99, y’q, p, zp, @p [426 
enthalten. Die nachstehende Diskussion ist mit den Entwickelungen 
‘der vorangehenden Nummer fast identisch. 
| Es ist zunächst klar, daß die neue Gruppe eine Transformation X 
‘enthält, die vier Gleichungen der Form: 


(5) (4, K)=&uaH,, 
(6) (p, K)= Zß,H,, 
(Ü) (yg, K)= Zy,H, + YK, 
(8) (ap, K)= 208,4, +0K 


erfüllt. Die beiden ersten zeigen, daß X die Form: 
| K-&p,g+öp+ma 
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besitzt. Die beiden letzten geben zur Bestimmung von 2, das bekannt- 
lich gleich gW(p:q) =qW(r) gesetzt werden darf, eine Relation der 
Form: j 
aW 
Hier können wieder zwei wesentlich verschiedene Fälle eintreten, je 
nachdem ß gleich Null oder von Null verschieden ist. 
Ist 8 gleich Null, so muß wie in der vorangehenden Nummer: 


K=q.lg\ +8p+ng 


sein, und daher findet man durch fortgesetzte Ausführung der Opera- 
tion (y?q, K) jedenfalls vier infinitesimale Berührungstransformationen, 
die ‚nicht in der vorgelegten sechsgliedrigen Gruppe enthalten sind. Da- 
her brauchen wir auch jetzt die Annahme 8 = OÖ nicht weiter zu ver- 
folgen. 

Ist andererseits 8 von Null verschieden, so muß K die Form: 


po 
ge-1 7 gp E nq [427 


besitzen, und durch sukzessive Ausführung der Operation (y’q, K) er- 
kennt man, daß ß gleich 4: 


K=Vpg +&p+ng 
sein muß. Die Gleichungen (5) und (6) zeigen, daß: 
en ne dus 


gesetzt werden können. Nun ist: 


(ep, K)= — 4 Vpq + (Zu? — By)p + Y29, 
welcher Ausdruck wegen (8) die Form: 


26,H,—-IKE 
besitzen muß. Also ist: 
-ß=y=ö=l(, 
und: 


K=Vpg. 
(Ypg, ya) =yVpa=K,, 
(Ypg, ap) =xzVpq=K,;, 
(uYpg, ®p) = zyVpq = K;. 


Hiermit sind vier neue [infinitesimale] Berührungstransformationen 


Es ist: 
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gefunden. Man verifiziert leicht, daß sie zusammen mit den sechs vor- 
gelegten infinitesimalen Transformationen eine zehngliedrige Gruppe 
bilden. 
Wir werden später nachweisen, daß diese zehngliedrige Gruppe: 





q, yq, y°q, P, xp, xp 
Vra, yVYpa, zVpg, zyYpq 


nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen umgewandelt [428 
‚werden kann. Wir bemerken übrigens, daß die neue Gruppe vier 
Transformationen mehr als die vorgelegte Gruppe enthält. Daher 
brauchen wir eigentlich die gefundene Gruppe nicht weiter zu berück- 
sichtigen, weil wir wissen können, daß wir dieselbe an einer anderen 
Stelle unserer Untersuchungen wiederfinden werden. 

Doch ist es zweckmäßig, schon hier zu bemerken, daß die Be- 
rührungstransformation: 








I en 
u er 


unserer Gruppe die folgende Form gibt: 





d, zq, ©q, P, yq, ap, ap + 2xyg 


2 2 2 
| m 2mpteT, Aygttaptt 








EDiese neue Form ist deswegen bemerkenswert, weil sie eine sieben- 
 gliedrige Untergruppe von Punkttransformationen in Evidenz treten läßt. 

Die Untersuchungen dieses Paragraphen haben uns zwei Gruppen 
von Be gegeben, die, wie wir später nachweisen, 
nicht in Gruppen von De en umgewandelt werden 
können. 


rn en I Zen ER a ET LIE ae TE ET ee Er la ie re eh ae tee 7 Dr re 


| 
$ 9. Die Untergruppe transformiert oo! Kurven nullgliedrig oder [429 
| eingliedrig. 


Ich betrachte in diesem Paragraphen sukzessiv alle Gruppen von 
‚Punkttransformationen, die die Kurven einer Schar nullgliedrig oder 
‚eingliedrig transformieren, und suche jedesmal Gruppen von Berührungs- 
‚transformationen, die die vorgelegte umfassen. 





| 27. Enthält eine Gruppe von Berührungstransformationen eine 
"Untergruppe von der Form: 


Xo9, Xı9, N] X,q, eg X0; 
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so hat sie jedenfalls eine infinitesimale Transformation X, die r Rela- 
tionen der Form: 
(X,g, K) = 20,X,+0,K 
erfüllt. Es ist dabei klar, daß man annehmen kann, daß jedenfalls 
r Größen «,, z. B. &,, &,-..,«&,_,, gleich Null sind. Außerdem kann 
man ohne Beschränkung: 
X=l 
setzen. 
Es bestehen daher Relationen der Form: 


dK 
(9 K) == dy Bed 2(x)g, 


(Xq, K)-X Eu ur - = 2,(2)q, 
also kommt: 
IK 
CHE 


woraus: 


2 2,(x)p + Di, y, 9), 

oder, da K von erster Ordnung hinsichtlich p und q sein soll: 
K- 2,(e)p ne Wie, Yy)q, 

womit nachgewiesen ist, daß K eine Punkttransformation ist. 


28. Enthält eine Gruppe von Berührungstransformationen eine [430 
Untergruppe von der Form: 


Agy.2., Ayly-2, X,9, 49, 
(Ag, vg) = Ayq | 
ist, jedenfalls eine Berührungstransformation X, dier Relationen der Form: 
(X,g, K) = 2Zu,,X,g = 2,(a)q, 


erfüllt. Durch Ausführung kommt: 


so gibt es, da: 


dK ak ; i 

X, dy 375 4X, dp == 2, (2)q (=1,3,3,4,..4r) 

woraus hervorgeht, daß: 
RK ; 

En = ©(2) “ 


dp 


K= &(a)p + F(x, „4 


ist. Also ist X eine Punkttransformation. 


und: 


29. Enthält eine Gruppe von Berührungstransformationen eine H 
Untergruppe der Form: 


Aa an ACD, 


.. ir a ra a a LE er a ee en ee Ta ee Ei. 
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so gibt es jedenfalls eine Transformation X, die vier Relationen der Form: 
(Kg, K)=%(a)ga+wp+BK 
erfüllt. Daher gibt es jedenfalls zwei Relationen der Form: 

(Ag, K) = 2,(2)g, 


oder der äquivalenten Form: 


„ar ‚dK 
X; dy —qX, dp = 3,(2)q, 
woraus folgt, daß: 
=F(), K=-Fla)p + fla, wg: [431 


Ge 
30. Sei endlich: 
Ad, AsQ, Ayg, 2. A,Q, 49, P 
die vorgelegte Gruppe. Es ist: 
(X,9, 99) = X,q 


Daher enthält jede Gruppe von Berührungstransformationen, die unsere 
Gruppe umfaßt, jedenfalls eine Transformation X, die drei Relationen 
der Form: 


(Kg, K)— Ala)a +99 + ip 
befriedigt. Also muß auch jetzt: 


m» F@y, K-F@Wp+r@ na 
sein, so daB ÄK eine Punkttransformation ist. 

Hiermit ist der folgende Satz erhalten: 

Satz 13. Enthält eine Gruppe von Berührungstransformationen eine 
(5 + )-gliedrige Untergruppe von Punkttransformationen, die die Kurven 
einer Schar nullgliedrig oder eingliedriy transformieren, so enthält sie 


| jedenfalls noch eine [infinitesimale] Punkttransformation außer denjenigen 


der Untergruppe. 


$ 10. Die Untergruppe transformiert ©! Kurven zweigliedrig. 


Wir betrachten sukzessiv alle Gruppen von Punkttransformationen, 
die oo! Kurven zweigliedrig transformieren, und suchen Gruppen von 


 Berührungstransformationen, die die vorgelegte Gruppe umfassen. 


31. Sei vorgelegt eine Gruppe der Form: 


4, 29,.2°9, ..:,.2°9, 2, ©p + Y (2, 9)g, [432 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 12 
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wo r größer als 1 angenommen werden kann. Die neue Gruppe ent- 
hält jedenfalls eine Transformation K, die drei Relationen der Form: 
(1) (,K)=-3a,H,, 
(2) (p, K)= ZPB,H,, 

(29, K) yG Zy,H, 
erfüllt. Die beiden ersten zeigen, daß: 

K-2(p,a+tsptng 

ist. Die dritte gibt zur Bestimmung von & eine Gleichung der Form: 


dA 


I up =Ap+bBba, 


so daß: 


At, K-7 tert 


gesetzt werden darf. 


Man kann nun (Bd. III, S. 159 [hier Abh. IV, S. 129]) jedenfalls: 
Y=Ly+Ma*' 
setzen. Also zeigen die Gleichungen (1) und (2), daß: 
E=aa®+ßy, n=yat'+2alay+ er Xt’+gpy 

gesetzt werden kann. Es ist: 
(0q, RK) = (— 2ra”='+ Ba’)p + [pa’+ (2aL— ar)a''— rßya’”')g; 
und dieser Ausdruck soll sich linear durch die H, ausdrücken. Also 
muß, da r größer als 1 ist: 


B= 0 [433 


sein. Es besteht eine Relation der Form: 

— 2r2'p+ [px + (2aL— aor)a tig = 

= ZA,.*q + Bp + Olap + (Ly+ Ma’’\)q], 
woraus folgt: 


een ii Led 


Wenn aber L=0 ist, so kann bekanntlich (Bd. III, S. 159 [hier 
Abh. IV, $. 129]) auch M gleich Null gesetzt werden. 
Die vorgelegte Untergruppe besitzt somit die Form: 


q, xq, @*q, P, xp 
und die neue Transformation Ä ist: 


2 
u. n + ep + (ya+ Py)g- 
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Um die Koeffizienten «, y, g zu bestimmen, bilden wir die Gleichung: 
(ep, K)= 25, H, + 6K, 


woraus durch Ausführung: 


2 3 z 
= 27 + o2:p +3yaXq—= 20,H, +0K, 


also muß: 
3 


= 2, 80, y—)9, 9—-Q, K-7 


sein. Die hiermit gefundene Transformation K bildet, wie man leicht 
verifiziert, wirklich eine sechsgliedrige Gruppe zusammen mit den [434 
fünf Transformationen der vorgelegten Gruppe. Also: 

Satz 14. Eine jede Gruppe von Berührungstransformationen, die 
die Gruppe q, xq, x&°q, p, cp umfaßt, enthält zugleich die Transformation 
p?:q, die mit der vorgelegten Gruppe eine sechsgliedrige Gruppe bildet. 

Ich werde später nachweisen, daß die gefundene sechsgliedrige 
Gruppe: 





q, ıg, al pP, xp, 7 











sich nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen umwandeln läßt, 

32. Ich betrachte jetzt alle Gruppen der Form: 

9, %9, -.., 2, 49, P, XP 

und suche alle Gruppen von Berührungstransformationen, die eine solche 
Untergruppe enthalten. Dabei kann ich r größer als Null annehmen. 

Die gesuchte Gruppe enthält jedenfalls eine Transformation K, 
die drei Relationen der Form: 
(l) (9, K) = 2a, H,, 
(2) (, K)=2ß,H,, 

(eg, K)= 2&y,H, 

erfüllt. Hieraus folgt wie in der vorangehenden Nummer, daß K die 
Form: 


Dtreoına 
besitzt. Die beiden Gleichungen (1), (2) zeigen, daß: 
S=an+py, n=yat!+öcy+ ey? [435 


gesetzt werden kann, so daß: 


K- 4 (an°+ By)p + (yart'+ day + ey)g 
12* 
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wird. Es ist: 


(arg, K)= (- 2re'+ ßar)p+ 
+ (da+!+ Zeya’ — ran! rBya’—')g, 
und da: 
(a’q, K)= Z6,H, 
ist, folgt: 


r<2, 
so daß nur die beiden Fälle r=1 und r=2 eintreten können. 
Ist r = 2, so ist: 


und: 
K= 2 + ax:p + (ya?+ 2axy)g. 


Um die zurückgebliebenen Koeffizienten zu bestimmen, bilden wir die 
Gleichung: 


(ep, K)=- &£9,H, + pK, 
oder ausgeführt: 
= 22 + aa’p + (Bya? + 2uay)g = Ep Hit YK, 


woraus folgt: 


und: 


Bo. [436 
q 


Hiermit haben wir eine siebengliedrige Gruppe: 





2 


q,2g, z’q, yq,P, Ip, en 











gefunden. Wir zeigen später, daß dieselbe nicht in eine Gruppe von 
Punkttransformationen umgewandelt werden kann. 
Sei jetzt r— 1. Alsdann.lehrt die Gleichung: 


(ag, K)=(-2+ße)p + (82° + 2exy — aa? — By)a = 20, B,; 
daß: 


und: 


K -2 + (oa? + By)p + (va? + awy)g 
ist. Wir bilden die Gleichung: 
(ap, K)- er + (an? — By)p + (2ya? + aay)g = a H, + ok, 


woraus folgt: - 
0-2, a=0, B=9, y-d, K=-7 i 








BT Tu Er a a 
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Hiermit haben wir eine sechs$liedrige Gruppe von Berührungstransfor- 
mationen gefunden: 





g, 24, 99, D, 2, i 











Wenn wir indes auf dieselbe die Berührungstransformation: [437 
1287, p r ap 
a BE eu ie Bw 


q 


anwenden, so erhalten wir die Gruppe: 


0,20,00, 9,20, 40. 


deren Transformationen sämtlich Punkttransformationen sind. 


$ 11. Die Untergruppe transformiert »'! Kurven dreigliedrig. 


In diesem Paragraphen betrachten wir sukzessiv alle Gruppen von 
Punkttransformationen, die die Kurven einer Schar p(z, y) = «a drei- 
gliedrig transformieren, und suchen Gruppen von Berührungstrans- 
formationen, die eine solche Gruppe umfassen. 


33. Sei: 
(N 4, 29, +. 8Q, p, Zap + ryq, Op + rzyg, 


wo r größer als Null ist, die vorgelegte Gruppe von Punkttransfor- 
mationen. 
Ist r=1, so ist die betreffende Gruppe: 


9, 29, p, 22p + yq, @p + xyg 
linear; sie geht überdies durch die Berührungstransformation: 
7 
über in die lineare Gruppe: [438 


g=g, p=udg, = — y-y+ 
g, P; %q, pP — Yq, YyP; 


die wir in Paragraph 7 behandelt haben. Daher können wir hier r>1 
annehmen. | 

Wenn eine Gruppe die Gruppe (1) umfaßt, so enthält sie jeden- 
falls eine Transformation K, die die Gleichungen: 


2) (9, K)=- 2a,H,, 
(3) (p, K)= Zß,H,, 
(@q, K)= 2y,H, 
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befriedigt. Hieraus schließen wir, wie”in dem vorangehenden Para- 
graphen, daß: 


K-T+&p+tng 


gesetzt werden kann. Dabei zeigen die Gleichungen (2) und (3), daß: 
&= ca?’ + By, - yatıtdarady+öy 


gesetzt werden kann. 
Ich bilde die Gleichung: 


(#q, K) = — Braip + Barp + (Gat’4 dr rBarniy)g, 
wo: 
(2’q, Or Za,H, 
ist. Also ist «=. 
Man sieht ferner, daß: 


ee 


sein muß, so daß nur die beiden Fälle r=2 und r=53 zu unter- 
suchen sind. 
Ist r= 2, so wird: 


(a2q, K) = (— 42 + Ba’)p + (da? — 2Pxy)g, 


woraus zunächst folgt, daß ß —(. Es soll nun eine Relation der [439 
Form: 
— Asp +dr°qg = 29,4, 

bestehen; dies ist indes unmöglich, und daher gibt die Hypothese 
r =2 keine Gruppe von Berührungstransformationen. 

Ist endlich r = 3, so wird: 

(234, K) — — 6a®p + Ba’p + (de — 3ßa’y)g, 

woraus folgt, daß ß= 0) ist. Es besteht indes auch jetzt keine Rela- 
tion der Form: 
— b2°p + da?g= Zu, H,, 
und also gibt auch die Annahme r = 5 keine Gruppe von Berührungs- 
transformationen. 

34. Laß uns endlich die Gruppe betrachten: 


q, 29, .--, 279, 9, 2p, yg, Ap + r2y9, 
wo r.einen jeden Wert haben kann. 
Den Fall r = 0 behandelten wir in $ 8, Nr. 23—25; daher können 
wir hier r>0 annehmen. Ist andererseits r = 1, so ist die betreffende 


Gruppe: 
= q, 29, P, xp, yq, @p + zyq 
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linear; sie geht überdies durch die Berührungstransformation: 
v 


’ ER ‚ cn 
a=d, p=ag, a=—, yv-Yt7 


- über in die lineare Gruppe: 
P, 9, 9, 49, 2P, YPı 


die wir in $ 7 erledigt haben. 
Wir können daher r > 1 annehmen. Die neue Gruppe ent- [440 
hält jedenfalls eine Transformation K, bestimmt durch die Gleichungen: 


(1) (9 K) ne 0, H,, 
E (2) (p, K)= pH, 
(3) (z2q, K)= Zy,H,- 
Also können wir setzen: 


1 
K= 2 +:p+ng 
wo, wie die Gleichungen (1) und (2) zeigen: 
= 2oa°+ßy, n=yart'+öcy+Brenty + sy? 


gesetzt werden kann. 


Es ist: 
(ya, K)—" + Byp + (ey? — pa’t))g, 
und: 
S (v9, K)=K+ZuH 
also ist: 
’ nr 0 0e) 
und: 
Kt . 
7 DID SEN: 
Ferner ist: 


(0, 0 dr Harp + ru rer ine 
(220, K) — 20, Hi; 


und: 


also ist: 
r—1<3, r<4, 


so daß r gleich 3 oder gleich 2 ist. 
Ist r=3, so kommt die unmögliche Gleichung: [441 


ZH, = (—- 62° + Ba?)p + (2exty — 3ßr’y)g, 


so daß r nicht gleich 3 sein kann. 
Ist r = 2, so wird: 


29,4, = (— 4a+ßa?)p + (Zeary — 2Bay)g, 
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woraus folgt: 


e=(0, B=0 
und: 
ee 
; q 
Es ist: 
s Br, 2234) —-2(2® + 2yp) = 2K, 
und: 


2 2 
(22 + 2yp, ap + 2ayg) = + 4ayp + 4a = KR, 


Die drei gefundenen infinitesimalen Transformationen X, K,, K, bilden 
zusammen mit den sieben Transformationen der vorgelegten Gruppe, 
wie man leicht verifiziert, die zehngliedrige Gruppe: 





g, xq, aXq, », XP, yg, p + 2x2yg, 


a + 2yp, a + tayp + Ay’g 











Es ist dies eben diejenige Gruppe von Berührungstransformationen, 
die wir schon in Paragraph 8 fanden. 


‚8 12. Es gibt Gruppen von Berührungstransformationen, die sich nicht 
in Gruppen von Punkttransformationen umwandeln lassen. 


Im Vorangehenden fanden wir nur drei Gruppen, eine sechs- 
oliedrige, eine siebengliedrige und eine zehngliedrige, die wir nicht [442 
sogleich in Gruppen von Punkttransformationen umwandeln konnten. 
Wir werden zeigen, daß diese Gruppen sich wirklich nicht in Gruppen 
von Punkttransformationen umwandeln lassen. e 


35. Ich betrachte zunächst die sechsgliedrige Gruppe: 


2 


p 
1, %9, 20; pP, XP, q 


und zeige, daß sie nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen 
übergehen kann. Hieraus fließt dann als Korollar, daß unsere sieben- 
oliedrige und [unsere] zehngliedrige Gruppe, welche beide die sechs- 
gliedrige Gruppe als Untergruppe enthalten, sich auch nicht in Gruppen 
von Punkttransformationen umwandeln lassen. 

Eine infinitesimale Transformation: 


H=42%(z, 9, 7) 





en 
= Ei 
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‚gibt den Größen x, y, p, q bekanntlich Inkremente dx, öy, dp, ög, 
deren Verhältnisse durch die Gleichungen: 


ee re RD 
_dH” _au an AH 
dp dq da dy 


bestimmt sind. Ich führe die drei Größen: 


als neue Variable ein. Setze ich sodann: 


H= Wie, Y, 2), 


so kommt: 
02 27,3 0 ö2 
aW BEE ETLR 
TE Seen erreern 


dw öy .ö2 
_ Setzt inan daher: | 
En Kun Een 
Eo nimmt die Transformation x?gq in den Variabeln x, y, z die Form an: 


ag + 2ar; 


_ und also nimmt unsere sechsgliedrige Gruppe in den neuen Variabeln 
die Form an: 











ep) gq,ag-+r, 2’g+2er, Pr2P E22, 2zp+eg 





In der Umgebung des Wertsystems:: 2=0, y=0, z=0 enthält 
diese Gruppe drei Transformationen nullter Ordnung: 


g,Pp,r+xq 


_ und drei Transformationen erster Ordnung: 





Ei?) 2xr +2°qg, ap-—er, 2zp+2°g, 

‚die durch Wegwerfung der Glieder zweiter Ordnung die folgende Form 
annehmen: 

(8) 227 +---, 2p—azr+::., 22pPp+--.. 

Nun liegen die vom Punkte: z=x2=y=0 ausgehenden Fort- 


_ schreitungsrichtungen dx, dy, dz des Büschels dy— zdz = 0 offenbar 
in der Ebene y=0, und andererseits werden die von Origo ausgehen- 
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den Geraden der Ebene y=(0 von den Transformationen (3) drei- | 
gliedrig transformiert. Also werden die durch Origo gehenden Fort- 


schreitungsrichtungen des Büschels dy — zdx — 0 durch die Trans- [444 
formationen (2) dreigliedrig transformiert. 


36. Hiermit ist nachgewiesen, daß es keine lineare partielle Diffe- 


rentialgleichung der Form: 
df: df 
PTR dy 

gibt, die bei der Gruppe (1) invariant bleibt, und daß daher die 


Gruppe (1) nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen über- 
geführt werden kann. Also: 


+ Z(z, Y, 2) z =0 


Satz 15. Die sechsgliedrige Gruppe 

p° 

q 

läßt sich nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen umwandeln. 


g, 29, 2°q,P, 22, 


Hieraus folgen nun sogleich, wie früher schon bemerkt, die 
beiden Sätze: 


Satz 16. Die siebengliedrige Gruppe: 


t] 


4, &9, 24, yq, P, 2D, 7, 


läßt sich nicht in eine Gruppe von Punkttransformutionen umwandeln. 
Satz 17. Die zehngliedrige Gruppe 
4, 29, 2°q, P, 2p, yg, @p + 2xyg, 
zP +24 Bde 4y? 
q YPp, a Ran a yq 
läßt sich nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen umwandeln. 

Unsere sechsgliedrige Gruppe enthält fünf ‚mfinitesimale Punkt- 
transformationen, und es ist unmittelbar einleuchtend, daß sie nicht [445 
durch Berührungstransformation in eine neue Gruppe mit mehr als 
fünf infinitesimalen Punkttransformationen übergehen kann; denn sonst 
wäre die neue Gruppe eine Gruppe von Punkttransformationen. 

Unsere siebengliedrige Gruppe enthält sechs infinitesimale 
Punkttransformationen und kann offenbar nicht durch Berührungs- 
transformation ın eine neue Gruppe mit mehr als sechs infinitesimalen 
Punkttransformationen übergeführt werden. 

Unsere zehngliedrige Gruppe enthält nur sieben infinitesimale 
Punkttransformationen. Es stellt sich daher die Frage, ob sie durch 
Berührungstransformation in eine Gruppe mit mehr als sieben infinite- 
simalen Punkttransformationen übergeführt werden kann. 
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Die Beantwortung dieser Frage liegt implieite in unseren früheren 
- Entwickelungen. Gäbe es nämlich eine acht- oder neungliedrige Gruppe 
von Punkttransformationen, die in einer mit unserer zehngliedrigen 
Gruppe ähnlichen Gruppe als Untergruppe enthalten wäre, so müßte 
diese acht- oder neungliedrige Gruppe eine unter denjenigen Formen 
besitzen, die wir in den Paragraphen 9—11 sukzessiv betrachtet haben. 
Wir trafen aber keine acht- oder neungliedrige Gruppe von Punkt- 
- transformationen, die in einer zehngliedrigen Gruppe von Berührungs- 
_ transformationen enthalten war. 

h Zu bemerken ist auch, daß die Gruppe: 


g, ©q, x°q, P, 2p, yq, @p + 2xyq 


die einzige siebengliedrige Gruppe von Punkttransformationen ist, die 
in einer mit unserer zehngliedrigen Gruppe ähnlichen Gruppe ent- 


$ 13. Bestimmung aller Gruppen von Berührungstransformationen. 


Es stellt sich nun die Frage, welche weiteren Gruppen von Be- 


"wortung dieser wichtigen Frage ist im Vorangehenden schon angegeben. 
37. Wir fragen zunächst nach Gruppen von Berührungstransfor- 


q; xq, 2g, pP, xp, =: 


umfassen. Eine solche Gruppe enthält jedenfalls eine infinitesimale 
Transformation Ä, bestimmt durch die Gleichungen: 

m (9, K) = 2u,H,, 

(2) (D, K) er Zß,H,, 

| (2q, K)= Zy,H,, 

(«?q, K) = 20,4.. 





Die beiden ersten zeigen, daß K ‚die Form: 


2 2 
K=-2&(p, tea +By +Ep+tng 
besitzt. Es ist: 
dß® p? 
woraus folgt = (0 und: 
da: 


2 
49, 7 Ap+BI+ CT, 


190 V. Theorie der Transformationsgruppen. IV. Arch. III, 1878 


Die beiden ersten Gleichungen geben zur Bestimmung von & und 
n Relationen der Form: 


= — 12a0y + m, + m; + mya®, 

n N tr +n,K, 

a =NFREHIUÜH NY + 2meYy + 120}, 
zn =h,t+tha + ha? + hy+ 2nsay. 


Die Integrabilitätsbedingungen: 
l2ax=n, + 2n;x, 
9+ 2m; 2 + 24ay=h, + 2h,x + 2n,y 
zeigen, daß: 
Nn=a=0, %=0 
ist, und daß & und » die folgende Form erhalten können: 
E=an+by m=ca+day+3axy-+ ey. 


Es ist: |450 
dK dK 
’ BER re Zy,H,, 


also kommt: 


«(BE +bp+dxq+B3arg + 2eyg) _ 
A 9 } „? = 
- a(2By +37 + aa® + by) = &y,H,, 


woraus folgt, daß: 
B=a=e=(, K= ya + byp + (+ day)g. 


Es ist: 


K dK 


(eg, K)=a?- 2294, = 26,H,, 


iy 
woraus: s 
=(bp + dag) — 2ag (By, + by) = 20,H,, 
so daß: 
y-Äb=d=-(, K = c220. 

Hiermit ist nachgewiesen, daß eine Gruppe von Berührungstrans- 
formationen, die die vorgelegte zehngliedrige Gruppe umfaßt, jedenfalls 
eine infinitesimale Punkttransformation enthält, die sich nicht in der 
vorgelegten Gruppe findet. Früher haben wir aber gesehen, daß eine 
jede Gruppe von Berührungstransformationen, die eine (8+g9) gliedrige 
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Untergruppe von Punkttransformationen enthält, selbst eine Gruppe 
‘_ von Punkttransformationen sein muß. Also schließen wir: 

Satz 20. Die vorgelegte zehngliedrige Gruppe ist in keiner größeren 
- Gruppe enthalten. 

| 40. Hiermit sind unsere Untersuchungen über die Transforma- 
_ tionsgruppen der Ebene zum Abschluß gebracht. Wir fassen unsere 
- Ergebnisse in dem folgenden Satze zusammen: 

Theorem. Es gibt nur drei Gruppen von Berührungsiransfor- |451 
mationen in der Ebene, die sich nicht in Gruppen von Punkitransfor- 
mationen umwandeln lassen. Als Typen dieser Gruppen kann man die 
- folgenden wählen: 





g, xq, 29, p, ap, = | 











g, 249, zig, P, XP, %9; = 











9, 29, #q, pP, 2», y9, Apt+t2ayg,| 
»*? p°: DE ie “ s 
a t2m ag treayp tag | 








$ 14. Diskussion der gefundenen Gruppen. 


Ich werde zeigen, daß unsere zehngliedrige Gruppe eine dreifach 
' unendliche Kurvenschar invariant läßt; man kann insbesondere erreichen, 
‚daß diese oo° Kurven alle Kreise der Ebene sind. 

41. Ich behaupte, daß die 00° Kurven: 


y=A+Bx+ (a 





‚durch eine jede Transformation der Gruppe unter sich vertauscht wer- 
‘den, und daß also ihr Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt. 

Laß mich zunächst diejenige Kurve bestimmen, in welche eine vor- 
gelegte Kurve: 





y=f(«) 

verinöge einer infinitesimalen Transformation 4 übergeführt wird. |452 
.  Bezeichne ich mit x, y die Koordinaten eines Punkts der vorgelegten 
"Kurve, mit x, y’ die Koordinaten der neuen Lage dieses Punkts, so 
ist, wenn man von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung absieht: 
dH Dan, dH 


ge Re dp?’ 
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Die beiden ersten Gleichungen geben zur Bestimmung von & und 
n Relationen der Form: 
Be 
dx 
dg 
12 
dn 
da 
d 


Eu -h+h,2+h0?+hy+ 2nzY. 


l2aay+ m, + m, + my.a°, 
=n +mrX +n,2, 


HtILt gr + gy + 2mzy + 120y, 


Die Integrabilitätsbedingungen: 
l2ax=n, + 2ngt, 
9, +2m,;z + 24uy=h, + 2h,r + 2n,y 

zeigen, daß: 

n=a=0, n=0 
ist, und daß & und n die folgende Form erhalten können: 

E= an +by, n=ca?+day+d3ary+ ey. 
Es ist: |450 
\ dK dK 
(29, K)=& PR I dp eg: Zy,H,; 

also kommt: 


«(BZ +bp + dag + Barg+ 2eyg) _— 
nn a(2By ? + 2. tax? + by) = 2y,H, 


woraus folgt, daß: 


B=a=e=-0, K-y;+byp+ (ge + dena. 


(a’q, K)= a Gy Ta 229%, — 20,H,, 
woraus: Ä 
2°(bp + da) — 22g (372, + by) — 26, H,, 
so daß: 
y-Äb=-d=-(0, K=c2°0: 

Hiermit ist nachgewiesen, daß eine Gruppe von Berührungstrans- 
formationen, die die vorgelegte zehngliedrige Gruppe umfaßt, jedenfalls 
eine infinitesimale Punkttransformation enthält, die sich nicht in der 
vorgelegten Gruppe findet. Früher haben wir aber gesehen, daß eine 
jede Gruppe von Berührungstransformationen, die eine (8+ 9) gliedrige 


$ 13, 14; Nr. 39—41. Bestimmung aller Gr. von B. T. 191 


"Untergruppe von Punkttransformationen enthält, selbst eine Gruppe 
‘von Punkttransformationen sein muß. Also schließen wir: 

Satz 20. Die vorgelegte zehngliedrige Gruppe ist in keiner größeren 
Gruppe enthalten. 

40. Hiermit sind unsere Untersuchungen über die Transforma- 
tionsgruppen der Ebene zum Abschluß gebracht. Wir fassen unsere 
Ergebnisse in dem folgenden Satze zusammen: 

Theorem. Es gibt nur drei Gruppen von Berührungstransfor- |451 
mationen in der Ebene, die sich nicht in Gruppen von Punkitransfor- 
mationen umwandeln lassen. Als Typen dieser Gruppen kann man die 
folgenden wählen: 





0,.20,20,2, 20, 














[X} 


g,.xq, aq, p, ap, ya, I 











d, 20, 20, D, 20,40, 29 [2290 
2 eh 3 
tz eg trete tr iig | 








$s 14. Diskussion der gefundenen Gruppen. 


| Ich werde zeigen, daß unsere zehngliedrige Gruppe eine dreifach 
unendliche Kurvenschar invariant läßt; man kann insbesondere erreichen, 
‚daß diese 00° Kurven alle Kreise der Ebene sind. 

41. Ich behaupte, daß die 00° Kurven: 


y=4A+Bxr+0(i 





durch eine jede Transformation der Gruppe unter sich vertauscht wer- 
% und daß also ihr Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt. 

| Laß mich zunächst diejenige Kurve bestimmen, in welche eine vor- 
gelegte Kurve: 

y=f(a) 


E02: einer infinitesimalen Transformation 4 übergeführt wird. [452 

; Bezeichne ich mit x, y die Koordinaten eines Punkts der vorgelegten 
urve, mit x, y' die Koordinaten der neuen Lage dieses Punkts, so 

ist, wenn man von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung a 


dH 


y-y+: Die 


G, 
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wo & eine infinitesimale Größe bezeichnet. Es ist ferner: 


Setzen wir nun: 
H=gq We, Y, 2) = qW(«, y, 2), 


so kommt: 


(4 daW‘ G 
y-y +:(W-37,): =-i+: 


d22 


und also hat die transformierte Kurve die Gleichung: 


‚ dW ‚ df dW 
Yy +2(W<: N f@)tei5 gr 


wo überall statt z die Größe: — f’(x’) zu setzen ist. Also ist: 
"= fla) — eW 


die neue Kurve. 
Laß uns z. B. annehmen, daß: 


ist. Also geht die Kurve y=f(x) durch die Transformation r [453 


über in die Kurve: 


y—fl@) - ef”. 


Wir werden jetzt sukzessiv die zehn infinitesimalen Transforma- | 
tionen unserer Gruppe auf die 00° Kurven: 


y=4A+Bxe+02°= f(x) 


ausführen und dadurch nachweisen, daß jede Kurve jedesmal in eine 


f 
r 


Kurve derselben Schar übergeführt wird. 


1. Laß uns zunächst die infinitesimale Transformation q betrachten. 
In diesem Falle ist: 
W(e,y,2)=1 
und 
y=f(a)—s.1=4-:.+Bxr+0r 


die Gleichung der transformierten Schar, die somit mit der vorgelegten 
identisch ist. 
2. Darnach betrachten wir die infinitesimale Transformation xq. 


Alsdann ist: 
Wie, Y, 2) ei 
und 
y=fi)—ex=4AH+(B- e)e + Cr 














= 
E 





p° 


oder ausgeführt: 


$ 14; Nr. 41. Die Kurvenschar: y= A+ Bxz-+ C'x? invariant 


gelegten identisch ist. 
3. Sei: 
H=24, W=.:; 
alsdann ist: 


y=f(«) —s®=4A+Bxi+(0— 98 


die transformierte Schar, die mit der vorgelegten identisch ist. 


4. Sei: 


_ die transformierte Schar: 


Ze 
y=A—e.B+(B-2:C)x + 0x 


ist mit der vorgelegten identisch. 
5. Sei: 
H=--—-ıp, W=-—xs; 


die transformierte Schar: 


y- fix) — exf'(«) 
=A+(B-eB)z +(0 — 2:0)«? 


ist mit der vorgelegten identisch. 


6. Sei: 
H=yq, W=y; 
die transformierte Schar: 


1+9y=fd)=4A+Bze+ 022 


; ist mit der vorgelegten identisch. 


7. Sei: 
H=-8&, W232; 


q 
die transformierte Schar: 


Var 


—A—:B?+(B-4:BO)c + (C— 4:09) a2 


ist mit der vorgelegten identisch. 
8. Sei: 
H=a’p+2zy, W= x + 2ıy; 


die transformierte Schar: 


y-f@)-e(- af’(e) + 2ry) 
= A+(B-2:A)& +(C- eB)a? 


ist mit der vorgelegten identisch. 
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die Gleichung der transformierten Schar, die auch jetzt mit der vor- 


|454 
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9. Sei: 
H=:7 +2yp, W= x2? + 2yz: 455 


die transformierte Schar: 


y= f(x) — e(x2? + 2y2) 
oder: 


y=(A+28:AB)+x(B+eB?+42A0) + a?(C + 2:bÜ) 


ist mit der vorgelegten identisch. 
10. Sei endlich: 


H= 7 +4zyp+A4yg, W=ar:?+4ayz +4; 


die transformierte Schar: 
ya) — sa + days +4) 
erhält durch Ausführung die Gleichungsform: 
y=4A—4:4?+(B—4eABD)x +(C — :B’)a? 


und ist somit mit der vorgelegten Schar identisch. 
Hiermit ist wirklich nachgewiesen, daß die Kurvenschar: 


y=4A+Br+ 0x 

bei den Transformationen unserer zehngliedrigen Gruppe invariant bleibt. 

42. Man kann sich die Aufgabe stellen, überhaupt diejenigen Kurven- 
scharen zu bestimmen, die bei einer vorgelegten Gruppe invariant bleiben. 
Bei einer anderen Gelegenheit werde ich auf diese Frage, die für die 
Theorie der Differentialgleichungen von Wichtigkeit ist, die ich übrigens 
schon längst angeregt habe, näher eingehen. Hier beschränke ich mich 
auf die folgenden Bemerkungen: 


Daß die Gruppe: ' 


6} 


2 Be 
9, 29, 29, Pı &Pı \, [456 


% 


keine zweifach unendliche Kurvenschar invariant läßt, liegt schon 
darin, daß die Gruppe nicht in eine Gruppe von Punkttransformationen 


übergehen kann. 
Laß mich versuchen, die allgemeinste dreifach unendliche Kurven- 


schar, die bei der siebengliedrigen Gruppe invariant bleibt, zu bestim- 
men. Sei: 
y=f(«) 


eine Kurve der Schar. Auf dieselbe führe ich die infinitesimale Trans- 


formation: 
Ay + rg + Asatq + Ayq 
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aus. Hierdurch erhalte ich die benachbarte Kurve: 
y=fla)— cu, +40 H+ a + Ay), 
deren Gleichung ich folgendermaßen schreibe: 


€ 


I 
y-,2ufl®) 75% + Ahr + Aa), 
oder, indem ich: 
| Eli. „eA=u 
setze: 


1 1 
ze 1+u f(&) er 1 + i (u =E uU,X + UX®). 


Es ist klar, daß die letzte Gle’chung immer eine Kurve der Schar 
darstellt, welche Werte auch die Parameter u, besitzen mögen. Nun 
aber enthält die letzte Gleichung vier Parameter, während die Kurven- 
schar nur 00° Kurven enthalten soll. Daher schließen wir, daß es jedes- 
_ mal unendlich viele Wertsysteme u, gibt, die dieselbe Kurve darstellen. 
Bezeichne ich mit u, und u, zwei solche äquivalente Wertsysteme, 


so ist: 








1 & 1: 
Ber (er 14 (to t mE + u0) — [457 
1 DL £ i 
Pen 1+ 7 f(&) Eee (u, + u,% + 12°), 


woraus mit Notwendigkeit folgt, daß f(x) die Form A + Ba + 0a? 
besitzt. Also: 


Satz 21. Die Kurvenschar : 
y=A+Bxr+ (a 
ist die einzige dreifach unendliche Kurvenschar, die bei der Gruppe q, 
xq, x?q, yq invariant bleibt. 
Korollar. Die Kurvenschar: y= A+ Bxz + 0x? ist zugleich die 
einzige dreifach unendliche Kurvenschar, die möglicherweise invariant bleibt 


bei einer Gruppe, die eine invariante Untergruppe der Form q, xq, x?q, 
 yq besitzt. 


43. Ich werde jetzt die allgemeinste vierfach unendliche Kurven- 
- schar bestimmen, die bei der Gruppe: 


9, 29, &°q, yg, P 
y=f(«) 


_ eine Kurve der Schar. Dieselbe geht durch die infinitesimale Trans- 
- formation: | 


invariant bleibt. Sei: 


Ag + ag + Aa’g + Ayg + Ayp 
13* 
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über in eine Kurve mit der Gleichungsform: 


y=efla)+ Po + Pie + ße + ya). 
Soll daher die Kurvenschar nur 0° Kurven enthalten, so muß eine 


Relation der Form: 

d } . % 

ZE =-of+wWtrn&t vr 
bestehen. Hiernach findet man f(x) durch Integration dieser linearen 
Differentialgleichung. 

Durch Betrachtungen dieser Art findet man leicht eine jede [458 

Kurvenschar, die zu einer vorgelegten Transformationsgruppe 
der Ebene in invarianter Beziehung steht. 


Und also ist es. auch möglich, eine jede Differentialgleichung 
() fin, yYy,..,y) 0 
anzugeben, die eine vorgelegte Transformationsgruppe gestattet. 

Auf diese Bemerkung habe ich eine rationelle Behandlungsweise 
aller Gleichungen (1), die überhaupt eine Transformationsgruppe ge- 
statten, begründet, wie ich bei einer anderen Gelegenheit ausführlicher 
zeigen werde (vgl. Göttinger Nachrichten, 1874, Nr. 22 [hier Abh. I, 
Bl 

44. Auf unsere zehngliedrige Gruppe führen wir die Berührungs- 
transformation: 


(2) =», P=Vog, -2yV}, y-2-y, 


aus. Hierdurch nimmt unsere Gruppe die Form an: 





d, 44,.9°0,2,2p, 29, 
Vpa, yVra, zVpa, zyVpq 





Die invariante Kurvenschar:!) y — A + Bx’+ 0x? geht durch die [459 
Berührungstransformation (2) über in eine bei der neuen Gruppe in- 
variante Kurvenschar. Um dieselbe zu finden, führen wir die Berührungs- 
transformation (2) aus auf die beiden Gleichungen: 


y-A+Be+0R", -B- B+208' 
und eliminieren darnach zwischen den hervorgehenden Gleichungen: 


s-yl-4+B.2yV! +0. 


-V2-B+20.23V2 


1) Diese Kurvenschar besteht aus allen 00° Kegelschnitten, die ein gemein- 
sames Linienelement enthalten. 
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die Größe y:p. Die hervorgehende Gleichung: 
4lzy+a2+(B --4ACy— A=V0 
definiert alle oo? Kegelschnitte, die die beiden Punkte: 
ed, yo und =, 9-0 
gemein haben. 
Verlegt man sodann durch eine homographische Transformation: 
z=a" +iy’, y=a’—iy' 
- die beiden gemeinsamen Punkte nach den beiden Kreispunkten, so gehen 
die oo® Kegelschnitte über in die oo” Kreise der Ebene. Also: 
Satz 22. Als Typen derjenigen Gruppen, die sich nicht in Gruppen | 460 
von Punkttransformationen umwandeln lassen, kann man die zehngliedrige 
Gruppe, die alle Kreise in Kreise umwandelt, zusammen mit einer sieben- 
gliedrigen und einer sechsgliedrigen Untergruppe derselben wählen.) 
Christiania, 15. Oktober 1878. 


Wi 
Selbstanzeigen von IV und V. 
1. Bulletin des Sciences math. et astr. Bd. XIV (II. Ser., Ba. III), 2. Abt., S. 188, 
Paris, November 1879. 

Ces deux Memoires?) contiennent une determination detaillee de 
tous les groupes de transformations d’un plan. Le premier Memoire 
determine tous les groupes de transformations de point, le second 
tous les groupes de transformations de contact d’un plan. Il est tou- 
jours possible d’indiquer toutes les @quations differentielles qui admettent 
un groupe donne. Lä-dessus on peut fonder, comme lauteur l’a dejä 





1) In drei bald erscheinenden Abhandlungen gebe ich: 
1. eine neue Klassifikation der Flächen nach der Transformationsgruppe 
ihrer geodätischen Kurven, 
2. die Bestimmung aller Flächen, deren Haupttangentenkurven jedesmal 
einem linearen Komplexe angehören, 
3. die Bestimmung aller Minimalflächen, die durch Translatiensbewegung 
einer reellen oder imaginären Kurve erzeugt sind. (Man erhält die allgemeinste 
- Minimalfläche, deren geodätische Kurven eine konforme infinitesimale Transfor- 
_ mation gestatten, wenn man setzt: F(s)— (C, +i0,)s"""""®. Diese Fläche ist 
‚eine Spiralfläche.) 
Die Bestimmung der geodätischen Kurven einer Fläche, die auf eine Spiral- 
fläche abgewickelt werden kann, verlangt nach meinen alten Theorien die Inte- 
_ gration einer Gleichung erster Ordnung. Für alle anderen Flächen, deren geodä- 
tische Kurven eine infinitesimale Transformation gestatten, verlangt diese Bestim- 
_ mung nur Quadratur. 
2) [Hier Nr. IV und V]. 
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signal en 1874 dans les Nachrichten de Göttingue, une classification 
des equations 


f(&, Y, y, ... y) =() 


et en meme temps une methode rationelle d’integration de toutes les 
equations qui admettent un groupe de transformations. 


2. Repertorium Bd. II, 8. 413—414. Leipzig 1879. 

Auch diese Fortsetzung der vorangehenden Abhandlung |hier Nr. IV] 
zerfällt in zwei Abschnitte. 

Im ersten Abschnitt wird gezeigt, daß jede Gruppe von Punkt- 
transformationen eines n-fach ausgedehnten Raumes, die n? Oder n?— 1 
infinitesimale Transformationen erster Ordnung a das Referat der 
vorhergehenden Abhandlung [hier Nr. IVa]) enthält, durch Einführung 
von zweckmäßigen unabhängigen Variabeln in die allgemeine lineare 
Gruppe oder in eine Dan derselben übergeführt werden kann. 
Eine solche Gruppe hat keine infinitesimalen Transformationen von 
dritter oder höherer Ordnung. Sie hat entweder keine oder auch n 
Transformationen zweiter Ordnung. 

Der letzte Abschnitt bestimmt alle Gruppen von Berührungstrans- 
formationen einer Ebene. Es gibt nur drei solche Gruppen, die sich 
nicht in Gruppen von Punkttransformationen umwandeln lassen. Typen 
derselben sind die zehngliedrige Gruppe, die alle Kreise der Ebene in 
Kreise umwandelt, zusammen mit einer sieben- und einer sechsgliedrigen 
Untergruppe derselben. 

Wenn eine Gruppe vorgelegt ist, kann man immer jede Diffe- [414 
rentialgleichung: 

fa, 9% %,---, m) 0 
angeben, die die Gruppe gestattet. Hierauf gründet sich, wie der Ver- 
fasser schon 1874 (Göttinger Nachrichten Nr. 22, [hier Abh. I]) ange- 
geben hat, eine Klassifikation der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zwischen zwei Variabeln, und zugleich eine rationelle Integrations- 
methode u: Gleichungen, die überhaupt eine Transformationsgruppe 
besitzen. 
3. F. d. M. Bd. X, Jahrg. 1878, S. 260. Berlin 1880. 

Auch diese Selbstanzeige stimmt fast wörtlich mit der vorangehen- 

den überein. 
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voXn Sopnus LIE. 
Arch. for Math. Bd. IV, Heft 2, S. 232—256, Heft 3, S. 257—261. Kristiania 1879. 


Im sechsten Abschnitte dieser Abhandlung bestimmte ich alle 
Gruppen von Berührungstransformationen einer Ebene, die sich nicht 
durch zweckmäßige Koordinatenwahl in Gruppen von Punkttransfor- 
mationen umwandeln ließen. Hierzu benutzte ich eine indirekte Me- 
thode, indem ich treppenweise zu den definitiven Resultaten aufstieg. 
Diese Methode war insofern wenig befriedigend, als etwaige Rechen- 
fehler auf alle folgenden Resultate Einfluß ausüben konnten. Ich halte 
es daher für zweckmäßig, meine damaligen Resultate in dieser Ab- 
handlung durch eine merkwürdige, direkte Untersuchungsmethode zu 
bestätigen. Dies scheint mir auch insofern berechtigt, weil die nach- 
stehenden Untersuchungen sich äußerst leicht auf n Dimensionen aus- 
dehnen lassen, wie ich bei einer späteren Gelegenheit nachweisen werde. 
Im übrigen gibt diese Abhandlung einen ersten Beitrag zur allgemeinen 
Transformationstheorie eines dreifach ausgedehnten Punktraumes. 


Absehnitt VL. 


Die Berührungstransformationen einer Ebene lassen sich nach mir 
definieren als die Punkttransformationen eines dreifach ausgedehnten 
Raumes z, y, z, die eine Pfaffsche Gleichung: [233 


dz - ydı = 0 
invariant lassen. | 
Sei jetzt vorgelegt eine beliebige Gruppe von Berührungstrans- 
formationen der Ebene. Ich betrachte alle infinitesimalen Transforma- 
tionen derselben, die in der Umgebung des Punktes: = y=2=—0 von 
erster Ordnung sind. Dieselben besitzen jedenfalls die Form: 


EP + &s2q + o0q + a,(ap — yg) + yp + (ap + yg)+ 
+ea@aptyatzr)t 


wobei die «, Konstanten bezeichnen, während die weggelassenen Glieder 
von zweiter Ordnung sind. 
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Die Transformationen erster Ordnung transformieren (Bd. III, 
8. 403—412 [hier Abh. V, 8 5, S. 157—163]) die durch Origo gehen- 
den elementaren Richtungen dx, dy, dz durch eine lineare Gruppe, 
die entweder drei, vier, fünf oder sechs infinitesimale Transformationen 
enthält. Dabei ist zu bemerken, daß eine infinitesimale Transformation 
der Form: 

apıy rat, ur. 

die besprochenen Richtungen invariant läßt. Hiernach sind die folgen- 
den vier Hauptfälle denkbar: 


1. Die Richtungen dx, dy, dz werden durch eine dreigliedrige 
Gruppe transformiert. Alsdann enthält die ursprüngliche Gruppe ent- 
weder drei oder vier Transformationen erster Ordnung. Dieselben haben 
entweder die Form: 


A) agtiyt, PHtao+, p-ygtwm+-.., 
wo A, u, v Konstanten sind, oder die Form: 
(B) 24°, YypHt:-, zDP—-ya+--,, pt yq+zr-+:-:.. 


2. Die Richtungen dx, dy, dz werden durch eine viergliedrige 
Gruppe transformiert. Die infinitesimalen Transformationen erster Ord- 
nung der ursprünglichen Gruppe besitzen entweder die Form: 


(0) zgtAyt-, yp+RV +, 2p+VB+.-, ygtoy+-., [234 
oder die Form: 
(D) at, VW, p-+::;, yya+t°-,, ap+tygq+tzr+:--. 


3. Die Richtungen dx, dy, dz werden durch eine fünfgliedrige 
Gruppe transformiert. Die infinitesimalen Transformationen erster Ord- 
nung besitzen entweder die Form: ' 


(BE) PrAyH+- , zga+tuo + --, zgt+VU+-.., 
ER YO roR yptEev+.-,, 


oder die Form: 
(F) agt,2p+ oo, 294, 2P-yg+, yp+, pt yg+erte. 


4. Die Richtungen dz, dy, dz werden sech sgliedrig transformiert. 
Die infinitesimalen Transformationen erster Ordnung besitzen entweder 
die Form: 


(6) 2a +tay+--., zpr By + ,ag+yYo +: --, zp+öy+--,, 
Yin, ypuopoLı.., 





daß: 
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oder die Form: 
(H) 29+:-,, 2pP +, 4-4", zp+t°-, yat'',, yp+t'", zr-+:---. 


Es gibt also acht verschiedene Möglichkeiten, die wir im folgen- 


_ den separat untersuchen müssen. 


- $1. Die Richtungen dx, dy, dz werden dreigliedrig transformiert. 


Diese erste Kategorie von Gruppen wird nach dem Vorangehenden 
dadurch charakterisiert, daß ihre infinitesimalen Transformationen erster 
Ordnung entweder die Form (A) oder die Form (B) besitzen. Sie ent- 


- hält (Bd. III, S. 405 [hier Abh. V, 8. 158f.]) dabei drei unabhängige 


- infinitesimale Transformationen nullter Ordnung: 


Dr ie + - 
Wir müssen zunächst untersuchen, wieviele und welche Transforma- 
tionen von zweiter und von höherer Ordnung eine hierher gehörige [235 


- Gruppe enthalten kann. 


1. In dieser Nummer betrachte ich alle Gruppen, deren infinitesi- 


© male Transformationen erster Ordnung die Form (A) besitzen. 


Es ist: | 
(zg+Ay, yp+tuyp)=ıp —yg; 


| folglich ist die Konstante v» gleich Null. Eine analoge Überlegung 


zeigt, dß A=u=0 ist. Die infinitesimalen Transformationen erster 
und nullter Ordnung unserer Gruppe besitzen daher die Form: 


| P+:->, gQ+ >, ni 
lag+:., 2p-yg+-, yp+--- 


H-bptng+tir+t-, 


wo &,2,$ ganze [homogene] Funktionen von s-ter Ordnung bezeichnen, 
eine infinitesimale Transformation, deren Ordnung größer als 1 ist. 
_ Wäre nun 20, so erhielte ich a sukzessive zweckmäßige Kom- 
. bination von uy® mit den Transformationen nullter Ordnung eine 
k Transformation erster Ordnung: 


X,p+Yıa+/r+: 
wo X,, Y,, Z, lineare homogene Funktionen von x, y, 2 bezeichnen, 
und wo Z, von Null verschieden wäre. Da dies indes von vornherein 
ausgeschlossen ist, so muß &— 0 sein. Eine analoge Überlegung zeigt, 
an 


d& 
dz 0, dz a 
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sein muß. H besitzt daher die Form: 


H" a, pt na nat. 
Setze ich nun voraus, daß die Maximumsordnung s größer als 1 
ist, so erkenne ich, indem ich ganz wie bei einer früheren Gelegen- [236 
heit verfahre (Bd. III, S. 133—134 [hier Abh. IV, $ 7, Nr. 20, S. 109£.]), 
daß ich setzen kann: 


H"’=-ap+zyg+:--. 
Nun aber ist: 


(Dt ‚epravgl  ) 20 yo, 


und also enthielte die Gruppe eine Transformation erster Ordnung der 
Form: 22p +yq +; -, was von vornherein ausgeschlossen ist. Also 
ıst s—= 1 und die Gruppe enthält nur die sechs infinitesimalen Trans- 
formationen (a). 
- Wir werden zeigen, daß die zwischen ihnen bestehenden Relationen 
auf eine bemerkenswerte einfache Form gebracht werden können. 
Zwischen den drei Transformationen erster Ordnung bestehen die 
Relationen: 
a 
pt, ip yo. ys2unt..) 
re men vor 
Ferner ist: 
ts, ag+ )=alagt)ta(p—ygt)+tas(yp +) 
(a4, ap ygt)=— (gr )+Bılaat)tR ap yg+)+BEYPH), 
wo die Konstanten «, ß, wie wir zeigen werden, gleich Null gesetzt 


werden können. Zu diesem Zwecke führe ich, indem ich mit A, B, € 
arbiträre Konstanten bezeichne, die Größe: 


(1) 


dar Aege )LBeR Vor 0 
als neues g +: ein. Indem ich passend über A, 5, €’ verfüge, erkenne 
ich, daß ich in den Gleichungen (1): 

ee t 
setzen kann. Sodann bilde ich die Jacobische Identität: 
(+, za H2pP—ya+)—2(&g+, g+-)+lap—yat, a+ 294) 04 
oder ausgeführt: 
Ds(yp+-)—2Blag +: )+PBlap -ygt:)=d, 
woraus folgt: | 237 
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und infolgedessen: 
Ve 
Ge sen yo dr, 
Andererseits besteht eine Relation der Form: 
Br ypi )eipr oa, Jrben yarı )reunL.) 
__ wo.a, b und c Konstanten sind. Nun aber ist es erlaubt, die rechte 


Seite dieser Gleichung, die eine Transformation nullter Ordnung dar- 
stellt, als neues (» + - - -) einzuführen. Wir können daher setzen: 


(3) Gem nn. 
Wir bilden die Identität: 
(g+, vPPHza+-)+Wywa pt, at )tla@gt, aHyP+)=0, 


deren beide letzte Glieder sich wegen (2) auf — (+ - - -) reduzieren. 
Also kommt: 


Ba erst) 
Wir bilden die Identität: 
(at, ypHap—ya+)+2yp+, at )+la@p=yTt, dr yp+)—0. 
deren beide letzte Glieder sich auf —p +: reduzieren. Also kommt: 
(4) P+ apa t)=p+ 
Endlich besteht auch eine Relation der Form: 
u) 


wo die Konstanten a, b, c, wie wir zeigen werden, gleich Null sind. 
Zu diesem Zwecke bilden wir die beiden Identitäten: 


und: 
unter denen die erste durch Ausführung zeigt, dß b=c—O0 ist, [238 
während die letzte zeigt, daß a — 0 ist. Also kommt: 

(5) Ve a 


Die Transformation r + ::- kann man immer derart wählen, daß 
die Ausdrücke: 


(+, 294.) 4Alag+:)+Bleap-ya+)+Clyp+:--) 
0 Ie+, ap-yar)=Diag+)+Elap—-yg+)+FWp+) 
u) Got.) Hıemp you 1 kw 


(2) 
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sämtlich verschwinden. Führt man in der Tat die Größe: 
+ )=(rt+)+L@g+)+M(ap—-yga+)+N(yp +--.) 


als neues r + - -- ein, so kann man immer derart über die Konstanten 


L, M, N verfügen, daß: 
A=B=-D=-0 


wird. Bildet man sodann die Identität: 
(nt, 24 )2P—yg+)—2(@9+, 7 +) + (ap—yg+, rHxg+)=0, 
so ergibt sich, daß auch: 


C=E=-F=0 
ist. Bildet man endlich die Gleichungen: 
(+, yp+:-)2g4+:-.) = (, 


so erkennt man, daß auch: 


H=-K=-G6G=0 
ist. Also wird: 


M (r+..,29+:.)=0, rt, 2p—yg+t- )=(, 
+ yp+)=0, 
Es steht zurück, die drei Ausdrücke: 
Bere yo erde) 
zu bestimmen. Sei: | 


(Pt 394. )=ap+: )+bg+:-)+e(r+::)+ [239 
+da@g+)+elap—yga+t)+fyp+--). 
Eine zweimalige Anwendung der Jacobischen Identität gibt die beiden 
Gleichungen: 
welche zeigen, daß: 
a=b=d=e=f=-0 
ist. Also wird: 
(P+..,„q+--)=e(r+--). 
Ferner ist: 
Me emı yrpaı 100 
Au Al] 2 ED Er Ei 5 Eu 7 EEE Eu ur I 7 2 5) 


und: 


81; Nr. 1,2. Erster Fall 205 
’ oder: 
i (p+ „rt. ep —ygqa+::)=(p+: r+:.), | 
woraus durch Ausführung folgt, dB = y=d=e:=_g=0 und: 
; rar eat) 
ist. Eine analoge Überlegung gibt: 
Beige, 

Endlich bilden wir die Gleichungen: | 

(pt ,r +. )2g+:)+ (lag + ,P + Ir He )=(, 
a U a ee 

I et 








- woraus durch Ausführung: 


eat. )-AQ+)=0, 
—Ac(r +. )—acr +. )=0 
und: 

Geil, cc. 

Ist nun c=0, so bilden die linearen partiellen Differential- [240 
 gleichungen: 
Pt: =0,9+4:.:=-0 
ein vollständiges System, das bei der Gruppe invariant bleibt. In diesem 
Falle könnte daher die Gruppe in eine Gruppe von Punkttransforma- 
tionen einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit übergeführt werden. 
Wir können daher annehmen, daß eZ0 und daß infolgedessen 
 «&@=0 ist. Wir können überdies, indem wir e(r +.) als neuesr+--- 
_ einführen, die Größe c gleich 1 setzen. 


2. Betrachten ‘wir nun die fünf Größen: 
2: ,, es Babe, a zz» -YVoHt::,, 
so ist klar, daß dieselben eine fünfgliedrige Funktionengruppe bilden 
_ welehe mit der Gruppe: 
| Dar ug f, g+ so, RN) au yd 
_ gleichzusammengesetzt ist. Da überdies die Funktionen jeder Gruppe 


\ unabhängig sind, schließen wir, daß es eine Berührungstransformation 
gibt, vermöge deren: 


’ 





u 

Te A er 
r=er+:--, 

va tz tr=rgte, 


eV. 


In Ya 2 UL. 
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ist. Wir schließen ferner (Bd. II, $. 125 [hier Abh. IV, $ 5, $. 103]), 
daß es eine Punkttransformation gibt, welche die fünf letzten Glei- 
chungen erfüllt. 


Wir führen daher «, y', 2’ als neue Variable ein und suchen die 
entsprechende Form der Größe: 


wre trngattr. 


Zur Bestimmung von &, n und & erhalten wir [wegen] (3), (5), (7) 
zunächst die Gleichungen: 


BE de, dee [241 
Ta Tau Ten 
dn RT dn 
= ) h — = 
da’ 0, dz' ’ dy v, 
de ed 
al dz' oe PERL, nı 


woraus durch Integration, indem wir mit ZL’, M’, N’ Integrationskon- 
stanten bezeichnen: 


r/ 


E=-y+tLy=-Me-!y’+Ly+N. 

Zur näheren Bestimmung der Konstanten benutzen wir die Gleichung: 
aut we). mr), 

welche zeigt, daß 


L=M=-N=0 
ist. 


Hiermit erhalten wir die Gruppe: 





P,g+tarr 2p—yg, 29 + 3g@r, yp + 3yr 








die den gestellten Forderungen genügt. Es ist diejenige sechsgliedrige 
Gruppe, die wir in meiner letzten Abhandlung, Bd. III, S. 434 |hier 
Abh. V, $ 10, Nr. 31, S. 179] ın der Form: 











2 IN: 
1; xq, 24, P; Ip, q 





erhielten. 
$ 2. Reduktion des Problems. 


Indem wir die acht in der Einleitung besprochenen Möglichkeiten 
A, B,... H der Reihe nach diskutierten, würden wir eo ipso alle [242 
Gruppen von Berührungstransformationen erhalten. Es ist indes mög- 
lich, durch apriorische Betrachtungen, die an und für sich ein 
wichtiges Prinzip bilden, mehrere unter jenen Möglichkeiten von 
vornherein auszuschließen. Dies soll jetzt gezeigt werden. 
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3. Berührungstransformation nenne ich, wie früher gesagt, jede 
Transformation zwischen z, &, y, die die Gleichung: 


dze— ydc=0 


invariant läßt. Bezeichne ich nun eine beliebige infinitesimale Berüh- 
rungstransformation mit: 
sptngter, 
so sind & n, & in allgemeinster Weise bestimmt durch die Gleichungen: 


ee _ 4W (a, y,2) Be an £ dW 


Pr da men a 


wo W eine arbiträre Funktion von &, y, z bezeichnet. Ich kann immer 
voraussetzen, daß W in der Umgebung von: 2=y=2z= U synektisch 
ist; alsdann ist dasselbe der Fall mit 5, n und &. Es ist dabei klar, daß 
die Glieder nullter und erster Ordnung der Größen &, n und & nur von 
den Gliedern nullter, erster und zweiter Ordnung der Größe W ab- 
hängen. Sei: 


W=4A+ Ba+CUy+ Dz:+ Ex’ +Faıy+ Gy + Haız+ Kyz + L2}, 


Lab pn la ma ne Mn mt Aral ln ad rl "nr nn a 


und laß mich der Reihe nach annehmen, daß eine einzige unter den 
Größen A, B,..., 7, von Null verschieden ist; ich werde die ent- 
sprechende Berührungstransformation bestimmen. 

Setze ch W=1, so erhalte ich die Transformation r. Setze ich 
W =, so erhalte ich die Transformation 9 + xr, usw. In dieser [243 
Weise erhalte ich die folgenden infinitesimalen Berührungstransforma- 
tionen: 

r,g+tar,p, yq ter, 
De RE ea 
(z+ ya)q + zer, zp — y?q, 2yzg + 2er, 


unter denen die drei ersten von nullter, die letzte von zweiter, während 
die übrigen von erster Ordnung sind. 
Hieraus folgt nun sogleich, daß eine Gruppe von Berührungstrans- 
formationen höchstens sechs unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen erster Ordnung enthält. Wir bemerken ferner, daß der Ausdruck: 


e(yg + er) + Bag + ylap— vg) + dyp +ezg + Azp, 
_ wie man auch die Konstanten «, ß,..., A wählt, nie die Form: 
apryq+tzr 


annimmt. Also schließen wir sogleich, daß die in der Einleitung 
_ besprochenen Fälle 5, D, F, H keine Gruppe von Berührungs- 
 transformationen liefern können. 
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s 3. Die Richtungen dx, dy, dx werden viergliedrig transformiert. 


4. Werden die Richtungen da, dy, dz viergliedrig transformiert, 
so zeigen die früheren Entwickelungen, daß die infinitesimalen Trans- 
formationen erster Ordnung die Form: 

Ir, YPt-, 2p-yy+., aptyg-aptygtsen)+... 


annehmen können. Ich bezeichne diese Transformationen bez. mit den 
Symbolen: 


AQ In, x2,.Y0) 0 
wobei z. B. XQ nicht als das Produkt zweier Größen X und Q, son- 
dern als ein irreduktibles Symbol aufzufassen ist. Ich setze ferner: [244 


so daß die Transformationen nullter und erster Ordnung die folgen- 
den sind: 


1 Bon SouDıE 0 
? 2 7 


Es fragt sich, welche Transformationen zweiter und höherer Ord- 
nung auftreten können. 


Man erkennt leicht, daß jede solche Transformation die Form: 
Ha Wp tn Wa+lzr+--: 
besitzen muß. Ist dabei CZ0, so kann man setzen: 


(&4+--,M =0 
und findet so: 


H = A(#p + z"Iyg)+Beg+zert+:... 
Nun aber ist: 
@B 94 .:,0)- MH, 


und also kommt = 0, A= B=0 und: i 
H=zr+..., 


so daß unsere Gruppe zugleich die Transformation gr ++» enthalten 
müßte, was indes von vornherein ausgeschlossen ist. 


Sei daher ©=0. Alsdann käme: 
H=ap+aygt--., 
so daß die Gruppe eine Transformation der Form: 


2ap+tyg+:-- 


enthielte, was wiederum von vornherein ausgeschlossen ist. 
Unsere Gruppe enthält daher nur die sieben Transformationen (1). 
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5. Wir müssen die zwischen diesen Transformationen bestehenden 
Relationen bestimmen. 
Zunächst ist: 

20, YP)=XP-YQ, (XQ,XP-— YQ)=-2X0Q (XQU)=0, [245 
(YP,XP-YQ)=2YP, (YP, UD)=0, (XP- YQ,UO)=0. 
Bezeichne ich nun die drei Transformationen: XQ, YP, XP — YQ 
mit dem gemeinsamen Symbole 7, so ist klar, daß drei Relationen 

der Form: 


(2) (R,T) = £«,T,+ BU 


ha ann tt ai Ste wer > 





bestehen. Ich behaupte, daß die drei Größen ß gleich Null sind. Dies 
ergibt sich, wenn man in der Jacobischeu Identität: 


(R,BC) + (B,OR)+((,BB)=-0=(RB0Cı 


statt B und C sukzessiv zwei beliebige Größen 7 hineinsetzt. Daher 
erhalten die Gleichungen (2) dieselbe Form wie die entsprechenden 
Gleichungen in $ 1, und also können wir die Transformation R=r+- - 
derart wählen, daß kommt: 


(RXQ)=(R,YP)-(R,XP- YQ)=0. 
Es bestehen Relationen der Form: 
BR0O)- DOFESTHAÄL, 
(P,XP- YQ)- P+ZT+uG, 
(P, YP) = ZT+vU, 


9 (9, X0) = ET+aU, 


(9,XP-YQ))=-Q+ZET+ BU, 
ar pres, 





Wir führen Q@+ AU als neues g+---, und P+yU als neues p+--- 
ein. In dieser Weise erkennen wir, daß wir: 


l=ey=0 


setzen können. Wir bilden die Gleichung: 
(P,XOXP- YQ)- 2(XQ,P + (XP - YQ,DXQ=0, 


-— woraus: 


(,XP-YQ+(PRXQ)+2T-0, 
so daß ß=0 ist. Dementsprechend ist «—0. Endlich bilden [246 
wir die Gleichung: 


(P,XP-YOYP)—-2(YP,P+(YP,PXP-YQ)=0, 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd V 14 
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woraus: 


S(PFP+ZST-0, 


so daß v—= 0 wird. Dementsprechend ist «= 0. 

Hiermit ist die Größe U aus den Gleichungen (3) verschwunden, 
und also erkennen wir, indem wir wie in $ 1 verfahren, daß wir P 
und @ derart wählen können, daß kommt: 


(P,XQ)=-0Q, (PP XP-YQ)=P, (PP YPM=0, 
(9, X9)-0, (,XP- YQ)=-Q (YP=P. 
Es bestehen Gleichungen der Form: 
(RU)=—2R+A(XQ)+ BIXP—- YQ)+C(YP)+DU, 
PD=—- P+a(XMV+b(XP-TYO)4c(YPA)+ar, 
OND-- Q+0(XQ)+B(XP- YQ)+Y(YP)+8U. 
Nun ist immer: 
(RU)T)=0 
und also kommt: 


A=B=-C=0 


und, indem wir R— DU als neues R einführen, können wir zugleich 
D=0 setzen. 
Ferner ist: 


(PODYM-0, (PUXP-Y)-(PNM-0, 


woraus folgt: 


so daß kommt: : 
am au 2m 

Es steht zurück, die drei Ausdrücke: (P, @), (P, R), (@, R) zu [247 
berechnen. Sei: 
(PRB=AP+BQ+CR+DXQ+ EXP — YO) +FYP+G@GU. 
Es ist: 

(PRXP—- YQ)—-(PR)=0, 

woraus B=0=D=E=F=G=0( und: 


(PR)= AP. 
Ferner ist: | 
(PRU)—-2(RP)+(PR=9, 
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woraus A=0 und: 
(PR=0. 
Dementsprechend ist auch: 
(QR)=V0. 
Sei: 


BE PQ=aP+bYg+eR+dXY+eXP— YQ)+FfYP+gU. 
Es ist: | 
: (POYP)=0, (POXQ)=0, 
woraus aeb=d=-e=f=-0 und: 


(PQ)=cR+9ygU. 
(OD SIT LEN 
—2cR+2(cR+g9U)=V0, 


_ Ferner ist: 
oder: 


woraus 9= (0 und: 


(PQ)=cR. 


6. Ist nun c=0, so bilden die linearen partiellen Differential- 
gleichungen P=0, Q@=0 ein vollständiges System, das alle Transfor- 
mationen der Gruppe gestattet, und diesen Fall können wir ausschließen. 
Sei daher c20, und dabei können wir ohne Beschränkung c—= 1 an- 
nehmen. Alsdann bilden die Transformationen: 


PORNXDxXPe yo vP [248 


eine sechsgliedrige Untergruppe, die nach den Entwickelungen des 
‘ersten Paragraphen auf die Form: 


Pater rn, ag+3@r, 2p —yg, yp + syPr 
gebracht werden kann. Es steht zurück, die Form der Transformation: 
U-öp+ng+tir 


in den neuen Variabeln zu bestimmen. Es ist: 


a5 _ as _ ee 
dn. dn dn dn 
- dx 0, dz 9 dy 4 re 2 
dag dg& d& dg 
da 0, dz 2, dy ur 5 e 


woraus: 


$=-2+4, n=—y+B, $=—2:+4y+0C. 


"Wir bilden die Gleichung (ep —yg, U) = 0, woraus folgt A=B=0. 
Die Größe C können wir ohne Beschränkung gleich Null setzen. 
14* 
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In dieser Weise finden wir die siebengliedrige Gruppe: 





»p, qa+er, r, 2P— yq, &g+ ser, V2T: sy?r, 
zp+yq+ 2zr 











Es ist dies eben diejenige Gruppe, die wir in Bd. III, $. 425 [hier 
Abh. V, $ 8, Nr. 24, S. 172]) in der Form: 





9 24, 2°q, D&D, y4, , 








erhielten Die Identität dieser beiden Gruppen verifiziert man, indem 
man der in $ 2 betrachteten Größe W sukzessiv die Werte: [249 


| 1,2, 000, 2 y’ 
erteilt. 


$ 4. Die Richtungen dx, dy, d= werden fünfgliedrig 
transformiert. 


7. Werden die Riehtungen dx, dy, dz fünfgliedrig transformiert, 
so haben die infinitesimalen Transformationen erster Ordnung die Form: 
20 tr =, 2 Hr. 5 z2g-+::>», ap —Yyqa+t:-,, yp+:°-. 


Es fragt sich, wieviele und welche Transformationen zweiter und höherer 
Ordnung unsere Gruppe enthalten kann. 
Jede solche Transformation hat eo ipso die Form: 

Hu. Y, 2)p + na, RL a 

dabei können wir, |wenn die Transformation von der höchsten vor- 

kommenden Ordnung ist], setzen: : 
4, H)=d, (ep, H)=0, (29, HA) u 

Die beiden ersten Gleichungen geben: 


H+:-:-=4Azp+Brg+--,, 


die letzte zeigt, daß A—=0 und: 
H=Brqg+t--- 


sein muß, und da: ; 
24, yp)=#Pp 


ist, so enthält unsere Gruppe zugleich eine Transformation der Form: 


A nieht rn da Bam a a a 





oder: 


$3,4; Nr. 6, 7. Der dritte und der fünfte Fall »13 


Es fragt sich, ob noch weitere Transformationen zweiter oder 
höherer Ordnung: 


K=-&(,y, pP + D)da+:-- 


auftreten können. Jede solche Transformation müßte sowohl mit 


2’qy+:-- wie mit 29 + --- in Involution liegen und hätte somit [250 


die Form: 


Azqg+Bzrep-+--- 


und wäre daher keine neue Transformation. 
Ist s> 2, so bilden die vier Transformationen: 


2gq+:-», ent. eig t.--, zipHt:.., 


die eo ipso der Gruppe angehören, ein Involutionssvstem. Wären dann 
drei unter den Gleichungen: 


gt. =(0, 2DP +: .--=(, zeigt. =(, zip+t.. =0 
unabhängig, so bestände eine Relation: 
Aeaga+--)+Bl@p+:-)+Cle!a+.-)+ Dept. )=0 


mit konstanten Koeffizienten, was offenbar nicht der Fall ist. Also 
schließen wir, daB 2’"'qg+--- und z2’='9-+--- sich folgendermaßen: 


fa, y 12a +) typ 2a p-+---) 


ausdrücken lassen. Aber hieraus folgt sogleich, daß die linearen par- 


_ tiellen Differentialgleichungen: 


gt: =D, 2Pp+::-=0 


ein vollständiges System bilden, welches alle Transformationen der 
Gruppe gestattet. Wir können daher den Fall s> 2 ausschließen. 


Seis=2, und: 


BD een ebedgrn) 


Wir bilden die Gleichung: 


ae 
ug +:)=0, 


woraus folgt, daß «= O0 ist. Dementsprechend ist auch $=0, so daß 
der Fall s=2 sich in derselben Weise wie der Fall s>2 als un- 


möglich ergibt. 
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8. Die Gruppe enthält daher nur die folgenden Transforma- [251 
tionen: 
a Q=4+---, R=r+--., ZQ=24+---, ZP=sp+--., 
AQ=24+.,, XP-YQ=ap—-yga+:-, YP=yp+:-. 
wir müssen die zwischen ihnen bestehenden Relationen bestimmen. 
Bezeichne ich die Größen: XQ, XP— YQ, YP mit dem gemein- 
samen Symbole 7‘, so bestehen Relationen der Form: 
(R XQ)= ET +aZQ+bZP, 
(R, XP- YOQ)=ZET+0ZQ+BZP, 
(BEYP, 27,420, BZp 
wo man, indem man eine Größe der Form: 
R+AZQ-+uZP 


als neues AR einführt, immer «= «— (0 setzen kann. Bildet man so- 
dann die drei Gleichungen: 


(R, 7,7) =0, 
so findet man, daß b=ß=A=-B=Ü0 ist. Daher kann man wie 
früher, indem man eine Größe der Form: 

R+aXQ+B(XP- YQ)+yYP 
als neues R einführt, immer erreichen, daß: 
(R, XQ)=(R, XP- YQ)=(RYP)=0 
wird. Man kann außerdem immer setzen: 
(RR, ZQ)=Q, (RZP)=P. 
Ich bilde die Gleichung: 


r 


(KR, ZUVXQ)-0-(Q, XQ). 
In entsprechender Weise findet man die Gleichungen: 
(0, XQ)=0, (0, at ’Q)- 8, (9, YP)=P, 
(P,XQ)=-Q, (BXP-YQ)-P, (PB, YD=0. 
Es ist: [252 
(Yu ZUO)=aXQ+b(XP— YQ)+cYP+dZQ+eZP, 
wo wegen: 


b=c=e=-(0, d=(0 und: 


(9, ZU) =aXQ 


ee Dam 20 au 1 4 mi hl nn sic de nd due ı urn DEE Dei ia warn Me A a A A Bed man ab Zn tn a ah AA Bi 
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ist. Ferner ist: 
(0, ZPP=aXQ+B(XP- YQ)+YYP+0ZQ+sZP, 


wo wegen: 


(9, ZPXQ)+(ZU,Q)=0, 
(9, ZBXP —- YQ)+(ZP, Q)+(9,ZP) 0 
e=y=0=:=(0, B=4a und: 
(0, ZP) = }a(XP — YQ) 
ist, und dabei zeigt die Gleichung (9, ZP, ZU) =0, daß «= und also: 
(9, ZU)=0, (U ZP)=0 
ist. Dementsprechend ist: 
DB, ZP)=0, (DB, ZOO: 
Es steht zurück, die drei Ausdrücke: (P, R), (Q, R), (P, Q) zu be- 
rechnen. Sei: 


(P,RB=AP+BQ+CR+DXQ+E(XP—- YQ) + 


+FYP+GZP+HZRQ. 
Die Gleichung: 
(P,RXP-YQ)-(PRh=0 
gibt: 


(PRR)=AP+GZP. 

(PB, BXQ)= (OR) 
(9, M=AQR+GZRU. [253 
Ich bilde die Gleichung: 


und erkenne dadurch, daß: 


Die Gleichung: 
gibt: 


ist. 
Es ist nun klar, daß zwei Gleichungen der Form: 


DI ZOO. 0 BL IB) 


immer ein vollständiges System bilden, und zwar ist es dabei möglich, 
der Konstanten A einen solchen Wert zu erteilen, daß dieses vollständige 
System alle Transformationen der Gruppe gestattet. Es ist nämlich: 


(Q+1ZQ, B=(A-A)Q+GZQ, 
(P+1ZP,R)=(A-A)P+GZP. 
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Wählt man daher A derart, daß: 
re 
wog or 

ist, so gestattet unser vollständiges System die Transformatien R. Man 
verifiziert unmittelbar, daß es zugleich die übrigen Transformationen 
der Gruppe gestattet. 

In dieser Weise erkennen wir, daß unsere Gruppe keine Gruppe 
von Berührungstransformationen der Ebene liefert. 


$ 5. Die Richtungen dx, dy, dz werden sechsgliedrig transformiert. 
9. Unsere früheren Entwickelungen zeigen, daß die infinitesimalen 
Transformationen erster Ordnung dieser Gruppen die Form: 
A ie 2Pp+:-,, 2qg+---, dp YVg + °:>», yp+t°--, 
U=zp-+yq+2zr+--- 
besitzen. Es fragt sich, ob Transformationen zweiter oder höherer 


Ordnung auftreten können. 
Eine solche Transformation hat eo ipso die Form: [254 


Beat ern 

Wäre hier Ü=0, so erkennt man wie im vorangehenden Paragraphen, 
daß die Gruppe die beiden Transformationen: 
24+°-,, zp+--- 


enthielte. Gäbe es keine weitere Transformation s-ter Ordnung, so 
würden wir wie im vorangehenden Paragraphen auf Contradietio ge- 
führt. Laß uns daher annehmen, daß es weitere Transformationen s-ter 
Ordnung gibt. Eine solche Transformation muß sowohl mit #g +», 
wie mit z’p + --- in Involution liegen und besıtzt daher, wie man 


leicht findet, die Form: 
seizp+seiyg+tzir+::.. 


Alsdann aber folgt, indem man die Transformation r ++ (s— l)-mal 
anwendet, daß die Gruppe eine Transformation der Form: 


ap+tyq+ter+t:--- 


enthält, was von vornherein ausgeschlossen ist. 
Also muß 020 sein. Sei z.B. ÜC=1 und: 


A=Etpytng+tzer+::-. 
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Es ist: 
a en, 


woraus: 
H=z,'iop+ze'ygy+2zr-+::.. 


Eine (s — 1)-malige Anwendung von R gibt die Transformation: 


sptyaqa+ssr-+--, 
so dB s=2 und: 
H=zıp+zyg+tzer+--- 


sein muß. Weitere Transformationen s-ter Ordnung gibt es nicht, und 
daher sind zwei Fälle möglich, je nachdem unsere Gruppe die Trans- [255 
- formation A enthält oder nicht enthält. 


10. Laß mich zunächst annehmen, daß es keine Transformation 
zweiter Ordnung gibt, und daß daher die Gruppe nur die Transfor- 
mationen: 

IR ZOO IE AG AR YO Tr 
enthält. 
Es bestehen Relationen der Form: 
(RR XQ)=2S8+eU, 
(RXP- YQ=- 2385 -+ßU, 
(R,. YP)J=238-+yVU, 
wo S5 ein gemeinsames Symbol der Größen ZQ, ZP, XP— YQ, YP, 
X0@ sein soll. Man erkennt, indem man die drei Gleichungen: 
(R, XQ, e- Y®) =(, 
(R, X Q, ER) = v, 
(R,YP,XP-Y9Q)=-0, 
bildet, daß e=ß=yp=0. Indem man daher R zweckmäßig wählt, 


erkennt man wie im vorangehenden Paragraphen, daß man: 


(R,XQ)=(R,XP-YQ)=(R YP=0 


- annehmen kann. 





Es ist: 
(RU)=2R+a«ZQ+ßBZP+Y»XQ+6(XP—- YQ)+sYP+pgpV, 
‘_ und dabei zeigen die Gleichungen: 
(R, DXQ)=0, (RK,UDYP)=(0, 


daß a - B=y=d=e=0 ist. Führt man daher R+3YU als neues 
R ein, so kommt: 


(RD-2R. 
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Man kann setzen: 
(RZQ)=-Q, (RZPD=P, 
und dabei findet man wie im vorangehenden Paragraphen, daß: [256 
(9, XQ)=-0, (,XP-YQ)=--0Q, (Q, YP)-P 
(PR, XQ)=-Q (XP-YQ)=P (PRYPM=0, 
U)-0Q, PO)=P. 
Es bestehen Gleichungen der Form: 
(ZO)-=-ZES5+aL, 
(9, ZP)=3S + BU, 
(P, ZO)= ES + YUV, 
(P,ZP=ZES+$T, 
und dabei ergibt sich, indem man sukzessiv die Gleichungen: 
(R, ZOZP) = (P, 20), 
(9, ZUVXP— YQ)=— 2(Q, ZQ), 
(P, ZPXP—- YQ)=2(P, ZP), 
(9, ZYYP)+(ZP,Q)-(P,ZQ)=0 
bildet, dß «= ß=y=ö=(0 ist. Daher schließen wir wie im voran- 


gehenden Paragraphen, daß: 
(8 29) = (9, ZP)=(P, ZQ=(P, ZP)=0 


’ 


ist. 
Es steht zurück, die drei Größen: (P, R), (Q, R), (P, Q@) zu be- 
stimmen. Sei: 
(P,R=AP+BQ+HOR+DZQ+HEZP+FXQ+ 
mal IQ LIE RE 
Ich bilde die Gleichung: 
(P,RRXP-YQ,—-(P,R=0 
und finde: 
(P,R)=AP+EZP 


und wegen (P,XQ, R) = 0: 


(R)=AQ+EZO. en [257 
Die Gleichung ((R, ZP)Q) = 0 zeigt, daß: 
(P,Q)= 0 


ist, und endlich zeigt die Gleichung: 


(P, BU) +3(RP)=0, 


u nd a Li 
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daB A=E=0 und: 
(PR)=0, (,R)=0. 


Hiermit ist nachgewiesen, daß die linearen partiellen Differential- 
gleichungen: P=0, Q=0 ein invariantes vollständiges System bilden, 
und also brauchen wir unsere Gruppe nicht näher zu bestimmen. 


11. Endlich werden wir annehmen, daß die Gruppe infinitesimale 
Transformationen zweiter Ordnung enthält und daß sie daher die Form: 


PORZO ZPO XP TIR TE, 
U=ap+yg+2zr+:., V=azp+yzga+zer+:-- 
besitzt. 
Es ist möglich, die Transformationen erster Ordnung derart zu 

wählen, daß man hat: 

Zu 49 (ZEU= AL 

(XQ, U)=(XP-YQ,U)=(YP,UO)=0. 

Bezeichnet man die Größen X, XP— Y®, YP mit dem gemein- 
samen Symbole 7, so erkennt man, indem man die drei Gleichungen: 


(T,, T,, U) =, 
bildet, daß: 
(XQ,XP- YQ)=-2XQ, 


RO IP AR -2O, 
(RX r0, 27, 
Bildet man darnach die Gleichungen (ZQ, T, U) =0, [258 
(ZP,T, U)=0, so kommt: 
Zora 0 ao ze 39 70 or ze 
ZERO - ZI SZBAR- FO) = ZZ rp, 0: 
Endlich besteht eine Gleichung der Form: 
GIER 


wo & von Null verschieden sein kann. 
Es bestehen Gleichungen der Form: 


(RVY)=UH+raV, (R, DW oR 2u Der 
Führt man hier R+AU-+uV als neues R ein, so kann man a=c=V0 
setzen, und wegen (R, U,V)=0 ist zugleich b=0, und also wird: 
(RV)=U, (BU)=2R+2S. 
Indem man darnach die drei Gleichungen (R, 7, 7,)—=0 bildet, kommt: 
{R, XQ)=238, (RR XP-YQ)=-28S, (RR YP)=23S, 
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oder durch zweckmäßige Wahl von R: 

(R, XQ)=(R XP-YQ)=(RYP)=0. 
Die Gleichungen (R, U, XQ)=0, (R, U, YP)=0 geben: 


(R, U)=2R. 
Wir setzen: 
und finden so: 
(9, XQ)=-0, (, XP- YQ)=-Q, (U YP=-P, 
(P,XQ)=0Q, (BXP-YQ)=-P, (B,YQ)=0, 
OS, (8, U)=8, (,V)=ZQ, (P,V)=ZP. 


Es bestehen Gleichungen der Form: 


(9, ZQ)=-3S +AU+BV, [259 
(9,ZP)=23S+aU+bV, 
(P, ZQ))=385+0eU +PV, 
(P,R,ZP=2S+y7U +90V. 

Wir bilden die Gleichungen: 

(R, ZU, ZP)=0, (9,ZQ, YP=-0, (9, ZQ, XP- YQ)-0, 
(Q, ZQ, XQ) zug 0, (Q, ZP, XQ) =, (9, ZP,XP- YQ)=0, 
(9, ZP,YP)=0, (29,2P,Q) -0 

und finden hierdurch: 
(9, ZU) = —EAQ, 
(U ZP)= 3eÜU—-3:XP— YO), 
(P, ZU) = -32EU—-}EeXP—-YQ), 
(P,ZP) = +eYP. 

Es steht zurück, die drei Ausdrücke: (PR), (YR), (PQ) zu be- 
rechnen. Sei: 
(P,RB=AP+BQ+HCOR+DZQ+EZP+FXQ +G(XP—- YQ)+ 

+ HYP+GU+KV. 
Ich bilde die Gleichung: 
(PR RXP-YQ)--(PR)=0, 
woraus: 
(P,R)=AP+EZP 
und wegen (P,R, U) =: 
(PR=(. 


aa un aa a ht a rt a Bu a ie) FE en ee ee 
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Dementsprechend ist: 


QH=0. 
Ich bilde die Gleichung (R, ZP, Q) = 0 und finde: 
(P,Q)=-.eR. 


Hiermit sind alle Relationen bestimmt. Ist &=0, so bilden die [260 
linearen partiellen Differentialgleichungen: P=0, Q=0 ein invarlantes 
vollständiges System. Diesen Fall können wir daher ausschließen. Ist 
&Z 0, so können wir = — 1 setzen. Alsdann bilden die sieben Trans- 
formationen: 


PO RA KTPOIFOSER U 
eine Untergruppe, die nach dem Vorangehenden die Form: 

9, q+tar,r, xgq+4ar, 2p —yq, yp+3Yr, zp+yq + 2er 
annehmen kann. Die Transformation: 

ZQ=Ep-+ ng + Sr 

wird vermöge der Relationen: 
(P, ZQ-4U+4XP- YQ)=ap+er, 
(R, ZU) = Q=uHter, 
9, Z)-XQ=-ag+tzer 


bestimmt durch die Relationen: 


dE_ a 
re Tre 

dan _ dn _ dn dn 
ee er 

ds ds dg ds 1.2 


en en ten ing 
woraus: 
£E=122+A, n=z+B &=1,+Ay+C. 
Dabei zeigt die Gleichung (z» + yg + 22r, ZQ)=ZPQ, db A=B 
= (0-0, und: 
ZQ=4a’p +24 +zar. 


Die Gleichung (ZQ, YP)=.ZP gibt: 
ZP=(2z— ya)p — Iy?q — zayfr. 
Endlich gibt die Gleichung (ZQ, ZP) = —P: 
= (2: — tay)p + (ey — }ayP)g + (4 y’)r. [261 
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Hiermit finden wir die zehngliedrige Gruppe: 





»,grarr 29+%2@r, yp+ 4y?r, pp — yq, &p+yg + 2er, 
sap t2g + zer, (— ay)p — iyg—Axyr, 
(we za’y)p+(yz— Hayd)q + (2 — 1229) r 











die wir in Bd. III, S. 441 [hier Abh. V,$11,Nr.34, $. 184] in der Form: 





9,29 2%°q, », xp, yq, ap + 2xyg, 
»? 


p? 5 ,p? A 
2 ©, +2, x 7 tr tun + 4y°a 











erhielten. 

Es gibt daher nur drei Gruppen von Berührungstransformationen 
einer Ebene, die sich nieht durch zweckmäßige Koordinatenwahl in 
Gruppen von Punkttransformationen umwandeln lassen. 

In einer späteren Arbeit beschäftige ich mich mit der Frage nach 
allen Gruppen von Berührungstransformationen eines n-fach ausge- 
dehnten Raumes! | 


Vla. 


Selbstanzeigen von VI. 
1. Bulletin des Sciences math. et astr. Bd. XVI (11. Ber. Bd. V) 2. Abt. .8 78. 
Paris, April 1881. 

Dans un travail preesdent, l’auteur a determine, par des calculs 
assez compliques, tous les groupes de transformations de contact d’un 
plan. Dans le present M&moire, cette determination est effectue d’une 
maniere beaucoup plus simple. On trouve quil n’existe que trois grou- 
pes de transformations de contact qui ne peuvent, par aucun choix 
possible de eoordonnees, ötre ramenes ä des groupes de transformations 
de points. 


2. F.d.M. Bd. XI, Jahrg. 1879, $. 258-259, Berlin 1881. 
Eine infinitesimale Transformation zwischen den Größen x, Y, P: 


dı= &(, Y, p)dt, dy FRE nöt, Op = nöt 


ist eine Berührungstransformation der Ebene %, y, wenn eine Bedin- 
gungsgleichung der Form: 


Ö 
.(dy — pda) = pla, y, p) (dy — pda). 


1) Gestattet ein System von Differentialgleichungen keine Transformations- 
gruppe, und weiß man dabei, daß es eine gewisse Form erhalten kann, so kann 
diese Überführung immer geleistet werden. 
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oder die äquivalente: 
dn — andz — pdE = p(dy — pda) 
stattfindet. Diese Relation wird in allgemeinster Weise befriedigt durch 
die Gleichungen: 
daW dW dW dW 

ern male user, Im 
in denen W eine willkürliche Funktion von x, y, p bezeichnet. Ist W 
eine analytische Funktion in der Umgebung des Wertsystems: x = 0, 
Ey=0,p=0: 
W=4A+Bax+Cy+ Dp+ Ea+Fxy+ Gy? + Hap-+ Kyp + 

+Lp?+-- r 

so sind &, n, x ebenfalls analytische Funktionen in der Umgebung des- 
selben Wertsystems, und durch Berechnung ergibt sich: 


&=D+Hz+Ky+2Lp+---, [259 
mean a, 
z=—B-Cp—-2Exr— Fy+: 


Hiermit sind die Glieder nullter und erster Ordnung in den Reihen- 
entwickelungen der Größen &, n, x gefunden. 

Diese einfache, gleichzeitig aber wichtige Bemerkung dient dem 
Verfasser als Den für eine verhältnismäßig einfache Be- 
gründung seiner schon in den Göttinger Nachrichten 1874, Nr. 22 
[hier Abh. I] (s. F. d. M. VI, S 93) durchgeführten Bestimmung aller 


-_ Gruppen von Berührungstransformationen einer Ebene. 


L. 


Ir 


Über Flächen, die infinitesimale und lineare j1m 
Transformationen gestatten. 


Von Sornus Lie. 
Arch. for Math. Bd. VII, Heft 2, S. 179—193. Kristiania 1882. 


In zwei gemeinsamen Noten in den Comptes rendus (1870 |d. Ausg. 
Bd. I, Abh. VI]) der Pariser Akademie behandelten Klein und ich 
Flächen, die zwei infinitesimale und lineare Transformationen gestatten, 
indem wir jedoch die Beschränkung hinzufügten, daß diese beiden in- 
finitesimalen Transformationen permutabel!) sein sollten. 

Es ist leicht, Flächen aufzufinden, die zwei nicht permutable, line- 
are infinitesimale Transformationen gestatten. Man wähle in der Tat 
zwei lineare und infinitesimale Transformationen des Raumes x, y, 2 
etwa Af und Bf, die in der Beziehung: 


B(AN) - ABM) -Af 


stehen und dabei keine Relation der Form: 
Bf— A(a, y, 2) Af 

erfüllen. Dann bilden die linearen partiellen Differentialgleichungen: 
Af=0, Bf=0 [180 


ein vollständiges System, dessen einfach unendlich viele, durch gewisse 
Quadraturen bestimmbare Integralflächen die infiüitesimalen Transfor- 
mationen Af und Bf gestatten. 

In dieser Note stelle ich die Frage nach allen Flächen, die zwei 
oder mehrere lineare und infinitesimale Transformationen gestatten. 
Indem ich einige einfache Sätze aus meiner Theorie der Transforma- 
tionsgruppen entlehne, finde ich durch einfache Überlegungen, ohne 
Rechnung, einerseits mehrere allgemeine Resultate, andererseits den 
Satz, daß sämtliche nicht developpable Flächen der verlangten Art ge- 


1) Zwei Transformationen heißen permutabel, wenn ihre Reihenfolge gleich- 
gültig ist; linear nenne ich, wie in der projektivischen Geometrie gewöhnlich, 
eine Punkttransformation des Raumes x, y, z, die gerade Linien ın gerade Linien 
überführt. 
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 funden werden, wenn man zuerst durch algebraische Operationen in 
allgemeinster Weise zwei lineare und infinitesimale Transformationen 
Af und Bf aufsucht, die entweder permutabel sind und somit die Re- 


latıon: 
B(AN) — ALBN) = 0 


erfüllen oder auch in der Beziehung: 
HAPp) Ann) =- AN 
stehen und dabei keine Relation der Form: 
DE Aa Ar 
befriedigen, und darnach die en des vollständigen System s: 


Af=0, Bf=0 


durch zwei Quadraturen bestimmt. 








1. Sei: 
p(&,y,2)=0 
die Gleichung einer Fläche mit den r linearen und infinitesimalen 
Transformationen: 
. c df c \ 
A,f= II RER te 2 (k=1,2,...,r), l1s1 


die bekanntlich durch }r(r— 1) Relationen der Form: 
(1) 4AP) - AAN) = ZeausAsf 


verknüpft sind. Ersetze ich die Variabeln x, y, 2 durch die neuen 
Variabeln: 


!=gp(z, Y, 2), U X, ee Ya, y,2), 
so wird 2°—= (0 die Gleichung der Fläche, während: 
Bi, ıp ‚ are 7 
(2) Eng 5 das Hr Bu nn 
die neue Form der infinitesimalen Transformationen sein möge. Dabei 
- müssen alle &, durch die Substitution: 2’= 0 gleich Null werden, weil 
die infinitesimalen Transformationen A,f nach Voraussetzung die Fläche 
2 =( invariant lassen. Machen wir daher die Substitution: 2=0 in 
den A,f, so erhalten wir r infinitesimale Transformationen: 


ar. od 
Af= Er da de: May 


zwischen den Variabeln x und y. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 15 
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Hierbei ist zunächst zu bemerken, daß diese r Transformationen 
A}f unabhängig sein müssen, weil zwei verschiedene lineare Transfor- 
mationen A,f des Raumes nie eine Fläche (und auch keine gewundene 
Kurve) in identischer Weise in sich transformieren können!). Es ist 
ferner einleuchtend, daß die Transformationen Arf durch !}r(r—1) 
Relationen nn sind: [182 


(3) AAN) - AAN) - Ser, 


in denen die Konstanten c,,, dieselben Werte wie in den Gleichungen 
(1) haben. 

Wir können ohne Beschränkung annelımen, daß die » unabhän- 
gigen infinitesimalen Transformationen A,f es mus den (r—1)-fach 
unendlich vielen Transforınationen: 


„Aft+tßgAf+:-+cA,f 
gewählt sind, daß z. B. A,/ und A,f in der Beziehung: 
A,(Asf)) — A(A,NM) = cA,f 


stehen, und daß dabei die Konstante c entweder gleich Null oder auch 
gleich 1 ist. Dann befriedigen die beiden Transformationen A°/ und 
4%f die entsprechende Gleichung: 


AKA) — AAN) = cAYYf. 


2. Nach meinen Untersuchungen über die Transformationsgruppen 
einer zweifach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit können wir uns 
jetzt immer denken, daß die Variabeln x’ und y’ derart gewählt sind, 
daß Atf und AS/ die eine unter den vier folgenden kanonischen 
Formen haben: 


j df ; ar ® 
Ar, ar 
af 
dx 


DT en 


ee 


s dx’ dy 
; df a ‚df. 
d AYf= rd Af=2zatV a, 


1) Weiß man nämlich, wie eine Fläche durch eine im übrigen unbekannte 
lineare Transformation des Raumes in sich transformiert wird, so kennt man eo 
ipso die Transformation ihrer ebenen Schnitte, das heißt, die Transformation aller 
Ebenen des Raumes, und hiermit ist die betreffende lineare Transformation des 
Raumes vollständig bestimmt. 
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a) Ist: . [1s3 
af : ‚ 
ar, An 
so sind, werden wir nachweisen, die Kurven y' = Üonst. die einzige 
auf unserer Fläche gelegene einfach unendliche Kurvenschar: 


2x, y) = Const., 


die sowohl APf wie APf gestattet. Sollen nämlich zwei Relationen 
der Form: 
EWR), Var 9) 

bestehen, so muß y sicher eine Funktion von 2, und also zugleich 
® eine Funktion von y sein. Nun aber ist klar, daß die Haupttan- 
gentenkurven unserer Fläche sowohl die Transformation Ayf wie die 
Transformation A®f gestatten. Also schließen wir, daß alle Haupt- 
tangentenkurven durch y’ = Const. dargestellt werden, und daß somit 
nur eine Haupttangentenkurve durch jeden Punkt der Fläche hin- 
durchgeht, woraus wieder folgt, daß die Fläche developpabel ist. 

Durch die infinitesimale Transformation 9’ (wie auch durch die 
Transformation y'p‘) wird nicht allein die Schar y’— Const. sondern 
zugleich jede Kurve dieser Schar in sich transformiert. Wenn aber 
eine lineare Transformation des Raumes alle geraden Linien einer De- 
veloppablen invariant läßt, so kann die zugehörige Rebroussements- 
kurve, deren sämtliche Punkte sicher ihre Lage während der Trans- 
formation nicht ändern, keine gewundene Kurve sein. Also ist ent- 
weder die Rebroussementskurve eben, und somit die betreffende De- 
veloppable eine ebene, ‘oder auch reduziert sich die Rebroussements- 
kurve auf einen Punkt, so daß die Developpable ein Kegel ist. 

b) Sei jetzt: [184 

Ai, Am 

Dann sind, behaupte ich, x’ = Üonst. und y’ = Const. die einzigen 
auf der betreffenden Fläche gelegenen einfach unendlichen Kurven- 
scharen: 

2(«, y) = a = Const,, 

deren jede sowohl die Transformation A®f wie die Transformation 
A®f gestattet und somit zwei Relationen der Form: 


d2 ‚a® 
erfüllt. Diese beiden letzten Relationen verlangen nämlich entweder, 
IR 
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daß x’ eine Funktion von 2, und also gleichzeitig 2 eine Funktion 
von x ist, oder auch, daß 2 nur von y’ abhängt, womit die Richtig- 
keit unserer Behauptung erwiesen ist. Schließen wir daher die deve- 
nn ae Betrachtung aus, so ist & —= Const. die 

g upttangentenkurven, und y = ÜConst. die 
(Gleichung der zweiten Schar, 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen werden wir, indem wir 
mit a, eine beliebige Konstante bezeichnen. die infinitesimale Trans- 
( s 
formation AfA (« I E f 
betrachten. Bei derselben bleibt die Haupttangentenkurve: «= a, in- 
variant, und überdies behalten alle ihre Punkte ihre Lage ungeändert. 
Wenn aber alle Punkte einer Kurve bei einer linearen Transformation 
des Raumes invariant bleiben, so ist die Kurve eben, und da x’ =a, 
außerdem eine Haupttangentenkurve sein soll, so muß sie eine Ge- 
rade sein. 

Es ist auf der anderen Seite ebenfalls leicht zu beweisen, daß auch 
jede Haupttangentenkurve: y’= b, geradlinig sein muß. Denn, wäre [185 
die Kurve: „= b, gewunden, so könnte man zuerst in einem arbiträren 
Punkte p derselben die zugehörige Oskulationsebene konstruieren und 
danach den Schnittpunkt x dieser Ebene mit der Geraden 2’ — a, be- 
stimmen. Führte man sodann die infinitesimale Transformation Adf— a, AYf 
aus, so bliebe jeder Punkt der Geraden: #’= a,, insbesondere auch der 
Punkt x invariant, und da nicht alle Punkte p der Kurve: y’= b, bei 
unserer Transformation invariant bleiben dürfen, so müssen alle Osku- 
lativnsebenen der soeben besprochenen Kurve durch den gemeinsamen 
Punkt x gehen. Hiermit sind wir indes auf Contradietio geführt, und 
also muß die Kurve: y’ = b, eben und als Haupttangentenkurve gerad- 
linig sein, wie behauptet wurde. Die Annahme « 

art, are 
führt somit entweder auf Flächen zweiten Grades oder auch auf 
developpable Flächen'). 

1) Im letzten Falle gibt es nur eine Schar (geradlinige) Haupttangenten- 
kurven, die entweder durch «' = Const. oder durch y’= Const. dargestellt werden. 
Ist: y — Const. die Gleichung der geradlinigen Haupttangentenkurven, so sieht 
man wie früher ein, daß alle diese Geraden einen Kegel bilden. Is' x = Const. 
die Gleichung der geraden Linien der developpablen Fläche, so müßte die Re- 
broussementskurve sowohl durch A®f wie durch A$f in sich transformiert werden 
und somit eine Kurve dritter Ordnung sein. Es ist indes leicht zu verifizieren, 
daß die Developpable einer Kurve dritter Ordnung nicht zwei infinitesimale, lineare 
Transformationen der typischen Form p', #’ p’ gestattet. 
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c) Die Annahme: 
: df r 

Adf= 5, ADf- 
liefert die von Klein und mir untersuchten Flächen mit zwei permu- 
tablen linearen und infinitesimalen Transformationen. Es ist bekannt- 
lich möglich, in allgemeinster Weise zwei permutable lineare und infi- 
nitesimale Transformationen A,f, A,f aufzustellen; darnach findet man 
die Integralflächen des vollständigen Systems: [186 


Af=I, Af-0 
durch zwei Quadraturen, die sich überdies ausführen lassen. 
d) Zurück steht jetzt nur noch die Annahme: 
df 


da? 


: er ung nl; 
AOf = Amt Van 


Dieselbe liefert eine Reihe, im allgemeinen transzendente und nicht 
develpppable Flächen. Zur Bestimmung derselben sucht man in allge- 
meinster Weise zwei lineare infinitesimale Transformationen des 
Raumes A,f, A,f, die in der Beziehung: 

A, (AN) c= A;(A, M- Aıf 
stehen und dabei keine Relation der Form: 


A,f= Az, Y; e)A,f 


erfüllen. Diese Bestimmung kann immer ausgeführt werden. Darnach 
bestimmt man die Integralflächen des vollständigen Systems: 


Af=0, Af=0 


durch zwei Quadraturen, die sich immer ausführen lassen. Die hier- 


mit gefundenen Flächen gestatten selbstverständlich die beiden infini- 
 tesimalen Transformationen A,f und Asf. 


3. Zu den obenstehenden Entwickelungen, die einen einfachen 


“Weg zur Auffindung aller Flächen mit zwei oder mehreren linearen 


und infinitesimalen Transformationen geben, fügen wir noch die fol- 


_ genden Bemerkungen: 


Sucht man alle Flächen, die eine vorgelegte lineare und infinite- 


' simale Transformation Af gestatten, so braucht man nur die lineare 


partielle Differentialgleichung: Af—= 0 zu integrieren. Jede Integral- 


' fläche derselben erfüllt die gestellte Forderung. [187 


Sieht man von den developpablen Flächen ab, so gibt es auf 


jeder Fläche mit linearen infinitesimalen Transformationen sicher zwei 
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einfach unendliche Kurvenscharen, die beiden Scharen Haupttangenten- 
kurven, die durch die betreffende Transformation in sich transformiert 
werden. Hieraus folgt, wenn «= Const. und y’= Üonst. die Gleichun- 
gen der Haupttangentenkurven sind, daß alle Transformationen, die 
wir früher mit dem Symbole A®f bezeichnet haben, die Form: 


nd „ d 
A + a 


besitzen. Berücksichtigt man daher meine Bestimmung aller Transfor- 
- mationsgruppen, (die zwei einfach unendliche Kurvenscharen der be- 
treffenden Ebene invariant lassen), und erinnert sich gleichzeitig, daß 
die Annahme Alf=p, Ayf — xp nur developpable Flächen und 
Flächen zweiten Grades liefert, so erkennt man, daß eine nicht deve- 
loppable Fläche, die überdies nicht vom zweiten Grade ist, nie mehr 
als drei lineare und infinitesimale Transformationen A,f, Ast, Asf gr 
statten kann, und findet überdies, daß die entsprechenden Transforma- 
tionen A,f entweder die Form: 





df df 
A,f= de - dy 
| ; ar GL 
(4) Er) au 
Neil ‚„ df 
A,f= T EL + dy 


oder die Form: 

I: ; e ö s 
6 Ar, = Ant 620 Lies 
erhalten können. Wir werden untersuchen, ob es wirklich Flächen 
gibt, welche die gestellten Forderungen erfüllen. 

4. Wir bemerken zunächst, daß jede Haupttangentenkurve einer 
solchen Fläche durch zwei. unabhängige lineare infinitesimale Trans- 
formationen der Form: 

CGf=kAftkAft k,Asf =1,8 
in sich transformiert wird, und daß sie infolgedessen eine Kurve dritter 
Ordnung (oder eine Gerade) ist‘). Da die infinitesimalen Transforma- 
tionen C,f und (,f sicher eine Gruppe bestimmen, so gibt es auf der © 
besprochenen Kurve 3. Ordnung einen Punkt P, der bei allen Trans- 
formationen der Form: c, C,f+«C,f seine Lage behält. Eine bestimmte 
Transformation der Form: c,C,f+c,C,f läßt im allgemeinen zwei 
Punkte der Kurve, unter denen P der eine ist, invariant. Bei einer 


1) Hieraus folgt unmittelbar, daß jede Fläche, die unsere Forderungen er- 
füllt, sicher algebraisch ist. 
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solchen Transformation behält daher im allgemeinen ein nicht aus- 
geartetes Tetraeder seine Lage. Durch zweckmäßige Variation des 
Verhältnisses c,:c,, kann man übrigens erreichen, daß die vier 
Eeken dieses Tetraeders einander unendlich nah rücken und zuletzt in 
P zusammenfallen. 

Laß uns jetzt einen Punkt allgemeiner Lage unserer Fliche wählen 
und laß uns die beiden hindurchgehenden Haupttangentenkurven be- 
trachten. Dann gibt es eine und nur eine infinitesimale Transforma- 
tion der Form: m, A,f + m; Asf + m, Asf, welche den gewählten Punkt 
und folglich zugleich die beiden hindurchgehenden Haupttangenten- 
kurven invariant läßt. Seien p=0,q=0,r=-0,u=( die vier [189 
Seitenflächen desjenigen nicht ausgearteten Tetraeders, das bei der be- 
treffenden Trausformation ungeändert bleibt, und sei die Ecke (p=0, 
q=0,r=0) der gewählte Punkt unserer Fläche. Setzen wir dann: 


p 


’ 2 
% ’ 


q 
=1i, Erg % 


so hat die betreffende infinitesimale Transformation die Form: 


© Af y df 2 df 


m a n dy r o ds’ 


und dabei sind die Konstanten »n, », o positive und verschiedene ganze 
Zahlen, weil nämlich unsere beiden Haupttangentenkurven, die Integral- 
kurven des simultanen Systems: 


dx dy dz 
m——en——=0 
x Yy 2 
darstellen, nach dem Vorangehenden Kurven dritter Ordnung sind. 
Unsere beiden Haupttangentenkurven haben somit die gemeinsame 


Gleichungsform: 
Az = By =(7, 


wo wir annehmen können, daß: 
m>nD>o 


ist, und also haben die durch den Punkt: = 0, y=0,z2=0 gehen- 
den Haupttangentenkurven eine gemeinsame Tangente, nämlich die 
Gerade: z=0, y=0. Nun aber ist der Punkt: = y=z=0 ein 
Punkt allgemeiner Lage unserer Fläche, deren durch den betreffenden 
Punkt gehende Haupttangentenkurven somit sicher zusammenfallen. 
Hiermit sind wir indes auf Contradietio geführt. 

In dieser Weise erhalten wir den folgenden nicht unwichtigen Satz: 


Gestattet eine Fläche mehr als zwei unabhängige, lineare und [190 
infinitesimale Transformationen, so ist sie entweder ein Kegel oder eine 
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Jrläche zweiten Grades oder endlich die Developpable einer Raumkurve 
dritter Ordnung. 

d. Führt man auf eine Fläche alle 00° linearen Transformationen 
des Raumes aus, so erhält man im allgemeinen &!5 verschiedene 
Flächen. Wenn indes die vorgelegte Fläche eine oder mehrere, etwa 
q unabhängige lineare und infinitesimale Transformationen gestattet, 
so erhält man nur 00"? Flächen. Die vorangehenden Entwickelungen 
zeigen, wie man alle möglichen Fälle bestimmen kann. 

Führt man andererseits alle Transformationen einer in der allge- 
meinen linearen Gruppe enthaltenen Untergruppe, die etwa m Para- 
meter enthält, auf eine vorgelegte Fläche aus, so erhält man im all- 
gemeinen 00” verschiedene Flächen. Wenn jedoch die vorgelegte 
Fläche q in der Untergruppe enthaltene infinitesimale Transformationen 
gestattet, so erhält man nur 00” verschiedene Flächen. 

Laß uns insbesondere diejenige Untergruppe mit sieben Parametern 
betrachten, die von allen Bewegungen und Ähnlichkeitstransforma- 
tionen gebildet wird, und laß uns alle Flächen suchen, die durch Aus- 
führung aller Transformationen dieser Gruppe nicht mehr als 00% ver- 
schiedene Lagen erhalten. 

Eine solche Fläche muß drei |[infinitesimale] lineare Transformatio- 
nen der besprochenen Untergruppe gestatten und ist daher entweder 
ein Kegel oder eine Developpable einer Kurve dritter Ordnung oder 
eine Fläche zweiten Grades. Es gibt aber keine Kurve 3. Ordnung mit 
drei linearen infinitesimalen Transformationen, die den Kugelkreis in- 
variant lassen. Soll andererseits ein Kegel drei solche infinitesimale 
Transformationen gestatten, so muß er eine Punktkugel sein; eine Punkt- 
kugel erhält indes durch Ausführung aller Bewegungen und Ähnlich- 
keitstransformationen nicht einmal o0* sondern nur 00° verschiedene 
Lagen. Also muß die Fläche vom zweiten Grade ‚sein und, wie [191 
man leicht einsieht, insbesondere eine gewöhnliche Kugel. 

Die soeben erledigte Frage kann übrigens direkt in folgender 
Weise beantwortet werden: Gestattet eine Fläche »° lineare Trans- 
formationen, die den Kugelkreis invariant lassen, so muß sie insbeson- 
dere 00? (oder 0°?) Bewegungen gestatten. Laß uns zunächst annehmen, 
daß diese Bewegungen sämtlich Rotationen sind. Dann weiß man, 
“ daß 0° (oder oo?) Rotationen, die eine Gruppe bilden, immer Rota- 
tionen um einen festen Punkt sind, und also ist die betreffende Fläche 
eine Kugel. Gestattet eine Fläche eine Gruppe von 00° oder oo? Be- 
wegungen, unter denen sich eine oder mehrere Translationen befinden, 
so ist die Fläche entweder eine Ebene oder eine Zylinderfläche. 
Eine Ebene erhält indes durch alle linearen 'Transformationen nur 
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00° Lagen. Eine Zylinderfläche dagegen erhält durch Ausführung aller 
Bewegungen und Ähnlichkeitstransformationen jedenfalls &©° verschie- 
dene Lagen, dabei vorausgesetzt, daß die Zylinderfläche nicht in einen 
Rotationszylinder mit unendlich kleinem Radius, das heißt, in eine ge- 
 rade Linie ausgeartet ist. | 


Die Kugel ist daher die einzige Fläche, die durch Ausführung aller 
Bewegungen und Ähnlichkeitstransformationen * und nur oc* verschie- 
dene Lagen erhält. 


6. Soll eine Raumkurve durch Ausführung aller Bewegungen 
und Ähnlichkeitstransformationen »* und nur &* verschiedene Lagen 
erhalten, so muß sie jedenfalls durch 0°? Bewegungen, unter denen 
zwei infinitesimal sind, in sich übergeführt werden. Nun aber ist 
klar, daß eine krumme Kurve, deren Bogenlänge von Null verschieden 
ist, nie mehr als eine infinitesimale Bewegung gestattet, und eine 
krumme Kurve: ds = 0, die zwei infinitesimale Bewegungen gestattet, 
ist eine Kurve dritter Ordnung, deren Developpable den Kugelkreis 
enthält, und eine solche Kurve gestattet offenbar keine dritte lineare 
infinitesimale Transformation, die den Kugelkreis invariant läßt. [192 
Die gerade Linie ist daher die einzige Kurve, die unsere Forderungen 
erfüllt. 


Die gerade Linie ist die einzige Kurve, die durch alle Bewegungen 
und Ähnlichkeitstransformationen des Raumes &* und nur 00! verschiedene 
Lagen erhält. 


Die beiden letzten Sätze zeigen, daß die Plückersche Liniengeo- 
metrie und die vom Verfasser begründete Kugelgeometrie eine ausge- 
zeichnete Stellung einnehmen unter den unbeschränkt vielen Weisen, 
in denen man im Plückerschen Sinne einen vierfach ausgedehnten 
Raum konstruieren kann. 


Führt man daher eine Fläche oder eine Kurve mit vier Parametern 
als Punkt eines vierfach ausgedehnten Raumes ein und verlangt dabei, daß 
dieser Raum alle Bewegungen und Ähnlichkeitstransformationen des drei- 
fach ausgedehnten Punktraumes gestatten soll, so erhält man entweder die 
 Plückersche Liniengeometrie oder auch die neue Kugelgeometrie. 


Hierzu kommt, daß die Liniengeometrie alle >" linearen Trans- 
formationen des dreifach ausgedehnten Raumes gestattet, und daß die 
Kugelgeometrie &!° Berührungstransformationen gestattet, die Krüm- 


-_ mungslinien des dreifach ausgedehnten Raumes invariant lassen; und 
endlich, daß die Liniengeometrie nach mir durch eine Berührungstrans- 
formation in die Kugelgeometrie übergeführt werden kann. 
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Hier noch die folgenden Bemerkungen. Wenn eine Differentialgleichung 
eine Transformationsgruppe mit einer begrenzten Zahl von Parametern gestattet, 
so ist es immer möglich, die vorgelegte Gleichung durch eine oder mehrere Re- 
lationen zwischen gewissen kanonischen Größen zu ersetzen, welche durch die 
- Gruppe bestimmt sind. Die Bestimmung dieser kanonischen Variabeln ist 
immer möglich, wenn man ein dureh die Gruppe bestimmtes vollständiges System 
jutegriert hat. Ich behalte mir vor, diese Theorie, die allerdings fast unmittelbar 
aus dem Begriffe Trransformationsgruppe hervorgeht, baldigst näher zu entwickeln. 
Handelt es sich um Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen, so 
erreicht man in dieser Weise keine größere Erniedrigung in der Ordnung der [193 
notwendigen Integrationen als von mir längst in anderer Weise erzielt wurde ; 
dagegen vermeidet man in dieser neuen Weise gewisse Parameter. Hierbei ist 
indes wohl zu bemerken, daß diese neue Methode erst dann angewandt werden 
kann, wenn die kanonischen Variabeln durch Integration des Hilfssystems be- 
stimmt sind. Diese Integration ist als geleistet zu betrachten, wenn die end- 
lichen Gleichungen der Transformationsgruppe gegeben sind. 


Juni 1882. 


VIla. 


Selbstanzeige von Nr. VII. 
F. d. M. Bd. XIV, Jahrg. 1882, 8. 641—642. Berlin 1885. 


Eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen zwischen &,,..., 
x, mit r Parametern enthält (Göttinger Nachrichten 1874 |hier Abh. I], 
siehe F. d.M. VI, 1874, S. 93) r infinitesimale Transformationen: 

N of of 
A,f SIE X,ı dx, ana X, ox,' 

welche paarweise in der Beziehung (4,A,) = &e,,,4, stehen. Soll 
nun eine Funktion p(z,,...., x,) (oder eine Gleichung p = 0) diese 
Gruppe gestatten, so ist das gleichzeitige Bestehen der Relationen: 


ArDd 2... Al 


erforderlich und hinreichend (Clebsch Annalen XI, S. 535 [1577, d. 
Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 15, Nr. 38], s. F. d. M. IX, 1877, S. 261), so 
daß @ eine arbiträre Funktion von den unabhängigen Lösungen unseres 
vollständigen Systems bezeichnet, dabei vorausgesetzt, daß man von 
singulären Lösungen absieht. 

Wünscht man andererseits alle Funktionen , die eine in der 
Gruppe enthaltene Untergruppe gestatten, so bestimmt man zunächst 
dureh algebraische Operationen (Lie Archiv Bd. I [hier Abh. II, S. 64], 
s. F. d. M. VIII, 1876, S. 212) alle in der Gruppe enthaltenen Unter- 
gruppen nnd verfährt sodann nach den soeben angegebenen Regeln. 

Diese schon früher vom Verfasser entwickelte Theorie wird in der 
vorliegenden Note für einen speziellen Fall im Detail durchgeführt, [642 
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nämlich für drei Variable x, y, z und für die allgemeine projektivische 
Gruppe. Es handelt sich also um die allgemeine Bestimmung aller 
Flächen, die eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe ge- 


statten. 


Zusammen mit Klein behandelte der Verfasser schon 1870 dieses 
Problem unter der speziellen Voraussetzung, daß die Transformationen 
der Untergruppe permutabel sind. Neuerdings beschäftigte sich Poin- 
care beiläufig mit demselben Problem, in dem er jedoch einige Be- 
schränkungen einführte. 

Die vorliegende Note bezweckt eine erschöpfende Erledigung der 
Aufgabe. Unter den erhaltenen Resultaten mögen die folgenden her- 


'vorgehoben werden: 


Gestattet eine Fläche mehr als zwei infinitesimale und lineare 
Transformationen, so ist sie entweder ein Kegel oder eine Developpable 
einer Kurve dritter Ordnung oder eine Fläche zweiten Grades. Nimmt 


‘eine Figur (Fläche oder Kurve) durch Ausführung aller Bewegungen 


und Ähnlichkeitstransformationen oo‘ Lagen an, so ist sie eine Kugel 
oder Gerade. Daher hat die Plückersche Liniengeometrie und die vom 
Verfasser begründete Kugelgeometrie eine ausgezeichnete Stellung unter 


' allen möglichen geometrischen Interpretationen einer vierfach ausge- 


dehnten Mannigfaltigkeit. L 


vn. 
Meddelelse (Mitteilung). 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 

Christ. Forh., Aar 1882, Oversigt $. 13—14. Christiania 1883. 
Allgemeine Sitzung vom 15. September 1882. Oversigt 8. 13, Z.8v.u. bis 
84.2. Lynn 

Von Lie war am 10. Juli folgende Mitteilung eingegangen, datiert 
vom 6. desselben Monats: : 
l. Gestattet die Gleichung: 
= Ar, v df 
ET Eee 
r ınfinitesimale Transformationen B,f, ..., B,f, die eine Transfor- 
mationsgruppe mit r Parametern bestimmen, und nimmt man an, daß 
keine Relation von der Form: 


Zp(tı,:.,%,)Bıf + pAf— 0 


besteht, so kann Af=0 in eine Gleichung zwischen n—r kanoni- [14 
schen Variabeln @,,..., ®,_, übergeführt werden, die ein System un- 
abhängiger Lösungen des Gleichungssystens: B,f= 0 sind. 

®. Kennt man die endlichen Gleichungen einer Transformations- 
gruppe, so findet man die kanonischen Variabeln der Gruppe ohne 
Integration. 

3. Die obenstehenden Sätze können auf ein beliebiges System von 
Ditierentialgleichungen von beliebiger Ordnung ausgedehnt werden, das 
eine Transformationsgruppe gestattet; ebenso auf einen beliebigen Diffe- 
rentialausdruck mit einer oder mit mehreren Reihen von Veränder- 
lichen, die dieselbe Gruppe oder jede eine Gruppe für sich gestatten. 

4. Soll man zum Beispiel eine nicht lineare partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


Re 


ıntegrieren und hat man schon r Lösungen Q,,..., 9, von (fyp) = 0 
gefunden, so kann man, wenn man will, ohne weiteres Satz I anwenden, 
denn die lineare partielle Differentialgleichung (fp) = 0 gestattet die 
infinitesimalen Transformationen (p,9),...., (p,p). Bestehen die Glei- 
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chungen (p,9,) = 0, so ist es zweckmäßig, eine Berührungstransfor- 
mation auszuführen, die die Gleichungen: & = 9Q,,...,2.=9, enthält. 
Das ist, wie bekannt, ohne weiteres ausführbar, wenn das Involutions- 
system 9, integriert ist. 

5. In meinen Untersuchungen über Raumkurven, deren Krüm- 
mungs- und Torsionshalbmesser sowie Bogenlänge durch eine gegebene 
Relation verknüpft sind, habe ich Satz I mit Vorteil angewendet. 

Eine einfache Illustration für Satz III geben die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung, die eine Relation zwischen den 
Krümmungshalbmessern einer Fläche ausdrücken; besonders die, deren 
Krümmungshalbmesser in konstantem Verhältnisse stehen. 

6. In seinen Untersuchungen über das, was er invariants diffe- 
rentiels nennt, (ein Begriff, der sich übrigens vermutlich als ein Spezial- 
fall auf Begriffe zurückführen läßt, die schon früher von mir aufgestellt 
waren), führt Halphen Sätze an über die Integration von Differential- 
gleichungen, die die allgemeine lineare Gruppe gestatten. Diese Sätze 
sind im wesentlichen Spezialfälle allgemeiner Sätze, die von mir stam- 
men. Ich habe ja zum Beispiel bewiesen, daß eine solche Gleichung 
von achter Ordnung auf eine von zweiter zurückgeführt werden kann. 


IX. 


Über gewöhnliche Differentialgleichungen, die eine f443 
Gruppe von Transformationen gestatten. 


Von Sopnus Lie. 
Arch. for Math. Bad. VII, Heft 4, S. 443—444. Kristiania 1882. 


Ich gebe im folgenden ein kurzes Resume von einer Abhandlung, 
die im nächsten Bande erscheinen wird. 

Gestattet eine Differentialgleichung f(x, y,...., y'”)) = 0 eine Gruppe 
G, (von Punkttransformationen) mit r Parametern, so findet man diese 
Gruppe, wenn @, keine Kurvenschar (x, y) — a invariant läßt, ent- 
weder durch Integration einer linearen Gleichung zweiter Ordnung 
(wenn r—=5 oder 6) oder durch Integration einer linearen Gleichung 
dritter Ordnung (wenn r=8). Läßt die Gruppe eine und nur eine 
Schar: = a invariant, und wird dabei g nullgliedrig transformiert, so 
verlangt die Bestimmung der Gruppe G, entweder die Integration einer 
linearen und homogenen Gleichung r-ter Ordnung (Typus X,y) oder 
die Integration einer solchen Gleichung von (r — 1)-ter Ordnung (Ty- 
pus X,g, yq, oder q, yq, y’q). Wird @ eingliedrig oder zweigliedrig 
transformiert, so findet man die Gruppe durch sukzessive Quadraturen. 
Wird @ dreigliedrig transformiert, so integriert man eine lineare Glei- 
chung zweiter Ordnung. Gibt es zwei invariante Scharen Q,, P,, SO 
findet man die Gruppe durch Quadratur, wenn weder g, noch 9, mehr 
als zweigliedrig transformiert wird; sonst integriert man eine oder zwei 
lineare Gleichungen zweiter Ordnung. Gibt es unendlich viele Scharen p, 
so genügt Quadratur, wenn r=1, und wenn #=2 (Typus p, [444 : 
zp + Ayg); dagegen integriert man eine lineare Gleichung zweiter Ord- 
nung, wenn r—= 3 oder r=2 (Typus », gq). 

Ist die Gruppe gefunden, so bringt man dieselbe im allgemeinen 
leicht auf ihre kanonische Form; nur in den Fällen 9; q, 99; 9, 99, 99, 
die wir hier der Kürze wegen nicht näher betrachten, wird die Inte- 
gration einer Gleichung erster Ordnung erforderlich. 

Gestattet eine vorgelegte Gleichung f,„= 0 eine bekannte kano- 
nische Gruppe G,, so kann die Integration ohne weiteres geleistet 
werden, wenn r> m. Den Fall m > r reduziert man durch Integration 
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einer Gleichung (m — r)-ter Ordnung auf den Fall m =r. Der Fall 
m= r verlangt nie schwierigere Integration als die Bestimmung der 
betreffenden Gruppe nach dem Öbenstehenden schon verlangt hat. Hat 
die Gruppe eine unter den Formen X,4; X,4, yg5 pP, 9, 2p + ygq, so 
genügen Quadraturen. 

Die hiermit im Detail skizzierte Theorie kündigte ich in den 
Göttinger Nachr. 1874 [hier Abh. I) wie auch bei vielen späteren Ge- 
legenheiten an. Ein ausführliches Resume gab ich 3. November 1882 
in der Societe mathematique de France. 

Ähnliche Theorien beziehen sich überhaupt auf die Bestimmung 
von Gruppen, auf die Integration von Differentialgleichungen f,, = 0, 
die eine Gruppe von Berührungstransformationen gestatten; endlich 


‚auf vollständige Systeme mit einer vorgelegten Gruppe (vgl. Math. 


Ann. Bd. XI und XVI [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III und Bd. VI, Abh. 1]. 
Dezember 1882. 


IXa. 


Selbstanzeige von IX. 
".d. M. Bd. XIV, Jahrg. 1882, S. 234. Berlin 1885. 


Im Jahre 1574 lenkte der Verfasser die Aufmerksamkeit auf die 
allgemeine Theorie aller Differentialgleichungen: 
I, Y, y, ..y Va) = d; 


die eine bekannte oder unbekannte kontinuierliche Gruppe von Trans- 
formationen gestatten. Teile der Theorie wurden sukzessive in verschie- 
denen Abhandlungen, die jedoch noch allgemeinere Probleme behan- 


- delten, entwickelt. Die vorliegende Note gibt ein schematisches Resume 
- aller Fälle, die eintreten können, und gibt für jeden Fall die erforder- 
- lichen Hilfsgleichungen an, die häufig linear sind. 


Es möge hier ausdrücklich hervorgehoben sein, daß hiermit die 
größtmögliche Reduktion der betreffenden Probleme erreicht ist. 


I 


X. [187 
Klassifikation und Integration von gewöhnlichen [213 
Differentialgleichungen zwischen x, », die eine Gruppe von 
Transformationen gestatten. 1. 
von SoPHUSs Lie. 

Arch. for Math. Bd. VIII, Heft 2, S. 187—224, Heft 3, S. 225—24%. Kristiania 1883. 
Wiederabgedruckt!) Math. Ann. Bd. XXXII, Heft 2, $. 213—253 (ausgeg. 16. 8. 1888). 
In einer kurzen Note der Gesellschaft der Wissenschaften in Göt- 
tingen (3. Dezember 1874 [hier Abh.I]) gab ich unter anderm eine Auf- 
zählung aller kontinuierlichen Gruppen von Transformationen zwischen 
zwei Variabeln x und y. Ich lenkte ausdrücklich und stark die Auf- 
merksamkeit darauf, daß sich hierauf eine Klassifikation und eine ra- 

tionelle Integrationstheorie aller Differentialgleichungen: 


f(&, YYı.. yr)) =(, 

die eine kontinuierliche Transformationsgruppe gestatten, begründen läßt. 

Später habe ich nun das hiermit skizzierte große Programm mehr 
im Detail ausgeführt. So gab ich in den Abhandlungen der Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Christiania (1874)) eine rationelle Me- 
thode zur Integration von linearen partiellen Differentialgleichungen mit 
einer Reihe bekannter infinitesimaler Transformationen; hiermit hatte 
ich dann gleichzeitig eine vollständige Integrationstheorie von ge- [188 
wöhnlichen Differentialgleichungen: 


fa, 9, Y5..., 9) = 0 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen. Ich gab ferner in 
mehreren Abhandlungen ?) in diesem Archiv (1876, 1878 [hier Abh. 
II—V]) eine Darstellung derjenigen Methoden, vermöge deren ich in 
den Jahren 1873—1874 alle kontinuierlichen Gruppen von Trans- [214 
formationen einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit bestimmt hatte. 


1 
r 


1) Dieser Wiederabdruck, der auch die folgende Abhandlung Nr. XI umfaßt, 
enthält hinter der Überschrift den Zusatz: „Die nachstehende Arbeit erschien zum 
ersten Male im Frühling 1883 im norwegischen Archiv.“ A.d.H. 

2) Die betreffende Arbeit [d. Ausg. Bd. 11], Abh. XIV] ist im wesentlichen 
reproduziert in Math. Ann. Bd. Xl [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III]. 

3) Diese Abhandlungen sind teilweise (nicht aber vollständig) in Math. Ann. 
Bd. XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I] in neuer Bearbeitung reproduziert worden. 
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Hiermit war indes keineswegs mein 1874 skizziertes Programm, 
selbst auf gewöhnliche Differentialgleichungen zwischen x und y be- 
schränkt, zur Ausführung gebracht. Nicht allein hatte ich die ange- 
kündigte Klassifikation noch nicht durchgeführt, sondern es stand auch 
zurück, nachzuweisen, einerseits, wie man entscheidet, ob eine vorge- 
legte Differentialgleichung eine kontinuierliche Gruppe gestattet, andrer- 
seits, wie man diejenigen Differentialgleichungen in rationeller Weise 
integriert?), die zur Bestimmung der betreffenden Gruppe dienen. Der 
Hauptzweck dieser Abhandlung ist, diese beiden wichtigen Kapitel 
meiner Theorie eingehend zu entwickeln. Gleichzeitig halte ich es für 
zweckmäßig, einige Teile meiner Theorie, die ich allerdings früher schon 
im wesentlichen gegeben habe, aufs neue und ausführlicher zu behandeln. 

Im ersten Abschnitte führe ich die von mir 1874 angekündigte 
Klassifikation von gewöhnlichen Differentialgleichungen, die eine kon- 
tinuierliche Gruppe von Transformationen zwischen x und y_ gestatten, 
vollständig durch. Ich betrachte sukzessiv alle derartigen Gruppen, 
reduziert auf kanonische Formen, und bestimme die zugehörigen [189 
invarianten Differentialgleichungen.?) Darnach zeige ich, daß eine be- 
liebige vorgelegte Gruppe im allgemeinen ohne Integration von Diffe- 
rentialgleichungen und jedenfalls durch Integration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung auf ihre kanonische Form gebracht werden 
kann. Hierdurch gelingt es, alle bei einer beliebigen vorgelegten Gruppe 
invarianten Differentialgleichungen anzugeben.?) 





1) Siehe die Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania 
1881 [d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVI]. Siehe auch meine Begründung einer In- 
variantentheorie der Berührungstransformationen. Math. Ann. Bd. VIII, 1874 [d. 
Ausg. Bd. IV, Abh. I]. 

2\ Die Gesichtspunkte der zitierten Note führen indes noch weiter. Man 
kann u. a. jede Gruppe von Berührungstransformationen zwischen x, y, y’ auf 
gewisse von mir bestimmte kanonische Formen bringen und darnach die jeder 
kanonischen Form entsprechenden invarianien Gleichungen angeben, usw. 

3) Als ich 1874 in meiner mehrmals besprochenen Note hervorhob, daß auf 
meine Bestimmung aller Gruppen von Transformationen der Ebene eine Klassi- 
fikation aller Gleichungen (x, y, y’, ..., ym)—= 0 mit einer Gruppe gegründet 
werden kann, hatte ich diese Klassifikation noch nicht im Detail ausgeführt. Ich 
hatte die Möglichkeit einer Klassifikation, d.h. die Möglichkeit der Aufstellung 


- der Typen aller Differentialgleichungen f—= 0, die eine Gruppe gestatten, erkannt. 


Die hierzu erforderlichen Rechnungen hatte ich aber nicht im Detail ausgeführt 
und noch weniger publiziert. Indem ich dies ausdrücklich hervorhebe, bemerke 
ich, daß der berühmte französische Geometer Halphen in seinen ausgezeichneten 
Untersuchungen über Differentialinvarianten (Liouvilles Journal Bd. 2 (Serie 3) 
1876, Sur les invariants differentiels, These, Paris 1878, usw.) im Grunde einen 


wichtigen wenn auch sehr speziellen Teil meines Programms ausgeführt hat (siehe 


$ 1, Nummer 3 dieser Arbeit) allerdings mit schönen Anwendungen, die mir teil- 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 16 
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Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit, der im nächsten Hefte [215 
dieser Zeitschrift erscheinen wird, wende ich meine allgemeine längst publi- 
zierte Integrationstheorie von linearen partiellen Differentialgleichungen 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen auf gewöhnliche [190 
Differentialgleichungen f(x, y, y', ..., y®)= 0 mit einer bekannten 
Gruppe an. Derartige Gleichungen können in zwei etwas verschiedenen 
Weisen behandelt werden. Entweder kann man meine allgemeine Theorie 
direkt anwenden und muß dann sukzessiv eine Reihe von vollständigen 
Systemen aufstellen. Oder auch man fängt damit an, die vorgelegte 
Gruppe auf ihre kanonische Form zu bringen; dadurch erhält f= 0 
ebenfalls eine kanonische Form; hierbei hat man nur gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen zwischen zwei Variabeln zu behandeln. Die Ent- 
wickelungen dieses Abschnittes sind größtenteils nur als Beispiele und 
Illustrationen zu meiner alten allgemeinen Theorie zu betrachten. 

Im dritten Abschnitte denke ich mir eine ganz beliebige Gleichung 
f(&, 9, y,...)= 0 vorgelegt und stelle die Frage, ob dieselbe infini- 
tesimale Transformationen gestattet. Ist dies der Fall, so werden diese 
Transformationen bestimmt durch gewisse lineare partielle Differential- 
gleichungen erster und höherer Ordnung, deren Integration in den 
meisten Fällen durch sukzessive Quadraturen oder durch Integration 
einer Riecatischen Gleichung erster Ordnung geleistet werden kann. Es 
gibt nur zwei Fülle, in denen die Bestimmung der infinitesimalen Trans- 
formationen von f=( nicht in dieser einfachen Weise geleistet werden 
kann. Wenn f= (0 eine Gruppe gestattet, als deren kanonische Form 
die allgemeine lineare Gruppe der Ebene gewählt werden kann, so ver- 
langt die Bestimmung dieser Gruppe im allgemeinen die Integration 
einer linearen Gleichung dritter Ordnung. Gestattet andererseits f = 0 
eine Gruppe, als deren kanonische Form die Gruppe einer linearen 
Gleichung!) gewählt werden kann, so verlangt die Bestimmung unserer 


weise ferner lagen. Halphen macht aufmerksam auf die Beziehungen zwischen 
seinen Untersuchungen und Kleins und meinen gemeinsamen früheren Unter- 
suchungen über solche Kurven, die eine infinitesimale lineare Transformation ge- 
statten. Dagegen kannte er nicht meine anderen, viel weiter reichenden Arbeiten, 
insbesondere nicht meine Note in den Göttinger Nachrichten, wie auch nicht meine 
1874 publizierte Theorie der Integration von linearen partiellen Difterentialglei- 
chungen, die eine bekannte Gruppe von Transformationen gestatten. 

1) Besonders merkwürdig ist der Fall, daß die lineare Gleichung des Textes 
sich in eine mit konstanten Koeffizienten umwandeln lüßt. In diesem Falle ge- 
schieht wiederum die Bestimmung der gesuchten iofinitesimalen Transformationen 
durch Quadratur; kann jedoch die besprochene lineare Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten die Form y”) —0 erhalten, so ist die Integration einer Riccatischen 
Gleichung erster Ordnung erforderlich. 
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Gruppe die Integration einer gewöhnlichen linearen Differential- [191 
gleichung. 

In weiteren Abschnitten gedenke ich, einige verwandte 'Theo- [216 
rien, die ich schon seit einiger Zeit im Detail ausgeführt habe, zu ent- 
wickeln. Insbesondere werde ich meine Theorien auf solche Gleichungen: 
f(&, y, ..., y”)) = 0 anwenden, in denen die Größe y*=» nicht vor- 
kommt. Andererseits werde ich alle Gruppen von Berührungstransfor- 
mationen der Ebene in kanonischer Form betrachten und ihre invarian- 
ten Differentialgleichungen aufstellen; hieran schließt sich eine rationelle 
Integrationstheorie soleher Gleichungen f—=0, die eine beliebige Gruppe 
von Berührungstransformationen gestatten. 


Abschnitt l. 


Klassifikation von allen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zwischen &, y, die eine Gruppe von Transformationen zwischen 
diesen Variabeln gestatten. 


Bestimmen die Gleichungen: 
Mare f(&, Y, A, Ag, 4,), 
2 Bea pa, Y, Ay, Agı -. + a,) 
zwischen den alten Variabeln x, y, den neuen Variabeln z,, y, und den 
Parametern «,, @,,...., a, eine (kontinuierliche) Gruppe von Transfor- 
mationen, so liefeıt eine Relation der Form: 


Abd, ,d)=0 
mit r +0. Parametern: a,,..., a,, bi, ..., b, eine Schar und zwar die 
allgemeinste Schar Kurven, deren Inbegriff die vorgelegte Gruppe [192 
gestattet. Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe Transformations- 
gruppe. Zu bemerken ist allerdings dabei, daß die r +o Parameter 
a,, b, nicht sämtlich wesentlich zu sein brauchen. ') 

Wählt man die Funktion 2 in bestimmter Weise, so kann man 
durch wiederholte Differentiation hinsichtlich x so viele Gleichungen 
zwischen x, y, den Differentialquotienten: 

1) Die r+e Parameter sind wesentlich, wenn eine beliebige Kurve der Schar: 

Ray dir. d)=0 
mit e wesentlichen Parametern durch keine infinitesimale Transformation der 
Gruppe in sich transformiert wird und auch nicht in eine benachbarte Kurve dieser 
Schar übergeführt wird; anders ausgesprochen, wenn die Schar &(x, y, b,,.-., b)=0 
keine infinitesimale Transformation der Gruppe gestattet. Gestattet dagegen die 
Schar La, y, b,,..., b,)=0 o infinitesimale Transformationen der Gruppe, so 


sind unter den r—+ o Parametern: a,,..., a,, d,,..., b, nur r+@— 6 wesentlich 
16 * 
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und den Parametern a,, b, bilden, daß es möglich wird, diese Para- [217 
meter wegzuschaffen. Hierdurch findet man in jedem einzelnen Falle 
eine Differentialgleichung, die unsere Gruppe gestattet, und offenbar 
kann jede derartige Differentialgleichung in dieser Weise gebildet wer- 
den. Diese Methode ist indes nicht zweckmäßig, weil sie uns keine 
Übersicht über die Gestalt und die Eigenschaften der betreffenden Diffe- 
rentialgleichungen liefert. Zweckmäßiger ist es, wie ich seit 1874 bei 
allen meinen Untersuchungen über Transformationsgruppen zu tun 
pflege, die infinitesimalen Transformationen der Gruppe einzuführen 
und vermöge ihrer die Bestimmung der betreffenden Differentialglei- 
chungen durchzuführen. 

Unsere Gruppe mit den r Parametern a, enthält nach mir r un- 
abhängige infinitesimale Transformationen!), etwa: [193 


1 df af 
Bf= 5:(@, DH nz n,(%, Ya vaLh.n. 


Bei einer solchen infinitesimalen Transformation erhält x das Inkre- 
ment: dx —8,Öt, y das Inkrement: dy= n,öt; gleichzeitig erhält y 
ein Inkrement dy', ebenso y” ein Inkrement öy” und überhaupt y”) ein 
Inkrement dy®®. Wir werden diese Inkremente berechnen und werfen 
dabei vorläufig den Index © weg. 


Es ist: 
N Te 
öt dtdz dx? 
oder 
dy dx 
‚. de.d<— —dy.d j 
ea EL 1 anya an, (-5)- wa 
öt d«* dx da dy de dy 
Dementsprechend ist: 
dy" “ dn? —y”dg — 18) .f 
RR dx .. 
und überhaupt: 
(m) (m—1) __ (m) 
a4 dm zu a5 _ dm), 
öt dx 
Setze ich nun: [218 
Were, Aal, mar... ad 
B; eg tagt dy Be 2 05 Am) d=1,2,..,r), [194 } 


1: Die infinitesimale Transformation, bei der x und y die Inkremente: 
dc=ä&la, y)dt, dymnla, Y)dt 


erhalten, bezeichne ich immer mit dem Symbol: 
af ,_df 
de Pay 
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so sind Br, BS”f,..., B“”f die r infinitesimalen Transformationen 


unserer Gruppe, aufgefaßt als transformierend nicht allein », y, son- 


dern zugleich die Differentialquotienten y', ..., y. Also (Göttinger 
Nachr. 1874, 8.537 [hier Abh. I, 8.5], Math. Ann. XVI, 3. 462—463 
[d. Ausg. Bd. VI, Abh.I, $ 6, Nr. 11]) bestehen ir(r— 1) Relationen 


der Form: 
BB N) — BB) = Zu Bi”, 


in denen die c,,, Konstanten sind, die überdies von der Zahl m nicht 
abhängen. 
Soll nun eine Differentialgleichung: 


rl, Y, Yy, os, y)) = 0 


unsere Gruppe gestatten, so ist hierzu erforderlich und auch hinreichend, 
daß sie die r infinitesimalen Transformationen B!”f gestattet?), und 
dies kommt darauf hinaus, daß die » Gleichungen: 

df 


d df 
(1) taten 


(m) n se 6 
dy 


i day) = 
vermöge f= (0 identisch bestehen sollen. 

Die weitere Diskussion stellt sich verschieden, je nachdem r gleich, 
kleiner oder größer als m + 2 ist. 

Laß uns zunächst annehmen, daß m +2=r ist. Dann ist zum 
Bestehen der » Gleichungen (1) erforderlich, daß die Determinante: |195 


| (i) (r— 2) 
A= Eu NM RR 


verschwindet. Dabei können wir vorläufig von dem Falle, daß /\ iden- 
tisch verschwindet, absehen, weil dies, wie wir später zeigen, nur ganz 
ausnahmsweise eintritt. Daher muß die Gleichung A—0 vermöge 
f=0 bestehen. Es ist andererseits nicht schwierig, zu beweisen, dab 
die Differentialgleichung A = 0 immer unsere Transformationsgruppe 
gestattet. Für eine synthetische Auffassung ist dies unmittelbar evi- 
dent.?) Wünscht man einen analytischen Beweis, so bemerke ich, daß 
ich für den Fall m = 1 schon einen solchen Beweis geliefert habe [219 
(siehe Math. Ann. Bd. XVI, S. 475 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 10, Nr. 24]), 


daß ferner der Beweis für einen allgemeinen Wert von m in ganz ent- 
1) Denn dann gestattet f—=0 jede infinitesimale Transformation Ze, Bi" Bl 

der Gruppe und also zugleich jede endliche Transformation derselben, die ja durch 

Wiederholung einer infinitesimalen Transformation erzeugt werden kann. 

2) Ein Wertsystem x, y, y’, ..., y”® genügt nämlich der Gleichung A = 

dann und nur dann, wenn dasselbe vermöge der Gruppe nicht in jedes benach- 

barte Wertsystem übergeführt werden kann. 
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sprechender Weise geführt wird. Hierauf näher einzugehen, halte ich 
hier nicht für notwendig. Ich bemerke nur, daß man im folgenden 
bei jeder Anwendung des betreffenden Satzes seine Richtigkeit leicht 
direkt verifiziert. 

Laß uns sodann annehmen, daß m +2 <r ist. Dann ist zum Be- 
stehen der Gleichungen (1) erforderlich, daß alle in der Matrix: 


(1) (m) 
2 NM 3 M 


enthaltenen Determinanten gleichzeitig verschwinden, und da dieselben 
nicht identisch gleich Null sein können, weil A nach unserer Voraus- 
setzung nicht identisch verschwinden soll, so müssen die soeben be- 
sprochenen Determinanten, die offenbar ganze Funktionen der Größen y® 
sind, einen gemeinsamen Faktor (/\) enthalten; dabei ist kar, daß diese 
Größe (A) ebenfalls ein Faktor von A sein muß. Dies gibt uns [196 
nun zunächst den Satz: 


Satz. Sucht man alle bei der vorgelegten Gruppe Bif, ... ‚Bf in- 
varianten Differentialgleichungen: 


f(, Y, Y, .. y) ER 0, 
deren Ordnungszahl m nicht größer als r — 2 ist, so muß man die Deter- 
minante: 
A= 5, Ns n, Mi 


bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, so liefern ihre Faktoren gleich 
Null gesetzt die gesuchten Differentialgleichungen. 

Als Korollar fließt hieraus der Satz: 

Gestattet eine Differentialgleichung f = 0 m-ter Ordnung m + 2 oder 
noch mehr infinitesimale Punkttrausformationen, so kann man ohne Be- 
schränkung annehmen, daß f eine ganze Funktion der, Größen y\ ist. 

Dieser Satz ist im Vorangehenden nur unter der Voraussetzung 
erwiesen, daß die Determinante A nicht identisch verschwindet. Der- 
selbe ist indes allgemein gültig, wie wir später nachweisen werden. 

Es bleibt übrig, alle bei der Gruppe invarianten Differentialglei- 
chungen f(x, y, y', ..., y")) =0, deren ÖOrdnungszahl m größer als 
r—2 ist, zu finden. Dabei schließen wir, wie früher, vorläufig den 
Ausnahmefall \=0 aus. Unter dieser Voraussetzung bilden die r Glei- 
chungen (1) nach meinem früher zitierten Satze ein vollständiges System 
mit m +2 — r gemeinsamen Lösungen. Sei zunächst m +2=r+1, 
dann gibt es eine Lösung @,, die durch Integration gefunden wird.!) 


1) Diese Integration kann immer geleistet werden, wenn die endlichen 
Transformationen der Gruppe bekannt sind. 
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Dabei hängt 9, nur von @, 9, y/,..., y"”» ab. Sei danach m +2 
—r+2, dann gibt es zwei Lösungen, unter denen 9, die [197, 220 
eine ist; die zweite Lösung 9, hängt von 3,9, Y, .-., y") ab. Ist 
m+2=r+3, so gibt es drei Lösungen p,, p, und 9,, wo die letzte 
von &, 9, Y, ..., y"*+» abhängt. Für einen beliebigen Wert von m gibt 
es m — r +2 Lösungen 9,, Pa - - -, Pm-r+?2' 

Es ist nun leicht zu sehen, daß jedenfalls nur die beiden ersten 
p,, nämlich p, und @,, durch Integration bestimmt zu werden brauchen. 
Kennt man 9, und 9@,, so findet man die übrigen 9, folgendermaßen 
durch Differentiation: 


Es ist die Gleichung: 
9%-ay rt b=0 
mit den beiden arbiträren Konstanten a und b eine invariante Diffe- 


rentialgleichung »-ter Ordnung. Differentiiert man nun hinsichtlich r, 
so ist die hervorgehende Gleichung: 


dp, dy, _ 
dx de 0 
oder die äquivalente: 
dp; 
dx dgs 
el -—— 
dp, dy, 
ÜX% 


eine invariante Gleichung (r + 1)-ter Ordnung mit einer arbiträren 
Konstanten. 
Also kann die Größe: 


d $ . d 9, 
de dx 
als Größe y, gewählt werden. Dementsprechend kann: 


dy, ‚dp, 
dx" dx 
als Größe p, gewählt werden, usw. Dieses Bildungsgesetz zeigt, daB 9; 
hinsichtlich „+, daß p, hinsichtlich y”*? linear ist, usw. [198 
Satz. Jede bei der Gruppe Bif, .- -, B,f Wwariante Differential- 
gleichung, deren Ordnung größer als r — 2 ist, besitzt die Form: 
Ay 93, P3, -- .) =0. 
Zuletzt nur noch einige weitere Bemerkungen über invariante 
Differentialgleichungen: 
f&, Y, +, y®) =0, 
deren Ordnung e r — 1 nicht übersteigt. Laß uns wiederum annehmen, 
daß A nicht identisch verschwindet, und sei A, ein Faktor von A, 
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der von den Größen x, y, y',...., y”-?-® abhängt. Dann enthält [221 
das Integral von A,=0 r —i— 2 arbiträre Konstanten: 


PR, y, aı,..., e,_i_2) =), 
d. h. die Gleichung A, — 0 hat 00””‘-? Integralkurven. Bei den Trans- 
formationen der Gruppe werden diese Integralkurven unter sich ver- 
tauscht, und zwar wird jede einzelne Integralkurve durch +2 unab- 
hängige infinitesimale Trausformationen der Gruppe in sich selbst trans- 
formiert. 

Ist insbesondere /\, ein Faktor!) von A, der die Größe y”-® ent- 
hält, so ist A,= 0 eine invariante Differentialgleichung, unter deren 
Integralkurven jede zwei unabhängige infinitesimale Transformationen 
der Gruppe gestattet. Besitzt A keinen Faktor A,, der y"-2 [199 
wirklich enthält, so heißt dies, daß es keine Kurve gibt, die zwei und 
nur zwei infinitesimale Transformationen unserer Gruppe gestattet. 

Betrachten wir endlich die invariante Differentialgleichung (r — 1)-ter 
Ordnung: 

=, 
deren arbiträre Konstante a, einen bestimmten Wert erhalten hat. 
Diese Differentialgleichung hat 00””! Integralkurven, die durch die r 
unabhängigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe unter sich 
vertauscht werden. Also schließen wir, daß jede Integralkurve durch 
eine und nur eine infinitesimale Transformation der Gruppe in sich 
transformiert wird. 

In den drei ersten Paragraphen dieses” Abschnittes betrachten wir 
sukzessiv alle Gruppen von Punkttransformationen der Ebene, indem 
wir sie auf die von mir bestimmten kanonischen Formen gebracht vor- 
aussetzen. Für jede solche kanonische Gruppe bestimmen wir die zu- 
gehörigen invarianten Differentialgleichungen. In dem letzten Para- 
graphen zeigen wir, wie eine beliebige vorgelegte Gruppe auf ihre ka- 
nonische Form gebracht wird. 


$ 1. Gruppen, die keine Differentialgleichung erster Ordnung 

invariant lassen. 

In meiner Aufzählung aller Gruppen von Punkttransformationen 
einer Ebene (Göttinger Nachr. 1874 [hier Abh. I], Math. Ann. Bd. XVI 
[d. Ausg. Bd. VI, Abh. I]) teilte ich alle derartigen Gruppen in gewisse 
Hauptklassen, je nachdem die betreffende Gruppe eine, keine oder meh- 
rere Differentialgleichungen erster Ordnung invariant läßt. [200 

In diesem Paragraphen betrachte ich jede Gruppe, die keine Diffe- 


1) Die Form der Determinante /\ zeigt, daß /\, hinsichtlich y”=? Jinear ist. 
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rentialgleichung erster Ordnung invariant läßt, und bestimme alle zu- 
gehörigen invarianten Differentialgleichungen höherer Ordnung, [222 
unter denen sich immer eine von zweiter Ordnung findet (welche durch 
passende Koordinatenwahl die lineare Form: y’=0 erhalten kann). 

Die betreffende Gruppe enthält entweder acht, sechs oder fünf 
Parameter. Sie ist ähnlich mit der allgemeinen projektivischen Gruppe 
der Ebene oder mit einer Untergruppe derselben, die sechs oder fünf 
Parameter enthält. Wir denken uns im folgenden unsere Gruppen auf 
die soeben genannten kanonischen Formen gebracht. 


1. Jede fünfgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung erster 
Ordnung invariant läßt, kann auf die kanonische Form'): 
pP, 4, %9, 2P—Yg9, YP 
gebracht werden. Die Determinante A erhält für diese kanonische 
Form den nicht identisch verschwindenden Wert: 


Be en 0 | 

wa, N) 0 | 
Bet ) () ne 

| z —y —2y —3y” — 4" | 

| 


ee 
Daher ist y"—= 0 die einzige invariante Differentialgleichung, [201 
deren Ordnung kleiner als vier ist. 
Zur Bestimmung der Größen p, und g, bilden wir die folgenden 
linearen partiellen Gleichungen, in denen wir, wie immer im folgenden, 
y, statt y® schreiben: 


ve af 
B,f= de 0, 
af 
B,f= dy =2 0, 
Er „af A 
2 Fay Tay, es 
ei df af df a 
BEE Yay Hay 9a, eur ee 
ed su df \ af 
= 47: 9 ay, 3Yı Ya FRE (4yıy + 393) en 
df df 
— Öyy+ 10% Y;) FREE 6y,+ Byayıt 10y) 7, —0 
und suchen ihre beiden gemeinsamen Lösungen. [223 
if af 
1) Statt E und mn pflege ich zu schreiben: p und q. So z.B. schreibe 
'# ich: 2p — ygq statt: en TR um die infinitesimale Transformation: 
de=xdt, $y— — yöt 


zu bezeichnen. 
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“ 


Die drei ersten Gleichungen zeigen, daß Y, und @, nicht von x, 
y oder y, abhängen. Die beiden letzten Gleichungen erhalten durch 
Reduktion die einfachere Form: 


df d EHı; i 
Bf= 3Ys day, a 4y, rn +9, a 0%, Fr =(, 

; Suede d i 3 sd 
Bf= Nas, +0 + (löyy, + 1093) 1, 0. 


Wir integrieren B,f= 0 in der gewöhnlichen Weise, führen sodann 
ihre Lösungen: 


Y%, = dyu I, 5 day! [202 


Q 
D} / 


als neue unabhängige Variable in: 


x df df d/ 
B,f= By dy, + Bie, de, + B,9, ae 0 
ein und erhalten hierdurch die Gleichung: 
df dı Dre 
9% Re re ee 


deren Lösungen: 


Ss 


Bar e Se 
%1704:4, 9 8:9 


eben die gesuchten Größen 9,?) und 9, sind. Es bleibt nur übrig, die 
früher gefundenen Werte der Größen og, und go, einzusetzen. Man be- 
merkt, daß 9, linear hinsichtlich y,, und andererseits @, linear hin- 
sichtlich 4, ist. 

Da 9, hinsichtlich y, irrational ist, so kann es zuweilen zweck- 
mäßiger sein, die Größe g° als g, zu wählen. Eine ähnliche Bemer- 
kung läßt sich später mehrmals machen. «' 

2. Jede sechsgliedrige Gruppe, die keine Differentialgleichung erster 
Ordnung invariant läßt, kann die kanonische Form: 


pP, % %4, YyQ &P, YP 
1) Die Größe g, erhält durch die Substitution og, =3y,y, — 5y} den Wert 


5, =dyy — Byyyı tr Ay. 


Es ergibt sich später, daß die Gleichung eg, = 0 eine bemerkenswerte geometrische 
Bedeutung besitzt. — 

2) Man verifiziert leicht, daß jede Integralkurve einer Gleichung: g, =Const. 
wirklich eine infinitesimale lineare Transformation unserer Gruppe gestattet. Ich 
erinnere daran, daß Klein und ich in einer gemeinsamen Arbeit die Theorie dieser 
Kurven eingehend entwickelt haben. 
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R erhalten. Die Determinante A wird für diese kanonische Form [203 
gleich: 





0, 0) 0 0 | [224 
Gi 00 0 
DA 0 0 | 
A= | 
sy 8 Y; Yı | 
0 —y — 2%, — 3%, —4y, | 
yo —y —3y% —Ayy 3% —Iyı9yı — 1095 | 


= 2y:(dy? — 39 Y,): Es gibt daher zwei invariante Differentialglei- 
_ ehungen, deren Ordnungszahl kleiner als fünf ist, nämlich: 


%=0 und Dyz — 3YyaYyı = 0.') 


Zur Bestimmung der Größen p, und 9, müssen wir nach unseren 
gewöhnlichen Regeln sechs lineare partielle Di.lerentialgleichungen 
‚zwischen &, %, Yı, Ya» - - -, Y, bilden. Drei unter diesen Gleichungen: 





df : 


sagen nur aus, daß 9, und g, von &, y und y, unabhängig sind; die 
_ drei übrigen Gleichungen erhalten durch eine einfache Reduktion die 
Form: 


d d d 
Bf-ng- Haan. au m. ey 7 al 
d 
Bf Y; Fr =: Min Bun Lady, ir =, 
Bf = IN y, = N UA + Byyı+ 10) + 


+ 2lyy; + 359594) 1 U. 
Die Lösungen von B,f=0 nämlich: 

Ip dN— 6 

udn hen Bamyıt 3 
3% 175-3 = = 

ee day 2lyy + Bryan 3% 


1) In der gewählten kanonischen Form besteht unsere Gruppe aus allen pro- 
' jektivischen Transformationen, bei denen die unendlich entfernte Gerade ihre Lage 
behält. Die Integralkurven der Gleichung 5y3=3y,y, sind alle Parabeln, das 
"heißt [alle] Kegelschnitte, welche jene Gerade berühren. Jede solche Kurve ge- 
stattet wirklich zwei unabhängige infinitesimale Transformationen unserer Gruppe. 
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führen wir als neue Variabeln in die Gleichung B,f=0 ein und 
bringen diese hierdurch auf die Form: 


a + 30, +46; = ae [225 


Die entsprechenden a nämlich: 
3 


0,:02.,.0,.:0 


befriedigen als Größen nullter Ordnung hinsichtlich %,, %5, . - ., 4, auch 
B,f= 0 und können daher als die gesuchten Invarianten 9, und 9@;: 
3 
9=5:05,', 9=6:0 

gewählt werden. Auch jetzt sind , und @, ganze Funktionen [205 
von %,, %,, und dabei ist g, linear hinsichtlich %,, g, linear hinsicht- 
lich ,. 

3. Wenn eine achtgliedrige Gruppe keine Differentialgleichung 
erster Ordnung invariant läßt, so kann sie auf die kanonische Form: 


P, 94 294, y4 2», yp, ApH+tzyg zyp+y’q 


gebracht werden. Die Determinante Ä\ erhält durch Ausführung und 
eine einfache Reduktion die Form: 


Ys Ya Yı Y; Y 

ud Y3 2y, 3% 4y, 
A= 0 3% 10yy löysy, + 10y5 21yy; + 3dyyı |: 
0 3% 8% 159, 249, ' 
0.0 645 30ygYs 6uyyı + 40yz | 


Zur Berechnung derselben subtrahiert man von den’ Gliedern der dritten 
Reihe zuerst diejenigen der vierten Reihe multipliziert mit y, und dar- 
nach diejenigen der fünften Reihe multipliziert mit y,:3%,; dann ver- 
schwinden alle Glieder der dritten Reihe, ausgenommen das letzte, und 
es wird: 
% 2% 3% 
A= (löyyy By 3%) 3% 5% By ı 
0 6 30yayz | 
oder: 
Nu 24 (ya — yyıyı + 4Oyz)°, 





1) Auch jetzt gestattet jede Integralkurve einer Gleichung: g, = Const. eine 
infinitesimale lineare Transformation und gehört somit der von Klein und mir 
untersuchten Kategorie an. 
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so daß A nicht identisch gleich Null ist. Es gibt zwei in- [206 
_ variante Differentialgleichungen, deren Ordnung kleiner als sieben [226 
ist‘), nämlich: 9, = 0 und: 


(2) I Byyyıt 4093 0. 

Um jetzt die Größen ®, und ©, zu berechnen, müssen wir nach 
unseren ‘gewöhnlichen Regeln acht lineare partielle Differentialglei- 
chungen in den Variabeln &, Y, %,, ---, % (den acht infinitesimalen 
Transformationen », q, 29, yg, xp, xp + xyq, yp, yp-+y?q entsprechend) 
bilden. Die drei ersten unter diesen Gleichungen: 


AL En „4 ei 
Die... Bf=-7, Dir = tan =(0 
sagen nur aus, daß ®, und ®, von x, y und %, unabhängig sind. Diejenige 
Gleichung, die der infinitesimalen Transformation zyp + y*q entspricht, 
brauchen wir nicht zu bilden; sie ist nämlich wegen der Relation: 


(yp, ap + ayg) = zyp + y’q 


eine Konsequenz der übrigen. Die Größen ®,, ©, sind daher bestimmt 
als Funktionen von %,, %3, -. -, Y durch die Gleichungen: 


Bf=% Pr + % Be a ale Tr — 0, [207 
a" mitm md 
1 B,f = 34a + ge ut By, MID TURR 2 + 3dY 4 ” a 
+ 48, .r a 
2 IB, 7 - 34 nn + 10% 2 + ldyy + 10) + 


de 
+ @lyy + Bun), Tr 
I nL af 
+ (2 yye + rd, + 
df 
+ B6yoyı + dyy + 126 yo), = I: 
1) Das Resultat des Textes war a priori evident. Denn es gibt ja nur zwei 
- Kurven, die gerade Linie und den Kegelschnitt, die mehr als eine infinitesimale 


‘ und lineare Transformation in sich gestatten. Halphen hat zuerst die oben- 
' stehende Differentialgleichung (2) der Kegelschnitte wirklich aufgestellt. Ebenso 


" hat Halphen zuerst die später aufgestellten Größen ®, und ®, berechnet. (Ich 


F erfahre nachträglich, daß schon Monge die Differentialgleichung der Kegelschnitte 
" berechnet hat Januar 1888.) [Zusatz des Wiederabdrucks in den Math. Ann. 


" Ba. XXXIL] 
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Zur Bestimmung der gemeinsamen Lösungen ®, und ®&, derselben [208 
bilden wir zuerst die Lösungen von B,f=0, nämlich: 


Yı = Ya, 

94 = dyyı — Ays, 

9% I nr hs I — yayıy, + 40%), 

9 = 3y2Ys — 8450, — 20 yo, — * yi [227 
= Bay — 24 yzyaY5 + 6Oyayiy, — 40yE, 

= yu- 2% 


ya — Wönyy + 420 yyzy, — TOOyyıy, + 2 yE, 


9, = Iyıyı — IDYOg — 140 430, — 


98 = 279 — 481,0, — 24.359505 — 16. 14030, — 2800yko, — 3:39 yo 


und führen sie darnach zusammen mit y, als neue Variabeln in Bf =(, 
B,f=0, Bf=-0 und B;f=0 ein. Nun ist, wie man leicht sieht: 
By =Y%, By=Yy, Bo = (k — 2)g,. 
By=0, By, B0; = Ü— 2)0,, 


also erhält 3,f= 0 in den neuen Variabeln die Form: [209 
und B,f= 0 die Form: 
Ye +29, Fu 1.2. +00 Fi 0, 
so daB B,f=0 sich auf: 
Sa, 


dy, 
reduziert. Ferner ist klar, daß B,f= 0 die Form“ 


ae en, 
dy, 
annimmt. 


Zur Einführung der o, als Variablen in B,f=0 bilden wir die 
Ausdrücke: 
Bo, = 654, 
Bo=V0, 
B,05 = — 39505 + 20y3y504, 
B; 0: = 3(— 219, + 350%) + 39 - 1050, 
B;0, = 9(— 369; + 3. 1269,9,) + y39, (5040, + 21002). 


in ee a ne en Ah mh eh ha dr Fe el ar al Ta ne A a Lad FE N ee et 
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Also erhält D,f—= 0 durch Division mit y} die Form: 


| „+ 209 de + 105, z + (5040, + 2100) Di + 


+1- 30% HM + Bde +(-369, +3. 1260,0,) 5 - v 


af 


welche letzte Gleichung sich wegen in 
3 


—( in zwei spaltet. Die ge- 


‚suchten Größen ®, und ®, sind daher bestimmt als Funktionen [210 


von 0,, rs durch die drei Gleichungen: 
2 + 304. + +oe u, [228 


| 0f= 6, ach +20 ur 1050, X 7 + (5049, 421003) 4 





. (CD Be / ; d x 
ae 3 + 2104350), Fra U +(-369, +3. 


"unter denen die erste aussagt, daß ®, und ®, Funktionen von den 


ae we 
Verhältnissen der Größen 0}, o?, 0, Sind. 


Wir bestimmen die Lösungen von Üf=0, nämlich: 


und führen sie als Variable in Df=d ein. Nun ist: 


De,=0, Dw, = -30, Dw = —2lw, Du; = — 364, 


und also erhält Df= 0 durch Division mit — 3 die Form: 


df 
0 + 7% + 12 ie 


Die entsprechenden Lösungen sind: 


95, 9 = 205 — Tu = 2050: — 350,05 — 7(0: — 300)", 
ns 
1 0; 8 0, 6 0, 6 


i Be 28 5 N: 
ladet 3) 2 Fu) t+ u, 


und da die gesuchten Größen ®, und ®, Funktionen von den Ver- [211 
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5 P 4 4 _: R . 
hältnissen der Größen: o,, 0}, ..., 0) sind, so können wir setzen: 


3 
3 


Dd,=6:0., D,=6,:0. 


Hiermit ist diese Untersuchung zum Abschluß gebracht.!) 


$ 2. Gruppen, die zwei und nur zwei Differentialgleichungen [229 
erster Ordnung invariant lassen. 


Im vorangehenden Paragraphen behandelten wir alle Gruppen, die 
keine Differentialgleichung erster Ordnung invariant lassen, und be- 
stimmten ihre zugehörigen invarianten Differentialgleichungen höherer 
Ordnung. Jetzt erledigen wir dasselbe Problem für alle Gruppen mit 
zwei und nur zwei invarianten Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Dabei können wir nach meinen früheren Untersuchungen (Gött. Nachr. 
1874 [hier Abh. I], Math. Ann. Bd. XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I]) an- 


nehmen, daß diese beiden Gleichungen erster Ordnung eben sind: 


dx 1 
=) und: se [212 


dy 
2 See dx 


und daß dementsprechend die betreffende Gruppe die eine unter den 
folgenden kanonischen Formen besitzt: 












































q q v q q q 
yq yq q | v4 yq yq 
v zp + eyq p y’q yq 
q ıp | p p 
yq N p+4 “pP “p 
yrq yq zp + yq 2 ze 
p y?q p+tytg 


























1) Im Laufe dieser Abhandlung benutze ich häufig den folgenden bekann- 
ten Satz: 


„Bilden A,f=0,...,4,f=0 ein vollständiges System in &,,..., 2%, 80 
kann die Integration «desselben folgendermaßen geschehen: Man sucht die Lö- 
sungen: @,,.-:,9,_, von A,f=0; bildet sodann: 


af af 


A,f=0= 4,9, dp DE nA 17, De 
1 n—i 


Sind die Verhältnisse der A,, nicht Funktionen von ,,..., 9,_, allein, so zer- | 
legt sich die Gleichung A,/=0 in mehrere. Wir integrieren eine beliebige 
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Wir werden der Reihe nach diese neun Gruppen betrachten und 
ihre zugehörigen invarianten Differentialgleichungen zweiter und höherer 
Ordnung bestimmen. 


4. Zuerst betrachten wir die zweigliedrige Gruppe: q, yq. Die zu- 
gehörige Determinante: 


3} 


ee; 
verschwindet identisch; dies beruht darauf, daß jede Kurve (d. h. Ge- 


rade) der Schar: # = Const. bei der Gruppe invariant bleibt. Zur Be- 
stimmung der invarianten Differentialgleichungen m-ter Ordnung: 


f(®, Y Yır - + +» 4m) — O 


bilden wir die beiden Gleichungen: [230 
af af df de 
a7 Napa, ea 


Ist m > 1, so ergibt sich, daß f eine arbiträre Funktion der Größen: [213 


x Ya ER. 
urn ah 
ist. Wenn dagegen m = 1 ist, so können die beiden Gleichungen: 
re af af _ 
ae aha 


nur dann gleichzeitig bestehen, wenn y, —Ö ist; es ist nämlich an sich 
unmöglich, daß / nur x enthält. Zu den hiermit gefundenen invarian- 
ten Differentialgleichungen muß die Gleichung: 


1 
et 
Yı 


gefügt werden; dieselbe entgeht uns bei unserer Koordinatenwahl. 
Dieselbe Bemerkung ist bei allen Gruppen dieses Paragraphen zu 
machen. 


5. Die zu der Gruppe: p, q, yq gehörige Determinante: 





100 
De 
| Dyey 
unter ihnen und führen die entsprechenden Lösungen %,,...,%b,_, etwa in 
A,f=®0 ein. Die hervorgehende Gleichung: 
A Aa 0 


behandeln wir dann in analoger Weise, und so weiter. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 17 
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verschwindet nicht identisch. Sie liefert die invariante Differentialglei- 
chung erster Ordnung %, = 0, wozu wie soeben die Gleichung 1:,,—=0 
zu fügen ist. 

Die invarianten Differentialgleichungen f= 0, deren Ordnung größer 
als 1 ist, werden bestimmt durch die Relationen: 


de a af af er 
a a Yaytha Ft mad 
somit ist f eine arbiträre Funktion von: [214 
MN 0,0, 
hı 4 N 


6. Die zu der Gruppe: p, q, yq, xp gehörige Determinante: 
I220 0 0 


n r 08 
Io you 
| € 0 ER} — 29 | 


verschwindet nicht identisch. Es gibt drei invariante Differential- [231 
gleichungen, deren Ordnung kleiner als drei ist, nämlich: 


1 


y=9, =(0, %=0. 


1 
Zur Bildung der invarianten Gleichungen höherer Ordn ung f(2,%,..,y,)=0 
bilden wir vier lineare partielle Differentialgleichungen, unter denen 
zwei nur aussagen, daß f von x und y unabhängig ist. Die beiden 
übrigen Gleichungen: 


df af d 
YayT %a,, + Ya Pr + Ym 


1 d d 
Yan ya tt (m — ya —0 


a 


a 


zeigen, daß / eine arbiträre Funktion von: 


Yı Ysı Yyiy, a Yı _Ym 
er u. ee, 


ist. 
‘. Die zu der Gruppe: p, q, 2p + cyq gehörige Determinante: 
0250 | [215 
A=10.2 2.9 |=(c— 1)y, 
20 (1m 
verschwindet identisch dann und nur dann, wenn c=1 ist. Diesen 
Ausnahmefall berücksichtigen wir in diesem Paragraphen nicht, weil 
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die Gruppe: p, 9, <p + yq einfach unendlich viele Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung, nämlich jede Gleichung der Form: 


Y, — Const. 
invariant läßt. 


Wenn c verschieden von 1 ist, so läßt unsere Gruppe nur zwei 
Gleichungen erster Ordnung, nämlich: 


dd 


Yı us 0 und: Yy = 


invariant. Die invarianten Gleichungen höherer Ordnung f= 0 werden 
bestimmt durch: 


d d d d d 
0, Frl CD +le- ud + + em —0, 


so daß f eine arbiträre Funktion der Größen: 


c—2 c—m 


Ru ae 





sein muß. Diese Bestimmung bleibt auch dann gültig, wenn m [232 
gleich einer unter den Zahlen 2, 3,...., m ist. 


8. Die zu der Gruppe: q, yg, y?q gehörige Determinante: 





5 1.0 
A=0 y 
0 y 2yyı 


verschwindet identisch, weil jede Kurve (d. h. Gerade) der Schar |216 
x = Const. bei unserer Gruppe invariant bleibt. 

Zur Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen zweiter 
_ und höherer Ordnung bilden wir die Gleichungen: 


df df a 


a anna 
d d s\ af 
Va + Ban + An +0, 


deren Lösungen sind: 


3,72 
Y%—3% yiyı + 392 — 4Yı YY 
9, —=%, Bi a ee yi ee 


_ Man verifiziert leicht, daß 9; (siehe die Einleitung) eine Funktion von 
%, 9, und dy,:dx ist, weil nämlich: 





po 
ge 


Er* 
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ist. Jede bei der Gruppe g, yg, y?q invariante Differentialgleichung 
von dritter oder höheren Ordnung hat somit die Form: 


d d? 
r(®, 93, 2, Tan 1) =0, 
wo @, den obenstehenden Wert besitzt.!) 


9. Die zu der Gruppe: p, q, yq, y?q gehörige Determinante: 


en ) | 
R oo ne 
On me 


0 yo 2yy, 2y%H+ 2y? 


verschwindet nicht identisch; es gibt, sieht man, keine invariante [217 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Durch Rechnungen, die mit 
denen der vorangehenden Nummer fast identisch sind, findet man zur 
Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen dritter und [233 
höherer Ordnung die Werte: 


_Yn-3Y% _dy _ Vu —Ayy mn +3y 
9 y ’ Ps dz y3 
und überhaupt: 
d* —1 Q, 
er 7 


Die betreffenden invarianten Differentialgleichungen haben die Form: 


f(p1, Pr... 9,) = (. 


10. Die zu der Gruppe: p+g, xp +yq, xp + y?q gehörige 
Determinante: K 
Pd 0 
Aula y 0 = 2(y— 2), 
a y 2ly—a)y | 
verschwindet nicht identisch. Die Gleichung: 


y—-ti=0 
bestimmt eine invariante Kurve. Die invarianten Differentialgleichun 
1) Die Differentialinvariante 9,, die schon bei Lagrange auftritt, spielt in. 


den schönen Untersuchungen von Schwarz eine wichtige Rolle. Januar 1888. 
[Zusatz des Wiederabdrucks in den Math. Ann. Bd. XXXII] 
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gen zweiter und dritter Ordnung werden bestimmt durch die Glei- 


ebungen: 
af, df_ 
dx Ey 0, 
af, ar E 
rasen Ya, Nas 


d af d d 
+ er +24 2)%ı + [(2y — 4a)ys + 21 — 2Yıl Er + 
d 
+ [(2y — 62), + 6yıy — WA =. 


unter denen die erste uns lehrt, daß f die Größen & und y nur in [218 
der Kombination: v=x— y enthält. Die beiden letzten Gleichungen 
erhalten durch Einführung von u als Variablen statt x und y die Form 


df df ae 
"7, Sa ag, 0 


d r If df 
2uyı a. + [Buy — 27 + 2yı Ei, + [duy — 6yYy + ZA 0 
Wir führen die Lösungen der ersten Gleichung nämlich: 
Y, Up =d, UYy—dy 
‚als Variable in die letzte Gleichung ein; dies gibt: 
df af d 
ya + 2 + + Ay +. 


Die entsprechenden Lösungen: 


3 1 


BER ak er 
I Er\| Er yr)=g, [234 


ee a 
vY, + 69, (u? +%, :) em + > u 


sind die gesuchten Größen 9, und 9,. Es bleibt nur übrig, die Werte 
- von v, und v, einzuführen. 
11. Die zu der Gruppe: », q, yq, xp, y?q gehörige Determinante 








90 0 0 
01.0 0 0 

A=0y .9 Ya Ys = 4yı(yı 9 — 3%) 
eu nm 24, — 59 

E- 0 Po 2yy 2yy +27 2yy + 6Y,% 


_ verschwindet nicht identisch. Es gibt außer „= 0 und 1:,=0 [219 
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nur eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung drei nicht über- 
steigt, nämlich: 


2yY — 3% = 0'). 


Zur Bestimmung der Größen 91, 9 bemerken wir, daß sie als 
Funktionen der drei Größen: 





Y 3 (e)' 
WW, = N nt 
nr 2 \y,/? 
dw Y YY y 
} ee nltnd G 32 
> ae, . at yp 
re? Y Yı Y; YyY Y 
u=——ı—% 42 + 1799 _g9% 
ELSE RETTET 


durch die (der infinitesimalen Transformation xp entsprechende) Glei- 


chung: 


af 


d 
ra +3 ran 


Bf= AP FrR I ay, 


bestimmt sind. Nun aber ist: 
Bw, =2w, Bw,=3w,, Bw, = dw, 
also wird: 


Biz 0-20 + 30, u +4w ne 


Die Lösungen dieser Gleichung: 


3 


9, =uU:W, P=u;: WR 2880 
sind die gesuchten Größen yp, und 9,. 
12. Die zu der Gruppe: [235 


Pam Yyoap . 
gehörige Determinante: 








od 0 0 0 
021.°0 0 0 0 
er? Ya Ys Y 
A= } 
z 0 -y -2% — 3% AN 
0 yo 2yy 2yy +22 2ywt6yy, 2yyıt+ Byy +6H8 
2° 0 — 22y, —4ıy,—2y, — bay — 6%, — Sry, —- 12% 


1) Die invariante Differentialgleichung des Textes bestimmt alle Kegelschnitte 
durch zwei gemeinsame Punkte. Diese Kegelschnitte werden durch passende Ko- 
ordinatenwahl alle Kreise der Ebene (oder alle Kreise einer Kugel). 
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hat den nicht identisch verschwindenden Wert: 
A= — 4y,(2YyıY — 3y;)”- 


Es gibt daher außer ,„=(0 und 1:y,—=0 nur eine invariante Diffe- 
rentialgleichung, deren Ordnung kleiner als fünf ist, die folgende nämlich: 


2y9% 3% —0. 
Die zu der Gruppe gehörigen Größen p, und 9, sind Funktionen 
von den früher, siehe (3), gefundenen Größen: 
w—n— 319) 
w—n,— 40315 + 303 
w— 1, — dr, dm; + mans Im» 
wu ns — 61915 — nat 2Tngnıt+ 42ngn, — STngns + 3603, 


und zwar genügen sie (den Transformationen x» und z°p ent- [221 
sprechend) den beiden Gleichungen: 


d d df 
Af=n ++ u +50, 


Bf= +3 +6n., + 104 E 4150 5 = 
Nun ist: 
Aw, =2w, Aw=3uw, Auw=4w, Aw=d5w,, 
Bw, =, Bw,=2w, Bw=5w, Bw,=9w,. 


Daher sind p, und 9, bestimmt als Funktionen der w, durch die Glei- 





chungen: 
af af af af 
u De ann 
df af df 
. dw, oo. ie, 9 3dw, 0, 
deren Lösungen sind: 
4w, w, — 5uw3 4wjw, — 18w, w, w 15w 
ee Ze Sue = [236 
w; 


Führt man hier die Werte der Größen w, ein, so erhält man die Aus- 
drücke von g, und 9, als Funktionen von den %,. 


1) Im Texte setzen wir überall n, statt y;:y, - 


“ 
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$ 3. Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung 
erster Ordnung invariant lassen. 


Gruppen, die eine und nur eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung invariant lassen, können (Göttinger Nachr. 1874 [hier Abh. I], 
Math. Annalen, Bd. XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I]) auf eine unter [222 
den folgenden kanonischen Formen gebracht werden, wobei X, eine 
Funktion von x ist, &e und c Konstanten bezeichnen: 












































X,q X,q X,q X,q q 
X,q zq 
X,q X,gq X.4 X,gq ag 
yq p+eyq yq p 
p zp +eyq 
q q q q 
xq xy 2q xq 
x«’q x q xq x q 
p | va p p 
zp+l(e+lytat'!lg| » | 2ap+rya yq 
xp |a’p-+raxyg xp 
ap -+rayg 
» yq . 
p 
zp +yq en 
a’p+2xzyg a’p+xyg 

















Wir werden sukzessiv diese kanonischen Gruppen betrachten und [237 


ihre invarianten Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung 
bestimmen. 


13. Die zu der Gruppe: p, xp + yq, z?p + 2xyq gehörige Deter- 


minante: eG 01 (983 
A=|z2 y 0 | 2? 
|2?2 22y 2y| 





arm 
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verschwindet nicht identisch. Die invariante Gleichung erster Ordnung: 


entgeht uns bei unserer speziellen Koordinatenwahl. 
Die Größen y, und 9, haben als Lösungen der Gleichungen: 


u N ne 
a jr Fr 
die Werte: 
2=2yn WM, my: 


14. Die zu der Gruppe: yg, p, ap, @p + xyq gehörige Deter- 
minante: 


20 0 0 | 
Or Yı Ya : 
eo 0 IL u = 2y"y 


at ay yon 30% 


verschwindet nicht identisch. Die Gruppe läßt daher eine Gleichung 
zweiter Ordnung und zwar y,—= 0) invariant, was darauf hinauskommt 


daß die Gruppe eine lineare ist. 
Die Größen p, und g, befriedigen die vier Gleichungen: 


d d df 
1-0, Yttna nt | [224 
df df af df 
TE Yaay, T Seas, T Sızy, 0, 
df df a 
Y ay Nagy az 


und haben somit die Werte: 


_ y% + B3Yı% _3yy u —Ay%, 
153 9= 


9 , 2 ys 


v"y: 
15. Die zu der Gruppe: X,g,.., X,q gehörige Determinante: |238 
OR N 
I a ee 
DR 
verschwindet identisch, da jede Kurve (d. h. Gerade) der Schar 


x — Const. bei der Gruppe invariant bleibt. 
Zur Bestimmung der invarianten Differentialgleichungen: 


f(z, Y Yı, Ym) = 0 
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bilden wir die r Gleichungen: 


(4) 


die nur, wenn m>r—1 ist, andere gemeinsame Lösungen als x be- 
sitzen können.') Für m=r ist, wie man leicht verifiziert, außer x zu- 
gleich die Determinante: 


af 


(m) Af 
+ X Er X, 


af 
Kay Be Ay 


N =(, 


KA ax [225 
| X x 
ıyYı ---% 
eine Lösung. Wir können daher: 
9,=1%, = D®) 
setzen. Setzt man überhaupt: 
1x, X N 
D= x x ne ...xe-nxe9 : 
2 vd 


so ist D, immer eine Lösung der Gleichungen (4), dabei vorausgesetzt, 


daB m>r-+ti. Man kann daher: 


0, Dem D, 


setzen. 
16. Die zu der Gruppe X,9,. 


‚X,.g, yq gehörige Determinante 


A verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen f=0 
sind bestimmt durch die r + 1 Gleichungen: 


af 


df (m) df 
Kay +X; re +... +X, ae 0, [239 
df d 
Fr Nast uam. 


Dieselben haben (außer x) keine gemeinsame Lösung, wenn m<r. 
Ist m=r, so gibt es eine spezielle gemeinsame Lösung, nämlich die 
lineare und homogene Differentialgleichung: 


Ei D=0, 


1) Der Schluß im Texte beruht darauf, daß die X, in dem Sinne unab- 
hängige Funktionen von x sind, daß keine Relation der Form Zce,X,=0 mit 
konstanten Koeffizienten besteht. 

2) Ist r—1, so gibt es unbeschränkt viele invariante Differentialgleichungen 
erster Ordnung, weil die invariante Gleichung: D= f(x) von erster Ordnung ist. 


[226 
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wobei wir D in derselben Bedeutung wie soeben brauchen. Ist m=r +1, 
so sind die Größen: BD D, 
T, DES DIR SIND 
Lösungen unserer linearen partiellen Differentialgleiehungen, und wir 
können daher: z 
Den, 7 N) Pi+i DD 
setzen. 


17. Die zu der Gruppe: 
X... A DD reyg (e = Const. 
gehörige Determinante: 


I ae a, 
’ (r— 
No DER a8, 
re 
verschwindet nicht identisch. Außer 1:y, = 0 gibt es keine invarlante 
Differentialgleichung, deren Ordnung kleiner als r ist.!) Die Größen 
$,, Ps, ... sind Funktionen von x, D, D,, D,, ... und genügen dabei 
der Gleichung: 
bf= en +8 a -+E an, 
dx I Ym day, Ay 
oder der äquivalenten: [227 


Bx3! + BDST, + BD, un,  \ 


wo Bı=1 zu setzen ist. Zur Berechnung der Ausdrücke BD, [240 
erinnern wir uns (Math. Ann. Bd. XVI, 8.499 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, 
$ 14, Nr. 40]), daß die X, Relationen der Form: 


X, Du A,ıfı, 
Ren X 1A, 
(5) 9. eh DT - A A + Äsg X,, (A; , = Const.) 





X, iu, Ha Ze. ee 


erfüllen. Daher ist, wie man durch ne findet: 
D=(A,+i3s+:'+4,,+r9)D=kD, 
eu 


De ee, 


1) Den Fall r=1 schließen wir im Texte aus, weil es dann unendlich viele 
invariante Differentialgleichungen erster Ordnung gibt (siehe $ 4). 
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wo k eine Konstante bezeichnet. Die gesuchten Größen g,, p, sind 
daher bestimmt durch die Gleichung: 


HT EDEL +ED, 6, 


. + 
so daß: 
=De*, u De", RE Yazı D,e"'* 
wird. 
In Nummer 15 gaben wir die allgemeinen Ausdrücke der Größen 
D,. Diese Ausdrücke können indes vermöge der Formeln (5) wesent- 
lich vereinfacht werden, denn es ist: 


= = (A,+:''-+4,)D= 24,-D, [228 


worans: 


DZ 
D,=e"r.Q, 


wo 2, eine lineare homogene Funktion von Y, %,, :::, %,_1, Y,,,; mit 
konstanten Koeffizienten bezeichnet. Daher wird: 


D,= ET rr(k,oy + kurt +, -ıt Karren) 
und: 
Pia ® e=**(k,.y er 9 + Rd): 

Wir gehen hier nicht auf die einfache Berechnung der Konstanten k,, 
ein.') Dagegen heben wir ausdrücklich hervor, daß die Konstante & 
ohne wesentliche Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. [241 

Wir bemerken nur noch, daß sich unter den invarianten Diffe- 
rentialgleichungen beliebig viele lineare und homogene mit konstan- 
ten Koeffizienten finden; denn, wenn «,c,... beliebige Konstanten 


bezeichnen, so stellt: 
ap ++: —0 


immer eine solche Gleichung dar. X 
18. Die der Gruppe: 
X,9,.:., X,9, 49, P 


entsprechende Determinante: 


L 0 000.00 [229 
EN 0 

A=|. i € u, =D 
ee 
A Na? 


1) D=0 ist, haben wir gesehen, im vorliegenden Falle eine lineare homo- 
gene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Es ist dabei klar, daß 
diese Konstanten beliebige Werte haben können. 
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verschwindet nicht identisch. Es gibt außer 1:y,—=0 eine und nur 
eine invariante Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht übersteigt, 
nämlich: 
D=-0!N) 
Die Größen g,, 9, ... sind Funktionen von x, D, D,,..., bestimmt 
durch die ann 
= Da aa 

Fee dadD! de a 

af df df 
that Ft Imay, 


Nun ist, da die X, durch Relationen der Form: 


Keil Kı tat + Ay, 
verknüpft sind: 


ID; 
Fr D(Aıt::-+4,,)=KkD 


woraus: 
D=- el y+cht + ad RE E 
Hieraus ergibt sich, daß wir: 
D 2) 
Ne 7 p = p Ir [230 


setzen können. Die , sind Brüche, deren Zähler und Nenner [242 
ganze und lineare [homogene] Funktionen (mit konstanten Koeffizien- 
ten) von %, Yı, Yg, . . . Sind. 

19. Die Determinante A der Gruppe: 


9, 89, .., 2 ig, 9, xp + eyg 
hat den Wert: 





1.0 0 0 
a! 0 a ; 0 
VD 1 
ar-i r— )ar-? = e 1)..98.21.0 | 
a Ne), 
d.h. es ist, wenn wir einen nicht verschwindenden Faktor wegwerfen: 
Am(c-r)y.- 


A verschwindet daher nur, wenn ce = r ist. 
1) Ist r—=1, so gibt es zwei invariante Gleichungen erster Ordnung: 1:4, = 0 
und D=0. Diesen Fall schließen wir im Texte aus. 
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It cZr, so ist y,„—0 (außer 1:, = 0) die einzige invariante 
Differentialgleichung, deren Ordnung r nicht übersteigt.') Die Größen 
P1, Ps, ... sind (Nummer 15) Funktionen von x, D, D,,... und er- 
füllen überdies die Relationen: 

af _ af af df 
ze) a =(, 
Nun aber ist, wie man durch Ausführung findet, indem man un- [231 
wesentliche konstante Faktoren wegwirft: 
D= Y,; D,= Y, +13 D, = Yrr3ı 0 


also wird: 
9, = %Y,;ı'Y% a Ps Y,+3:%, es, 
Zurück steht noch der Ausnahmefall: c=r. In diesem Falle ver- 


schwindet A identisch. Man findet, daß: 


od y, = Const.?), Y,,, 0 
1 
die einzigen invarianten Differentialgleichungen sind, deren Ordnung 


r +1 nicht übersteigt. Die Größen ,, g, sind Funktionen von: 





Y,; Y-+19 Y.+39, ey 
bestimmt durch die Gleichung: [243 
Y,+1 a + 2%,,s day. + 3y,,: RE +... =(, 
daher wird: R ; 
7-2 r+3 
ae Ban er 


20. Die Determinante A der Gruppe: 


t 


4,2, ..„arı,pzp+(ry+ar)g 
Art. (r—1)!...31.21.1! 


hat den Wert: 


und verschwindet somit weder identisch noch für spezielle Werte [232 
der Variabeln. Außer 1:y, — 0 gibt es daher keine invariante Diffe- 
rentialgleichung, deren Ordnung r nicht übersteigt. Die Größen p,, 9 
sind bestimmt durch die Relation: 
af af af 
r(r — 1) ee 3.20: 1 Fre de Te Tre 
1) Auch jetzt soll der Fall r—=1 ausgeschlossen sein. 


2) Ist insbesondere r=c=1, so gibt es oo! invariante Differentialglei- 
chungen erster Ordnung (siehe $ 4). 


Aula u a udn U En un un ul du u un u u indie 





$ 3; Nr. 19—22. Gruppen, die nur eine Diffgl. 1. O. inv. lassen 971 


und haben daher, wenn man zur Abkürzung: 
ir). 82 1. e 
setzt, die Werte: 
hut, Puh, Bye, 


21. Die Determinante der Gruppe: 


1249, +. 8779, 99, P, ©p 
hat den Wert: 
Am yYrı- 
Es gibt daher drei invariante Differentialgleichungen, deren Ordnung 
kleiner als r + 2 ist, nämlich: 


Y 0, y=(, Yy,ı= 9. eg) 


Die Größen hängen DOr VON.Y, NY. .1, 4:18, .. 8b und 
erfüllen dabei die beiden Gleichungen: 








d df af 

"in tan, TYrr2ay,., el 

ER Er 
Y.+17 Er ns U dy,, en 
sie besitzen somit die Form: [233, 244 
Y,Yr+3 Vy,ıs 
Me Den 

r+1 Yr+1 


22. Die Determinante A der Gruppe: 
1b 29 27, 9 2ap+hr—1yg, Ap+lr— )ayg 


. besitzt (wenn wir von einem nicht verschwindenden konstanten Faktor 
 absehen) den Wert: y?. Es gibt daher außer 1:y,=0 nur eine in- 
variante Gleichung, nämlich y,= 0'), deren Ordnung r + 1 nicht über- 


steigt. Die Größen @,, 9,, ... sind Funktionen von y,, Y .. und 


r+1? 


- erfüllen dabei . a a 

d 
Br + Dual +4 +45 )s —- a 
| 1 df 5 df 
4 ra +) ra, ne +0. 
; r+2 Yr+3 


Die Lösungen der letzten Gleichung sind: 


Y, HF Dy ya - tt Du 


Br + 1)’yy, 1 Se Hi)le+ S)Y,Yr419, 42 +2 Hr HM a: 


1) Der Fallr=1 ist im Texte ausgeschlossen. 
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Führt man dieselben als Variable in Bf=0 ein, so kommt die @lei- 
ehung: 
(r+1)y, Fr +2(r + 3)uSL + 3(r + 3) =o 
mit den Lösungen: 
%(r +3) 3(r+3) 
9 =usyıttı, Pp—uiy,tt. [234 


23. Die Determinante A der Gruppe: 


1% ..., 2 'q, yq, 9, zp, &p+(r— Dxyq 
hat den Wert: 
A=ylr+2Dy%,,—(r + DyY.r2)» 


dabei vorausgesetzt, daß wir von einem konstanten, nicht verschwinden- 
den Faktor absehen. Es gibt daher außer 1:y, = 0 nur zwei invariante 
Differentialgleichungen, deren Ordnung r + 2 nicht übersteigt. Die eine 
ist y.— 0), die zweite kann auf die bemerkenswerte Form: [245 


5 ri) u 
gebracht werden. 
Die Größen 9,, 9,, ... unserer Gruppe sind Funktionen von den 
p, der vorangehenden Gruppe, überdies erfüllen sie, der Transformation 
yg entsprechend, die Relation: 


daher können wir, indem wir die Symbole u, u,, 4, in derselben Bedeu- 
tung wie in der vorangehenden Nummer brauchen, den Größen p, un- 
serer Gruppe die folgenden Werte beilegen: [235 


3 
9, = uU, B—uumiu. , 


$4. Gruppen, die unendlich viele Differentialgleichungen 
erster Ordnung invariant lassen. 


Wenn eine Gruppe unendlich viele Differentialgleichungen erster 
Ordnung invariant läßt, so kann sie auf eine unter den drei folgenden 
kanonischen Formen gebracht werden: 











p gq 
. Xp +yq = 
zp+yq 





























1) Der Fallr=1 soll im Texte ausgeschlossen sein. 


SEEN BER RER UN ERIIEEN N EUREN U.‘ 5 
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Wir werden sukzessiv diese drei kanonischen Gruppen betrachten und 
ihre invarianten Differentialgleichungen bestimmen. 
24. Die Determinante A der Gruppe: ?, 9, 2p + yq: 
1:00 
A=!0 1:0 
x y 
verschwindet identisch. Die invarianten Differentialgleichungen sind be- 


stimmt durch die Relationen: 


d d d 
0, = ’ Ye +24; + Ban, Ta =0. 
Daher sind: [236, 246 


y, = Const, 90 
die einzigen invarianten Differentialgleichungen, deren Ordnung zwei 
nicht übersteigt. Die Größen Q,, $3, . . . haben die Werte: 


Hl muy Pa vi 


25. Die Determinante A der Gruppe: q, xp + yq: 


0} 
=—ı 
= y| 


Bo 





verschwindet nicht identisch; die Gerade x—= 0 bleibt bei der Gruppe 
' invariant. Die Größen g, sind bestimmt durch die Relationen: 


d df d d d 
[=0, nn — 2Min m 


_ und haben daher die Werte: 


9, = %, MpR— Yu? 9 = MR, 


25*. Wenn endlich eine Differentialgleichung die einzige infinitesi- 
male Transformation p gestattet, so besitzt sie die Form: 


fy Yo Yar + m) N: 


Hiermit kennen wir kanonische Formen aller Differentialgleichungen 
zwischen « und y, die eine Gruppe von Transformationen zwischen x 


und y gestatten. 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 18 
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$5. Reduktion einer beliebigen Gruppe auf ihre kanonische Form. [237 


Wenn eine beliebige Gruppe von Transformationen zwischen x und Yy 
vorgelegt ist, so läßt sich immer, wie wir zeigen werden, durch ausführ- 
bare Operationen entscheiden, auf welche kanonische Form sie gebracht 
werden kann. Ist diese Bestimmung geleistet, so verlangt die Reduktion 
der vorgelegten Gruppe auf ihre kanonische Form in den meisten Fällen 
nur ausführbare Operationen; ausnahmsweise wird jedoch die Integration 
einer Gleichung erster Ordnung notwendig. 

Hieraus folgt, daß die Bestimmung der zu einer beliebigen 
Gruppe gehörigen invarianten Differentialgleichungen im ungünstigsten 
Falle die Integration einer Gleichung erster Ordnung: verlangt. 


26. Wir zeigen in dieser Nummer, wie man durch ausführbare 
Operationen entscheidet, auf welche kanonische Form eine vorgelegte 
Gruppe gebracht werden kann. 

Man entscheidet zuerst durch Determinantenbildung, ob es keine, [247 
eine, zwei oder unendlich viele invariante Ditferentialgleichungen erster 
Ordnung gibt. 

Existiert keine solche Gleichung erster Ordnung, so hat die Gruppe 
fünf, sechs oder acht unabhängige infinitesimale Transformationen. In 
jedem von diesen drei Fällen gibt es nur eine entsprechehde kanonische 
Form, so daß eine weitere Diskussion überflüssig wird. 

Gibt es zwei und nur zwei invariante Gleichungen erster Ordnung, 
so fragt es sich zunächst, ob A identisch verschwindet oder nicht. 

Verschwindet /\ nicht identisch, so hat die Gruppe drei, vier, fünf 
oder sechs unabhängige infinitesimale Transformationen, und dabei ist 
die kanonische Form vollständig bestimmt, wenn die Zahl der infinitesi- 
malen Transformationen gleich fünf oder sechs ist. 

Enthält unsere Gruppe drei infinitesimale Transformationen: [238 
Bf, Bsf, B,f, so kann sie entweder die kanonische Form: p, q, 2p+ eygq 
oder die kanonische Form: p +9, 2p + yg, z?p + y’q erhalten. Diese 4 
beiden Fälle lassen sich dadurch charakterisieren, daß die infinitesimalen 
Transformationen (B,B,) im ersten Falle eine zweigliedrige [oder eine 
eingliedrige] Untergruppe bestimmen, während sie im letzten Falle eine 
dreigliedrige Gruppe, nämlich die ursprüngliche Gruppe liefern. 

Enthält unsere Gruppe vier infinitesimale Transformationen, so 
kann sie entweder die kanonische Form: q, yq, p, xp oder die Form: gq, 
ygq, y”q,p erhalten; diese Fälle lassen sich dadurch charakterisieren, daß 
die (B,B,) im ersten Falle eine zweigliedrige Untergruppe, im zweiten - 
eine dreigliedrige Untergruppe liefern. 

Verschwindet A identisch, so kaun die Gruppe entweder auf die 


BEN 





ea A a 
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- kanonische Form: g, ygq, oder auf die kanonische Form: g, ygq, y?q ge- 


bracht werden. Die Zahl der unabhängigen infinitesimalen Transfor- 
mationen entscheidet, welcher Fall vorliegt. 

Jetzt setzen wir voraus, daß eine vorgelegte Gruppe B,f, ..., B,f 
eine und nur eine Gleichung erster Ordnung: 


‚df 9 DE 
Kat Yu, Af—0 


invariant läßt. Unter den infinitesimalen Transformationen A,B,+:--- 
+ k,B, gibt es einige, etwa B® f, die eine Relation der Form: 


Bf = ya, y)Af 


erfüllen; es gibt ja nämlich jedenfalls » — 3 infinitesimale Transfor- 
mationen, die jede Integralkurve von Af=(0 invariant lassen. Wir 
haben also vier wesentlich verschiedene Möglichkeiten zu berücksichtigen. 

a) Befriedigt eine jede infinitesimale Transformation B,f eine Rela- 
tion der Form: 


Bf= pa y)Af, 


so kann die Gruppe entweder auf die kanonische Form A002, 2.0 1289 


oder auf die Form X,9,..., X,q, yq gebracht werden. Das erste tritt 


ein, wenn alle (D,B,)=0 sind. Die zweite Hypothese findet statt, wenn 
die (B,B,) nicht sämtlich verschwinden. [248 

b) Gibt es unter den s Ausdrücken B,f [gerade] s—1, etwa Bf, 
.., B-ıf, die eine Relation: 


Bf 9,2, yJ)Af 


_ erfüllen, so bilden die s— 1 Transformationen Bf eine Untergruppe, 
‘ die der Kategorie (a) angehört. Verschwinden alle (B! B{”), so hat die 


Gruppe B,f die kanonische Form: X,g, ..., X,9, p + &yq, wo & ohne 
Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. Verschwinden die 


(BV BV) nicht sämtlich, so ist: X,q,..., X,q, yq, p die gesuchte kano- 
' nische Form. 


e) Gibt es [gerade] s — 2 Ausdrücke B(f, die eine Relation: 
Bf p,(2, y)Af 


erfüllen, so bilden die Transformationen (B,B,) eine Untergruppe, die 
' der Kategorie b) angehört. Eine zweite Untergruppe bilden alle Ber 
Verschwinden die (B® B%) nicht sämtlich, so hat die Gruppe die kano- 
' nische Form: g, 29, ..., 2"”!q, yq, p, xp. Verschwinden dagegen alle 
- (BP B®), so kann die Gruppe entweder die Form: g, 24, ...., 2""!q, 
pP, xp + Kyg oder die Form: g, 29, 8.., @"!q, p, ap +(ry+a”)g er- 


18* 
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halten. Um zwischen diesen beiden Möglichkeiten zu entscheiden, bildet 
man die Determinante A. Ist A ein nicht identisch verschwindender 
Differentialausdruck (s — 2)-ter Ordnung, so hat unsere Gruppe die ka- 
nonische Form: 


9,84, ...,.2°1q, 9, ap + Kyq KZr). 


Verschwindet A identisch, so hat die Gruppe ebenfalls die soeben ge- 
schriebene Form, nur mit dem Unterschiede, daß K=r ist. Wenn 
endlich A eine nicht identisch verschwindende Funktion von x, [240 
y und y’ ist, so kann unsere Gruppe die kanonische Form: 
929,2. 07, P,ap+lry+a’)q 

erhalten. 

d) Gibt es [gerade] s—3 infinitesimale Transformationen Bf, so 
_ sind vier verschiedene Fälle möglich. Ist s=3, so kann die Gruppe 
die kanonische Form: 

p, 2p + yg, © p + 2xyq 
erhalten. Ist s= 4, so ist: 
yg, p, zp, ap + zyq 


die gesuchte kanonische Form. Ist s>4 und sind dabei alle (BB) 0, 
so ist: 


9, 89, ..., z’'q, p, 22p + (r — Dyg, #p + (r— 1)ayq 


die gesuchte kanonische Form. Sind dagegen die (B{”B}") nicht sämt- 
lich Null, so kann unsere Gruppe die kanonische Form: 
9, 89, ..., ©7'q, 99, 9, 2p, ap + (r— 1)ayq [249 
erhalten. 
Wenn endlich eine vorgelegte Gruppe unendlich viele Gleichungen 
erster Ordnung invariant läßt, so kann sie auf eine von den drei 


Formen: 
93 9,p+teyg P,q,2p +yq 


gebracht werden. Die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Trans- 
formationen entscheidet, welcher Fall vorliegt. 

Also ist es uns wirklich gelungen, durch sehr einfache, immer 
ausführbare Rechnungen zu entscheiden, welche kanonische Form eine 
vorgelegte Gruppe besitzt. 


27. Hat man nach den soeben entwickelten Regeln die zu [241 
einer beliebigen . vorgelegten Gruppe gehörige kanonische Form be- 
stimmt, so stellt sich die Frage, wie die Überführung auf diese Form 
wirklich geleistet wird. Ich nr eine kurzgefaßte Erledigung dieser 
Frage. 


'$ 5; Nr. 26, 27. Best. der kanon. Form u. Überführung in diese | 


Laß uns zunächst ein einfaches Beispiel betrachten. Sei B;f,..., 
B,f die vorgelegte Gruppe und: p,, 9, 2,P,, 9,9, ihre kanonische Form. 
Bilde ich dann die (B,B,), so erhalte ich eine zweigliedrige Unter- 
gruppe, die überdies in der viergliedrigen invariant ist. Sei B,, B, diese 
Untergruppe. Ich bilde die Gleichungen: 

(4 B,+%B,, B)—=k(aB+%B,), 
(„B,+%B,, B)=hk(aB,+6B,), 


in denen c,,c6,, Ä,, k, Konstanten bezeichnen sollen. Das Verhältnis 


_ &:6, wird bestimmt durch eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln 
_ ich ohne Beschränkung gleich O0 und oo setzen kann. Alsdann sind B, 





und 5, die beiden einzigen invarianten Transformationen unserer 
Gruppe; sie entsprechen daher p, und q,. Darnach wähle ich B, und 
B, so, daß die folgenden Relationen bestehen: 


(B, B,) = B,, (B, B,) =(, (B,B,) Dr B,, (B, B,;) =Uı (B, B,) =). 
Setze ich sodann: 
B=-5P+mI= Mr Bebptnga- 
B=5p +n94=%P, Beiptma=Nhb 


so finde ich: 
&s 8 & 
u a 
Durch Einführung der hiermit bestimmten Variabeln x&,, y, erhält [242 
die vorgelegte Gruppe D,f ihre kanonische Form. 

Als zweites Beispiel betrachte ich eine dreigliedrige Gruppe: B, f 
B,f, B,f, die auf die kanonische Form: q,, 2,9, Y,9, gebracht werden 
kann. Ich bilde die drei Ausdrücke (B,B,), die eine zweigliedrige [250 
Untergruppe, etwa: B}, B,, bilden. Dabei kann ich ohne Beschränkung 
annehmen, daß B}, B, und :B, unabhängige infinitesimale Transformatio- 


nen unserer Gruppe sind; durch Multiplikation von B, mit einer 
 zweckmäßigen Konstanten erreicht man, daß Relationen der Form: 


(BB)=-0, (EB)-B, (RB)=-B, 


| "bestehen. Sodann setze ich: 


B=-&p+mI- 9 
B=-&p7+n1=%4, 
B-&p +1g-Yı9, 
woraus durch Elimination von q;: 
(& — %,8,)P + m -un)ga=0, 
&— EP + Mm Ym)a = 0 
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und: 
et Na &, Ns 
=; - 2 - t_ 
n N}? Yı 5, Nı 
folgt. Hiermit kennen wir eine Punkttransformation, vermöge deren 
unsere Gruppe auf ihre kanonische Form gebracht wird. 

In den beiden vorangehenden Beispielen hat die Reduktion der 
vorgelegten Gruppe auf ihre kanonische Form weder Quadraturen noch 
Integration von Differentialgleichungen, sondern nur Differentiationen [243 
und andere ausführbare Operationen verlangt. 


Als drittes Beispiel betrachten wir eine dreigliedrige Gruppe BD, 
B,, B, mit der kanonischen Form: g, xq, p. Wir bestimmen wie in 
der vorangehenden Nummer die invariante Gleichung erster Ordnung: 


IR GE 
af X, + Yz,—0 


und suchen darnach alle infinitesimalen Transformationen B’, die eine 
Relation der Form: 


Bf = p,(2, y)Af 


erfüllen. Wir wollen annehmen, daß B,f und B,f solche sind. Dann 
kann ich ohne Beschränkung voraussetzen, daß die folgenden Rela- 
tionen bestehen: 


(B, B,) ar 0, (b, B,) Er B, (B, B,) BE 0. 
Alsdann setze ich: 
B, ns 8,» +n94= 9 
b=5p+n9= 204) 


B= &p + I 2:0; 
woraus zunächst: 


ya" [251 


. 


(A) Ze "art 


und diese Gleichung gestattet die bekannte infinitesimale Transformation: 
= 8 +9; daher findet man ohne weiteres einen Integrabilitäts- 
faktor und für y, den Wert: 


_ (Mir day, [244 


Yı ur & Ns 2 55 Nı 
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Als viertes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe: 
B,, D, mit der kanonischen Form: q,, 2,9, +%Y,9%- Wir können ohne 
Beschränkung annehmen, daß (B,B,) = B, ist. Wir setzen: 


B=X,r+ Y,q= Iı> 
B=-Xr + Ya=am + Yı9- 
Dann ist x, eine Lösung der Gleichung: 


df & 
Be Ka; t 
mit der bekannten infinitesimalen Transformation B,f. Also ist der 


Ausdruck: 
_[ Kıdy- Yda 


av 


eine Funktion von x, und zwar, wie wir jetzt zeigen, gleich log «,, 
Es ist nach meinen bekannten Formeln: 


: : ,2)=0, Art) 
das heißt: 


ae 70, a nIE-n, 
woraus: 
Bo er u AL are 
und: [245 
log, [ dr Yıde 





L-XR 
- wie behauptet wurde. 
Zur Bestimmung von y, bilden wir die Gleichungen: 


W)-1l mt N=-N 


- oder Jie äquivalenten: 


| und hieraus die Relationen: [252 
? d 
(X Y,— X, Y,)Z r + Yıy = Y,, 





(X,Y,— X, A ZA oh, 


- vermöge deren y, durch zwei sukzessive Quadraturen bestimmt wird. 
| Als fünftes Beispiel betrachten wir eine zweigliedrige Gruppe 
 B,B, mit der kanonischen Form: g,, y,9,. Dabei können wir an- 
nehmen, daß (B,B,)— B, ist. Wir setzen: 


B=Xr+Ya=m B=Xp+Yga=y9, 
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woraus: 


Die Größe x, ist eine ganz beliebige Lösung der Gleichung: 
d d 


deren Integration somit erforderlich ist. 
Sei jetzt überhaupt B,,..., B,: 


E df d 
Di X, 72 a YZ 


eine beliebige vorgelegte Gruppe und Q,,..., Q,: 
war df 
Gf= & da, N Mi ay, 
ibre kanonische Form, die nach den Regeln der vorangehenden Nummer 
bestimmt wird. Wir können in jedem einzelnen Falle die B,f derart 
wählen, daß die r Gleichungen: 


Bf=Gf Bf=- Of, ... DI cf 
bestehen können. Können diese Relationen zwischen &, y, p, q und %,, 
Y, Pı, A hinsichtlich x,, y, aufgelöst werden, so ist hiermit die ge- 
suchte Punkttransformation gefunden. Ist eine solche Auflösung un- 
möglich, so bildet man zunächst die Ausdrücke: 
O8, O9 
die bekannte Funktionen von x, und y, sind, und setzt sodann: 


dx 


1 1 
By Ka + Yay N 


Dies gibt 2r Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen &,, Yı, 
y und x, die im allgemeinen zur Bestimmung von %, Yı durch Qua- 
dratur genügen. Nur wenn die kanonische Form die eine von [247 
den drei folgenden ist: 


95 I, Hıdı5 Ir Yıdı> Yıdı [253 


ist die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung notwendig. 

Wenn eine beliebige Gruppe von Transformationen zwischen x und y 
vorgelegt ist, so entscheidet man zuerst durch Differentiation, auf welche 
kanonische Form sie gebracht werden, kann. Ist dies geschehen, so verlangt 
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die Reduktion auf diese kanonische Form im allgemeinen nur ausführbare 
Operationen. Nur wenn die betreffende Form eine unter den folgenden ist: 


5 999 999% Y’9, 


wird die Integration einer Gleichung erster Ordnung notwendig. 

28. Sucht man alle bei einer beliebigen vorgelegten Gruppe zwischen 
x und y invarianten Differentialgleichungen, so bringt man die Gruppe 
zuerst auf ihre kanonische Form und stellt sodann ohne weiteres die 
betreffenden Differentialgleichungen auf. 

Dies gibt den folgenden Satz, der die wichtigsten Ergebnisse dieser 
Abhandlung resumiert: 

Ist eine ganz beliebige kontinuierliche Gruppe von Transformationen 
zwischen x und y vorgelegt, so findet man alle invarianten Differentialglei- 
chungen ohne Integration von Differentialgleichungen, wenn die Gruppe 
mehr als drei infinitesimale Transformationen enthält. Gibt es drei infinı- 
tesimale Transformationen mit der kanonischen Form: q, yq, y?q, oder zwei 
infinitesimale Transformatiomen mit der kanonischen Form: q, yq, oder end- 
lich nur eine infinitesimale Transformation, so wird die Integration einer 
Gleichung erster Ordnung notwendig. In allen anderen Fällen genügen 
Differentiationen und Quadraturen. 

In diesem Satze wird vorausgesetzt, daß nur die infinitesi- [248 
malen Transformationen der vorgelegten Gruppe bekannt sind. Kennt 
man zugleich die endlichen Transformationen dieser Gruppe, so kann 
man immer, auch in den drei Ausnahmefällen, die zugehörigen invarian- 
ten Differentialgleichungen ohne Quadratur oder Integration angeben. 


Januar 1883. 


XI [249 
Klassifikation und Integration von gewöhnlichen [253 
Differentialgleichungen zwischen x, y, die eine Gruppe von 
Transformationen gestatten. 
(Abhandlung II.) 


Von Sopuvs Lie. 


Arch. for Math. Bd. VIII, Heft 3, 8. 249 —288, Kristiania 1883, Wieder abgedruckt , 
Math. Ann. Bd. XXXII, Heft 2, S. 253 —ag1 (ausgegeben 16. 8. 1888) 


In der vorangehenden Abhandlung bestimmte ich die Form aller 
Gleichungen: 
f(&, Y, Yır Yar +», Ym) an 0, 


die eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen gestatten. In 
dieser zweiten Abhandlung entwickele ich die allgemeine Integrations- 
theorie aller derartigen Gleichungen, indem ich meine allgemeine Inte- 
grationstheorie von linearen partiellen Differentialgleichungen mit [254 
bekannten infinitesimalen Transformationen für die betreffenden Bei- 
spiele im Detail durchführe. 

Meine Abhandlung zerfällt in mehrere Paragraphen, deren jeder 
sich an einen bestimmten Paragraphen der ersten Arbeit als Fortsetzung 
anschließt. 

Die dritte Abhandlung über diesen Gegenstand wird baldigst er- 
scheinen. e 


$ 1. Integrationstheorie von Differentialgleichungen mit bekannten [250 
infinitesimalen Transformationen der Form: X(x)p + Y(y)q. 


In diesem Paragraphen integriere ich sukzessiv alle Differentialglei- 
chungen zweiter und höherer Ordnung mit einer bekannten Gruppe, 
deren infinitesimale Transformationen sämtlich die Form: X(2)p+Y(y)q 
besitzen. Es wird dabei vorausgesetzt, daß die betreffende Gruppe keine 
anderen Differentialgleichungen erster Ordnung als y = 0 und l:y=0 
ıinvariant läßt. 


1) In dem Abdrucke Ann. Bd. XXXII ist der Titel weggelassen und die Ab- 
handlung schließt sich unter der Überschrift: „Abschnitt II“ unmittelbar an die 
vorhergehende an. A.d.H. 
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1. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
9, 49; 


30 ist sie, wenn wir Y,:%Y, = u setzen, reduktibel auf die Form: 


Man integriert diese Gleichung (m — 2)-ter Ordnung und erhält hier- 
durch eine Relation mit m — 2 Konstanten: 
Yayfly a, --: An_2)» 


aus der durch wiederholte Integration: 


y he - [azeN®* 


) 


hervorgeht. 


2. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
pP, 9% 49; 
so ist sie, wenn wir: 
a 
Yı ee, 
setzen, reduktibel auf die Form: [251 





Durch Integration dieser Gleichung (m — 3)-ter Ordnung erhält [255 
man eine Relation mit m — 3 Konstanten: 


(1) de ge A, ec. 2u.3)= 0, 


die wir auch folgendermaßen schreiben können: 


Y d y 
Pr u. A, 0% an) 0. 


Man erhält daher jedenfalls durch eine Quadratur eine Gleichung: 
Y—Yı E (x), 

die nach den Regeln der vorangehenden Nummer durch zwei Quadra- 

turen integriert wird. 

Nach der soeben angegebenen Methode verlangt die Integration 

einer Gleichung der Form: 


® Erle) 


Y, Yı 
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drei und zwar drei sukzessive Quadraturen. Ich entwickele jetzt in 
Übereinstimmung mit meinen alten Integrationstheorien eine etwas ver- 
schiedene Methode, die allerdings ebenfalls drei Quadraturen, nicht aber 
drei sukzessive Quadraturen verlangt. 

Die Gleichung (2) ist äquivalent mit der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung: 


| af df d 
A-trtnan tur 0 


, 
welche die drei infinitesimalen Transformationen: 


ad ! d d d d 
Br=&, Bf=5, Bi=ygtng +ude 


gestattet. Jetzt kann man in zwei Weisen ein dreigliedriges voll- [252 
ständiges System mit einer bekannten infinitesimalen Transformation 
bilden. Einerseits gestattet nämlich das vollständige System: 


An 


die infinitesimale Transformation D,/, und daher hat die äquivalente 
totale Differentialgleichung: 


y,Fay — yady, — 0 


einen bekannten Integrabilitätsfaktor, nämlich 1: A, wo: 





| I % fF | 
Do . 
Beh 100 eo 
ty | 
Dies liefert ein Integral von Af= 0, nämlich: 
(3) I E ne — Const. 
Andererseits aber gestattet das vollständige System: [256 


Af=0, Bf-0, Bf—-0 


die bekannte infinitesimale Transformation B,f und daher liefert meine 
alte Theorie auch das Integral: 


. am... s wg, 
1 (y2 F Dee tnin Ha, Oonsh 





von Af=0. Aus den beiden hiermit gefundenen Integralgleichungen 
erhält man durch Auflösung y, als Funktion von x und darnach durch 
eine neue Quadratur y als Funktion von «. 
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3. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die [253 
Gruppe: 
p, 9, 2P tey9 
wobei die Konstante ce von Null und 1 verschieden sein soll, so kann 


sie, indem wir: 
c—2 c—3 


phil MmuiNı 
setzen, auf die Form: 


dp de 0 
(9. Y3; FR gt a0 





reduziert werden. Durch Integration dieser Gleichung (m — 3)-ter Ord- 
nung erhält man eine Relation mit m — 3 Konstanten: 
f(Qı> Pr, Ur. A_3) =0. 


Kommt in derselben 9, nicht vor, so findet man durch Auflösung: 


und darnach y als Funktion von x durch zwei (unabhängige) Quadra- 
turen. Hat man dagegen zur Integration eine Gleichung der Form: 


a endet 
y= yaarlyen) = II, 
8o setzt man: 


woraus: 

e c—3 e—2 

d u — 

& iv ya gen) =. 

Diese Gleichung erster Ordnung zwischen den Variabeln y, und y, ge- 
stattet die infinitesimale Transformation: 


df he 
Cd Er 2Ng, a 
und daher ist: 
. 1 1 


1 ® | de - 9% —- (e—Yy ® 
(e - Yy (e— 2%, 


ein Integrabilitätsfaktor und somit: 


dy, — Day, ER 
f c—_Yyy,—cDyd sun 


ein Integral von (4). Nachdem hiermit eine Relation zwischen y, und 4, 
erhalten ist, bestimmt man y als Funktion von x durch zwei (unab- 
hängige) Quadraturen. 
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4. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
P, 9, y9, 2P, | 


so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung y’ = 0 
absehen, reduktibel auf die Form: 


a 4 


9 
(9, Par 220 a) 0, 


wo 9, und 9, die Werte: 








Yı Ys Yyıyı 
9, Y3 ) Y3 y: 


haben. Durch Integration dieser Gleichung (m — 4)-ter Ordnung erhält 
man eine Relation zwischen @,, , und m — 4 Konstanten: 


ef Kassen f(p,), 


wobei wir von dem einfachen Falle einer Relation @, — Const. absehen. 
Es handelt sich also darum, eine Gleichung der Form: 


y= Yy: f (+3) 


yi y: 
zu integrieren. Wir setzen: [255 
Yy 
Z—-p, 4 E u, 
- Yı Yı 
dann wird: 
du hu u Mom 
dv Yıys — ai) 


U U 


Dr u Me (5): 
so daß wir eine Differentialgleichung erster Ordnung der Form: 
Be) 
integrieren müssen. Dieselbe ist homogen in u und v?, und also ist: 


du—vFdv 
en = Const. 
eine Integralgleichung. 
Hiermit ist alles reduziert auf die Integration einer Differential- [258 
gleichung dritter Ordnung der Form u = v(v) oder: 


PR Y\, 

Yı v (v) 
Dieselbe kann nach den Regeln der Nummer 2 erledigt werden. Es ist 
aber möglich, einen anderen und einfacheren Weg zu gehen, wie ich 
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jetzt in Übereinstimmung mit meiner alten Integrationstheorie zeigen 
werde. 
Die vorgelegte Gleichung: 


ist äquivalent mit der linearen partiellen Differentialgleichung: 


af df af _ , 
A-trntnn et [256 
welche vier bekannte infinitesimale Transformationen, nämlich: 
d df af 
Br=S, Bf-5, B,f = Hy +yY at yo 2 
df Se df 
Die, ra Ya au, say, 


gestattet. Dabei bilden einerseits die Gleichungen: 
Af=0, Bf=9, Bf=-%9, Bf=V 


ein vollständiges System mit der bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation 5b,f und dem entsprechenden Integrale: 


Be u May + W-yy)dy + Y-YY)dy _ Const 
2 B F ae 2) 
Ya —-yYr YYyW 





und andererseits bilden die Gleichungen: 
Af=0, bf- 0, Bf= 0, Bf=V0 


ein vollständiges System mit der bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,f und dem entsprechenden Integrale: 


ge — 2y,W)dy +9 W— 39, y)dy, + (2yE — Yı Ys)dys est 


da U ALLE a ke Bee De a er ee ee SE = 





Yy —-2yyir ya W 
' Eliminiert man Y; »wischen den beiden gefundenen Integralgleichungen, 
| so erhält man eine Differentialgteichung‘ zweiter Ordnung: 
Plya, y) = 9, 
' die durch zwei (unabhängige) Quadraturen erledigt wird. 


5. Gestattet eine Differentialgleiehung m-ter Ordnung die [257, 259 
- Gruppe: 
| p+g zp+yg Ap+yg, 
- 80 ist sie, wenn wir: 


. BE 1 Sal 
9, = (8 — Y)YysYı Es 2ly2 zu :) ’ 
a PL > 
9 (X — Y)Yyyı + 69, (vi Sy, ») =D 1) 
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setzen, reduktibel auf die Form: 


ae 
2 (pı, N a =(. 
Wir integrieren diese Differentialgleichung (m — 3)-ter Ordnung und 
erhalten hierdurch eine Relation mit m — 3 Konstanten: 


Kor Pr ur 4 m) 0. 
Enthält dieselbe die Größe 9, a so integriert man die betreffende 
Gleichung: p, = Const., indem man nur die infinitesimalen Transfor- 
mationen p + q und xp + yq berücksichtigt. Dagegen ist es unmöglich, 
eine Gleichung der Form: 
9, — F(p,) 


allgemein zu integrieren, während man sie allerdings auf eine Riceati- 
sche Gleichung erster Ordnung reduzieren kann. Dies soll jetzt gezeigt 
werden. 

Als Variabeln wählen wir die Größen y, und 9,. Es ist, wie eine 
einfache Rechnung zeigt: 


4 

a _4 (2411-29, ') 
ag, Bram 
oder, wenn wir Yy, = z setzen: 

ds _ 29, RR a rn 2 

dy, er (9) Br —ı12 
Ist ®(y,, 9,) = Const. eine Integralgleichung der soeben gefundenen 
Riccatischen Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integral- 
gleichungen von 9,= F(g,) durch Differentiation. Setzen wir [258 


nämlich: 


„dr 


5 < af 
Bf=x Sf pl Hy + [@y du + 2 enlay 


so sind nach mir: 
B(®) = Const. und B{B(®)) = Const. 


ebenfalls Integralgleichungen von 9, = F(g,), und es genügt daher, nach- 
zuweisen, daß die drei Größen ®, B® und B(B(®)) unabhängige Funk- 


tionen von &, y, y, und %, sind. 
Es ist, da By, verschwindet: 


d® 
B(@)=-2Yy-)Yı 7, [260 


d d® " d® 
B(B(@) -4y— ya, (nz,) +2 Ni, 
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und also sind die Größen ®, B® und B(B(®)) unabhängig hinsichtlich 
%, y, y, und 9,, womit der Nachweis geführt ist.!) 
6. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
9, 99 3° 


so ist sie reduktibel auf die Form: 





dw ee. 
&(r, w, de’ ’ dam-5 0, 
wo: [259 
wen, 
Yı 2 yı 


gesetzt ist. Wir integrieren die Gleichung (m — 3)-ter Ordnung. 2 = 0 
und erhalten hierdurch eine Differentialgleichung dritter Ordnung der 


Form: 


2 FEN 
van Fa), 


die wir jetzt auf eine Riecatische Gleichung erster Ordnung reduzieren 
werden. Setzen wir: 


= 2, 
: Yı 
so wird: 
dd % _W% 
dx Yı yi 
oder: 
er dz 1. 


Ist W(z, x) = Const. eine Integralgleichung dieser Riccatischen 
Gleichung, so findet man die beiden fehlenden Integralgleichungen von 


w= F(x) folgendermaßen durch Differentiation. Setzen wir: 
d d d 
vz + 2yY, Er + @yw + 2 = Bf, 
1) Die Entwickelungen des Textes liefern das einfachste Beispiel zu einem 
allgemeinen Theoreme in meiner Theorie der Transformationsgruppen. Gesetzt 
in der Tat, daß ein vollständiges System: A,f=0,..., A,f= 0 in den Variabeln: 
%y ::-, %, n—r infinitesimale Transformationen: B,f, ..., B,_,f gestattet, 
und daß es nicht gelingt, ein Integral durch Differentiation zu bilden. Dann kann 
man ohne Beschränkung annehmen, daß die B,f eine Gruppe bilden. Sei diese 
Gruppe nicht zusammengesetzt, und sei B,f,...., B,f eine Untergruppe mit 
der größtmöglichen Zahl Parameter. Dann bildet man das vollständige System: 


Af=0,..,.4,f=0, Bf=0,..., B,f=Vv 


Gelingt es, dasselbe zu integrieren, so findet man immer die fehlenden Lösungen 
- des Systems A,f—= 0 durch Differentiation. 


In dieser Arbeit setze ich diesen Satz, den ich im übrigen früher in viel: all- 


- gemeinerer Form aufgestellt habe, nicht als bekannt voraus. 
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so sind BW = Const. und B(B(W)) = Const. bekanntlich Integral- [261 
gleichungen von w= F(«); es genügt daher, nachzuweisen, daB W, BW 
und B(B(W)) unabhängige Funktionen von z, 9, %ı und %, sind. Es ist 
B(x) = 0 und: 
aW- aW 
BMW). Pie 2 5 Io 


d?W daW 
B(BW) 47, +47, 9 


so daß W, BW und B(B(W)) wirklich hinsichtlich y, x, y, und z [260 
unabhängig sind. 

Hiermit ist die Integration von w—= F(«) auf diejenige der Ric- 
eatischen Gleichung (5) zurückgeführt. 


7. Gestattet eine Differentialgleicbung m-ter Ordnung die Gruppe: 
9, 99 Yu Pr 


so ist sie reduktibel auf die Form: 


dw am -°y 
a( u oe 
wo wiederum: 
Ys 3Y 
A 7 )) 
Yı 2 yı 


gesetzt ist. Man integriert die Gleichung (m — 3)-ter Ordnung, die offen- 
bar immer auf eine Gleichnng (m — 4)-ter Ordnung reduzierbar ist. Die 
hierdurch gefundene Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form: 


w= F(x) 


wird darnach nach den Regeln der letzten Nummer auf eine Riecati- 
sche Gleichung erster Ordnung zurückgeführt. 
8. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 


9, yq, 94, P, &P, 


so ist sie!) reduktibel auf die Form: 


do 
2 (9; Ps, —:, en r —r =(, 
1 9ı 





wo: 
u :w® me « 
Y,= x ’ 2 4 Ss ei ’ — de’ dx? 


1) Wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung: 2Y, Y, — 3y;—= 0 
absehen. 
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gesetzt ist. Man integriert die Gleichung (m —5)-ter Ordnung [261 
2 = 0 und findet hierdurch eine Differentialgleichung: 


= fly), 
die wir folgendermaßen schreiben: 
w’ = w?f (w: we) [262 


Diese Differentialgleichung gestattet zwei bekannte infinitesimale Trans- 
formationen: 


df df af af df d d 
Er und: Fe age ha N, = Az — Byoän, 


die in den Variabeln x und w die Form: 


d rd df ‚af 
E77 und: re I re er 


besitzen. Also ist: 





w dw — w?f.dw 
R 3wt—awf = Const. 

eine erste Integralgleichung. Hiernach findet man durch Auflösung 
und Quadratur eine Differentialgleichung der Form: 


w=F(x), 


die nach den Regeln der Nummer 6 auf eine Riccatische Gleichung 
erster Ordnung reduziert wird. 

Man kann im übrigen die Integration der Gleichung 9 = f(9,) 
in etwas anderer Weise durchführen, wie hier kürzlich angedeutet 
werden soll. 

In der Tat, setzt man: 


so wird: 








Ist diese Riecatische Gleichung integriert, so findet man durch [262- 
Differentiation zwei weitere Integralgleichungen von der Gleichung 
9, = f(g,), die man darnach auf eine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit den beiden infinitesimalen Transformationen p und xp redu- 
ziert. Durch zwei Quadraturen findet man daher endlich y als Funk- 
tion von 2. 


9. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 


4, 99, y?q, P, XP, xp, 
19* 
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so ist sie, wenn wir von der integrablen Gleichung: 2y,9y, — 3y! = 0 
absehen, reduktibel auf die Form: 


a" 6 
(9, N = a) - ’ 
9 








d m—b 
wo: 
4ww” — bw’? __ 4ww”” — 18ww w” + 15w’? 
er ang rel > ee 9 
. w 
und wie früher: [263 
Ys 3 y3 dw 
Ww 27 ee ’ 
Yı 2 yı dx 


gesetzt ist. 
Durch Integration der Gleichung (m — 6)-ter Ordnung 2—=0 er- 
hält man eine Relation der Form: 


9%=f(p,), 


die eine Differentialgleichung dritter Ordnung in den Variabeln x und 
w darstellt. Dieselbe gestattet drei bekannte infinitesimale Transfor- 
mationen: 2, xp, xp, die in den Variabeln x, w die Form: 

af af _ 0, ar af 

An WE A er 
besitzen. Zur Integration unserer Differentialgleichung dritter Ord- [263 
nung führen wir die Größen: 


3 „ 
u=w:w, 9 = 4w?w" — Dw-?’w'? 
als neue Variable ein, dann wird: 


(6) du zu 


dp, 49, 
Ist: 








Wu, p,) = Const. .' 


eine Integralgleichung dieser Riecatischen Gleichung erster Ordnung, 
so findet man folgendermaßen durch Differentiation die beiden fehlen- 
den Integralgleichungen von 9, = f(p,), aufgefaßt als Differentialglei- 
chung dritter Ordnung in w und x: 


Setzen wir: 





Bf= 252 — Aaw ZL — (Gzw + 4) 24, — (Saw + 10W) zur, 
so ist: dw iu 
a Al 
BBW = 16% u! 82w”? Un 


a 





| 
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und da die Größen W, BW und BBW hinsichtlich «, p,, x und w 
unabhängig sind, so findet man durch Elimination von « und g, zwi- 
schen den drei Gleichungen: 


(7) W = Const, BW = Const, BBW = Const. 
die Größe w bestimmt als Funktion von «: 
w=F(x). 


Diese Gleichung ist nun selbst eine Differentialgleichung dritter 


' Ordnung in y und x, die nach den Regeln der Nummer 6 vermöge 
einer Riecatischen Gleichung erster Ordnung integriert wird. 


Hiermit ist die Gleichung sechster Ordnung 9,=f(p,) ver- [264 


| möge zweier Rieccatischer Gleichungen erster Ordnung inte- [264 
' griert. Dabei ist indes zu bemerken, daß wir erst nach der Integration 


der ersten Hilfsgleichung (6) die zweite Hilfsgleichung erster Ordnung 
aufstellen konnten. Es ist aber nicht schwierig, einzusehen, daß man 


die Integration von 9,=f(g,) auf .die ia sation zweier von ein 


ander unabhängiger Riecatischer Gleichungen erster Ordnung 


zurückführen kann. Man bemerke in der Tat nur, daß die beiden 
- Gruppen: q, yg, y’q und: p, xp, &’p vollständig gleichberechtigt sind 


Vertauscht man daher im Vorangehenden die Größen x und y, so er- 


hält man eine mit (6) analoge Riecatische Gleichung, deren Integra- 


tion ebenfalls drei Integralgleichungen: 


W,— Const, COW,= Const, CCW, = Const. 


von 9,=f($,) liefert. Dabei ist es einleuchtend, daß diese drei neuen 


Integralgleichungen von den drei früheren (7) unabhängig sind, und 
also ist wirklich die Gleichung sechster Ordnung 9, — f(p,) aut zwei 


‚ unabhängige Riccatische Gleichungen erster Orange zurückgeführt. 


$ 2. Integration von Differentiaigleichungen mit bekannten 
infinitesimalen Transformationen der Form: X(x)p + Y(x, y)g. 


In diesem Paragraphen-entwickeln wir die Integrationstheorie von 
allen Differentialgleichungen von zweiter und höherer Ordnung mit 
einer bekannten Gruppe, deren sämtliche infinitesimale Transformatio- 
nen die Form: X(z)p +n(x, y)g besitzen. Dabei wird ausdrücklich 
vorausgesetzt, daß die betreffende Gruppe keine andere Differential- [265 
gleichung erster Ordnung als 1:y = O0 invariant läßt. 


10. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
pP, ap +yg, ap + 2uyg, 
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so ist sie, wenn wir: 


2 -Y=-9, Yy- 


setzen, reduktibel auf die Form: 





do 
(9, A nr) 0. 


Man integriert diese Gleichung (m — 3)-ter Ordnung und erhält hier- 
durch eine Differentialgleichung dritter Ordnung: 


2 Bei f(Qi); 


die wir jetzt auf eine Riccatische Gleichung erster Ordnung redu- 
zieren werden. 
Wir führen neue Variable ein, nämlich y, und ,, dann wird: 


dyı _ Mit, 
ag 4, 


Sei W(y,, 9,) = Const. eine Integralgleichung der soeben erhal- [265 
tenen Riccatischen Gleichung und sei: 


d 
Bf= a2{f f + 2zyst + 2y + (24 — 2uy)gr, 


dann wird: 


saw dW 


BW-257 3, BBW=Ay, +42yG, » 


und da die Größen W, BW und BBW offenbar unabhängig sind, so 
geben die Integralgleichungen: 


W = Const, BW = Const, BBW = Const. [266 


durch Elimination von y, und 9, die Bestimmung” von y als Funktion 
von 2. 


11. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 


ygq, », zn, ap + ayg, 


so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung %, =0 
absehen, reduktibel auf die Form: 


Be 
(9, a er ep )=0, 


wo p, und 9, die Werte: 





2 


wirt u a 
9 = yyytiytyıy?!, 9pmdyy’u— yyr"Y 


LER DI a SELL DE Er N OR SEE En SZ Dia ur 32) 1 200 BEAT LEE a a HE 5a 


ARE 


ai gaLa erh, AnPnPEng habt ne ba ann) 








TEEN NEIDANEN 
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haben. Wir integrieren die Gleichung (m — 4)-ter Ordnung 2=(0 und 
erhalten hierdurch eine Relation: 


= f(Q,); 


das heißt, eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die unsere Gruppe 
gestattet. Dieselbe soll jetzt auf eine Riecatische Gleichung erster 
Ordnung reduziert werden. 
Wir führen p, und: j 
u (yyr?ya)? 
als neue Variable ein; dann wird: 
du _ up — 2% 2u? 


dp, 39—4pi+ 6 





Ist W(u, 9,) = Const. eine Integralgleichung der gefundenen Riccati- 
schen rn so setzen wir: 


Ä df 
Bf = ı? Ti} ay“ dy et Wo A e day, Bay — (929; nu 3) 5 
und bilden die Ausdrücke: [267 
BW=- u wu", > 
d daW 
BBW = us, (u, vun?’ + u  yyr? — 2ayyı?), 


die offenbar von einander und von W unabhängig sind. Daher erhält 
man durch Elimination von « und 9, zwischen den Gleichungen: 


W = Const, BW = Const, BBW = Const. 


eine Relation der Form: 


yyz' zu F(x), 


woraus als definitive Integralgleichung: 


hervorgeht. 

Man kann im übrigen die Integration der Gleichung: 9, = f(9,) 
in etwas anderer Weise durchführen, wie ich hier kürzlich angeben 
werde. Bringt man in der Tat die vorgelegte Gruppe auf die Form: 


Bf=», Bf=22p +ya, Bf=®p+ayga, Bf=yg,; 


so bilden B,f, B,f, B,f eine dreigliedrige Untergruppe und dabei be- 
stehen die Relationen: 


(B, B,) TE 0, (B,B,) Erx 0, (B,B,) = 0, 
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die, wie ich beiläufig bemerke, aussagen, daß B,, B,, B, eine in- 
variante Untergruppe bilden. Bringe ich daher die Gleichung 9, — f(p,) 
auf die Form: 


y„=F(&, Y, Y, Yo Ys) 


und ersetze sie darnach durch die lineare partielle Differential- [268 
gleichung: 
af 


” 
Yı + ur =, 


arg Hat nen 
so bilden die Gleichnngen: 
Af=0, Bf=0, Bf=0, Bf=0 


ein vollständiges System mit der bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,f. Das entsprechende Integral, das man ohne weiteres auf- 
stellen kann, liefert eine Differentialgleichung dritter Ordnung mit; der 
bekannten Gruppe: p, 22p + ygq, xp + xyq. Sie wird nach den Re- 
geln der vorangehenden Nummer auf eine Riccatische Gleichung 
erster Ordnung reduziert. 


12. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe 
KG Ar, 2. X,g, 


so ist sie reduktibel auf die Form: [267 
daD 42=%D 
2 (e, D, a2. —)=0, 
wo: 
X, X, x’ 
| 
en 
x X 3.0 | D 
Yy Yı y, 


gesetzt ist. Durch Integration der Gleichung (m — r)- ter Ordnung 
2=0 erhält man eine Relation: 
D=- Fü), 

das heißt, eine lineare Differentialgleichung r-ter Ordnung, die bekannt- 
lich nach Lagranges oder Cauchys Regeln integriert werden kann, 
weil das allgemeine Integral von D=0 bekannt und gleich Fig 
CK 6b: 

Ist die vorgelegte Gleichung m-ter Ordnung linear, so ist auch 
2 = (0 linear. Der bekannte Satz, daß eine lineare Gleichung m-ter 
Ordnung mit r bekannten Partikularintegralen sich auf eine lineare 
Gleichung (m — r)-ter Ordnung reduzieren läßt, ist somit ein sehr spe- 
zieller Fall unserer soeben entwickelten Theorie. 
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Auch die oben besprochene Reduktion der Gleichung D= F(x) 
auf die einfachere Gleichung D= 0 fließt als sehr spezielles Korollar 
aus meinen alten Integrationstheorien. Ich werde diesen Zusammen- 
hang in zwei etwas verschiedenen Weisen begründen. 


Sei die Gleichung D= F(x) auf die Form: 





y,„=V 
oder die äquivalente Form: 
ou af RE 


gebracht. Diese lineare partielle Differentialgleichung gestattet r be- 
kannte infinitesimale Transformationen: 


af 


af (r-1) nr 
Bf= X;q at 3%, +. u Fra Geh. N, 
die paarweise in der Beziehung: 
(B,B) = 0 


stehen. Also bilden die Gleichungen: 
>60 Bi=-0 ..2. Bf, Bas -:. Bf=09 


ein vollständiges System mit der bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation B,f, und daher findet man die entsprechende Lösung W, durch 
Quadratur. In dieser Weise findet man r unabhängige Lösungen [268 
der Gleichung Af= 0, deren Integration hiermit geleistet ist. [270 

Die hiermit ausgeführte, prinzipiell einfache Integration von 
D= F(x) ist insofern unvollkommen, als sie nicht die explizite Form 
der Größe y als Funktion von x liefert. Daher füge ich die folgenden 


Bemerkungen hinzu: 


Setze ich: 
| N X Den 
x ee, ee xe-n =D. 
Yy Yı ee FR | 





so kann die Gleichung: D+ F(x) = (0 nach dem Vorangehenden auf 
die Form: 
dD. 
Der d 
gebracht werden. Ordnen wir die letzte Gleichung nach den Größen 
Y,, so kommt: 
A Kr e a \y,+9.u-1)tr tl) =0 


r—] 
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und andererseits erhält D + F(x) durch Entwickelung, wenn wir zur 
Abkürzung: 

Be ee 
setzen, die Form: De 


dA 
4 u. Be. 


Durch Vergleichung findet man daher die folgenden Werte von p(x) 


und f(x): 


__dlog A A 





p() = dx ’ f(&) ne Fo), 
wo: 
2 x. ... a IE ae 
gesetzt ist. Also kann D+ F(x)=0 die Form: [271 
dD. dlog A A, 
De el, 


erhalten, und durch Integration kommt: 


D= r: F(x)dx. 
Analoge Überlegungen geben uns die » Formeln: 
D,= A| Ai Fade we 


und, da die r Größen D, linear und homogen in den Größen %, %ı, ++, Y,_ı 
sind, so findet man durch Auflösung die bekannte Form der Größe y. 

Man sieht leicht, daß diese beiden Integrationstheorien der [269 
Gleichung D+ F(x) = 0 im wesentlichen identisch sind. 


13. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
X,9, --» X,9, 99; 


ft 
r 


so ist sie reduktibel auf die Form: 


dlogD de 1082 
&(z, dx ’ Er, u) ep 0, 


wo D dieselbe Determinante wie in der vorangehenden Nummer be- 
zeichnet. Durch Integration dieser Gleichung (m — r — 1)-ter Ordnung 
erhält man eine Relation: 


und durch Quadratur die lineare Gleichung: 


D = ie 


die nach den Regeln der vorangehenden Nummer integriert wird. [272 


ia Di 
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14. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung eine Gruppe 


von der Form: 


Ro. N 


so ist sie reduktibel auf die Form: 
d 7 
2(p, Ta a, Te)=0, 


wo @ eine lineare und homogene Funktion von %, %ı, + +» Yr mit kon- 
stanten Koeffizienten darstellt: 





gzeytayıt't%h 


Man integriert 2 = 0, das als eine Gleichung (m —r — 1)-ter Ordnung 
zu betrachten ist. Hierdurch findet man eine Differentialgleichung r-ter 
Ordnung der Form: 
er +0,y,= Fe), 
die in der bekannten Weise integriert wird. 
15. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 


X, 2. 8,095, D, 
so ist sie reduktibel auf die Form: 


am-17-? 


2 (pı, Pa; ., a) 


1 








“9, und g, haben die Werte: 


dp dp 


=: 9r Mg: Po [270 


wo @ wie soeben eine lineare und homogene Funktion von %, %,:--, %r 
mit konstanten Koeffizienten bezeichnet. 
Durch Integration der Gleichung (m — r — 2)-ter Ordnung [273 


i 2&=0 kommt eine Relation: 


oder: 


oder endlich: 
d’logy 


2 & uB ?) (er) 
dx” = ar ed 


Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung erledigt man durch zwei 
Quadraturen und erhält so eine Gleichung: 


o=F(«), 


die ın der bekannten Weise integriert wird. 
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16. Gestattet eine Gleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
9, %9, ..., 2719, 9, ap + eyg, cZr, 


so ist sie reduktibel auf die Form: 


be 2 


(9, 2,05 >E m — a) 0, 





wo: 


one c-r—2 


Be Yırı- Y,. u. ’ 9 = Y.+2: RE er 


Durch Integration der Gleichung (m — r — 2)-ter Ordnung 2=0 er- 
hält man eine Relation: 





dy, 1 
PR Ca my, ert f(9}); 


die eine Differentialgleichung erster Ordnung in den Variabeln y, und 
Y,;, darstellt. Diese Gleichung gestattet die infinitesimale Trans- [274 
formation: 


d df d 
ey Sıezny, er riet, ya, u 


und also gibt eine Quadratur eine von y,,, als ankticn 
von %,. Darnach gibt eine zweite Quadratur y, als Funktion von %, 
und endlich findet man vermöge r neuer Quadraturen y als Funktion 
von &. 

17. Gestattet eine Gleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 


9,%4, -.., 0 p,xp-+tryg, 


so ist sie, wenn wir von den integrablen Gleichungen y,,,= 0, [271 
y,—= Const. absehen, reduktibel auf die Form: 


alu 
(pn, N FE do it) - 0, 
wo: 
Y,—=Y;, 2) - Y4:Y,,1- 
Durch Integration der Gleichung (m — r — 2)-ter DE 2=0 er 


hält man eine Relation: 
Y,+,7 %.+1f(y,) 


oder: 
en 
En =y,,.W,); 
woraus: 
/(v)4y,. 
Yu == we ( ) 7 
und: 


2 = fay,e er). 





Papa sul IE Meo 
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Hierdurch ist y, bestimmt als Funktion von x und daher findet man 
y durch r weitere Quadraturen. 


18. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
9,29, 2. @'q,p, ap + ry+a)g, 1275 


so hat sie die Form: 
EEE 
2 (pı, u dp rn) = 
wo: 


1 
Ke wi BER 2wyY, Er ae, Dee Are A 
N Fe ER U Er une 1.2 ( Ir. 


Durch Integration der Gleichung (m — r — 2)-ter Ordnung 2—=0 er- 
hält man eine Relation: 9, = f(y,) oder: 


day 
ae pe mine ‚wy 
IH day, e "fW,ne"), 


das heißt eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y, und 
%,;, mit der bekannten infinitesimalen Transformation: 


1 df df 


Foay, IrHiay,,, 


+++ 


Daher bestimmt man zuerst y,,, als Funktion von y, durch Quadratur, 
darnach y, als Funktion von x durch eine zweite Quadratur und [272 
schließlich y als Funktion von x vermöge r Quadraturen. 


19. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 


4, 89, ..., 27'q, 99, P, &P, 
so hat sie, wenn wir von den beiden integrablen Gleichungen y, = 0 
Y.;1 = 0 absehen, die Form: 
m—-r-3 
(9, Dar . a), 
wo: 
Y=YYr2:Yarın Pa Yrdrrs! Irrı: 1276 


Durch Integration der Gleichung (m — r — 3)-ter Ordnung &=O er- 


hält man eine Relation: 9, = f(g,), das heißt eine Differentialgleichung 


zweiter Ordnung in y, und y,,;: 


a N, 
= dy, (ri dy, 








Yan dy, y; Wei 


mit zwei bekannten infinitesimalen Transformationen: 


af 
Indy 
dy, % Yıdy,yı 





Y, 
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Hier führen wir: 
n=logy,;„, &=logy, 


als neue Variabeln ein, dann wird: 


Y,Yrı+2 _ dm _d’n 7 2 
ee 11, 9-7: +2(&) 0 





9, 


so daß die Gleichung 9,=f(Y,) die Form annimmt: 


Daher geben zwei Quadraturen n als Funktion von &, das heißt y,,, 
als Funktion von y,. Eine neue Quadratur gibt y, als Funktion von 
x, wonach y durch r Quadraturen als Funktion von x bestimmt wird. 


20. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung die Gruppe: 
9, 29, ..., @'q, p, 22p + (r — 1)yg, #p + (r - l)ayg, 


so ist sie, wenn wir von der unmittelbar integrablen Gleichung y,= 0 
absehen, reduktibel auf die Form: 





a.) 
2 (pı, a a) =(, [277 273 


wo 9, und 9, die Werte: 


_I3r+3 _I3r+9 
9—Yy, "(et Ddyy-er+ 2yrı)=y, "u 


3(r +3) 
Ba 1 _ 
7 
3(r +3) 


= y, Hr (+ D’yEy, art Det Dry 419,2 YE HE) 


haben. Durch Integration der Gleichung (m — r — 3)-ter Ordnung 
2=0 erhält man eine Relation 9, = f(9,), die nicht allgemein inte- 
grabel ist, während sie, wie jetzt gezeigt werden soll, immer auf eine 
Riccatische Gleichung erster Ordnung reduziert werden kann. 


Wir wählen g, und: 
r+3 


.— r+1 
v-y, Y.+1 





als neue Variable, dann wird: 


vv +9 _-"tNM, 


d 9, Y2 fo) 





Ist W(v, p,) = Const. eine Integralgleichung dieser Riecatischen Glei- 


5 
- 


TE 1% Al LE Zu DE. Su 2 1USEE U ZU S lu 27 02 SU 2 Zul Du ll 1 Alu nA 2 2 u ind 
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chung, so findet man zwei weitere Integralgleichungen von 9, = f(9,) 
durch Differentiation. Setzt man in der Tat: 





d d 
Bf= (+ Day za + le + day. te + Dulay + 
+ [er +5)29, 4,2 + 20 + Wlan 
so ist Bp,= 0, während die Ausdrücke: 
92 . 
BV = oe +l)y,r+!, [278 


2 
BBW=S4(r + ey, et + Day, tigt 


von W unabhängig sind. Daher sind die Relationen W = Const,, 
BW = Const., BBW = Const. unabhängige Integralgleichungen von 
9, = f(y,), und daher erhält man durch Elimination von Y,,1, Y.+2 
und %,,; eine Differentialgleichung der Form: 


y,= F(@) 
mit der bekannten Gruppe: y, &q, ..., 2””!q, und schließlich geben 
r Quadraturen die Bestimmung von y als Funktion von x. 
21. Gestattet eine Differentialgleichung m- ‚ter Ordnung die [274 
Gruppe: 
9,84, ..., @7'q, P, pP, yg, ap + e- l)ayg, 


so ist sie, wenn wir von den unmittelbar integrablen Gleichungen: 


absehen, reduktibel auf die Form: 


2 (pı. Da 255 dp ) Ö, 
wo: 


3 
NE; st 
pP =Uu ?U, Pp—U U, 


während u, u, und u, dieselben Werte wie in der vorangehenden 
Nummer (siehe auch Abschn. I, Nummer 23 [hier Abh. X, S. 272]) 
haben. Durch Integration der Gleichung (m — r — 4)-ter Ordnung 
2&=0 erhält man eine Differentialgleichung (r + 4)-ter Ordnung 
9 = f(Y,), die allerdings nicht allgemein integrabel ist, während [279 
sie immer, wie jetzt gezeigt werden soll, auf eine Riccatische Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung reduziert werden kann. 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir 9,=f(g,) als eine Diffe- 
rentialgleichung vierter Ordnung zwischen y, und x. In diesen Varia- 
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beln erhalten die bekannten infinitesimalen Transformationen: p, xp, yq, 
x2’p + (r —1)xyg die Form: 


af af dr a, af 

3: an U: dy,’ en az m (r En 1)ay, 24, 

Setzen wir: 1 
N Dr ve. 


so erhalten wir eine Differentialgleichung vierter Ordnung zwischen n 
und x mit den vier bekannten infinitesimalen Transformationen: 

GE Br af „af af 

am "an Nam Fast Nam 
Daher findet man nach den Regeln der Nummer 11 vermöge einer 
Riccatischen Gleichung erster Ordnung die Größe n bestimmt als 


Funktion von &: 
1 


n=1y,'+'= Fü), 
woraus: 
y.— Flat". 
Hiernach genügen r Quadraturen zur Bestimmung von y als Funktion 
von ı. 
$ 3. Integration von Differentialgleichungen mit [280, 275 
bekannten infinitesimalen Transformationen der Form: 
X v)p+ Yl, W)4- 

In diesem Paragraphen integriere ich alle Differentialgleichungen 
mit einer bekannten fünfgliedrigen, sechsgliedrigen oder achtgliedrigen 
Gruppe; dabei wird ausdrücklich vorausgesetzt, daß die betreffende 
Gruppe keine Kurvenschar p(z, y) = a invariant läßt und daß sie da- 
her in Übereinstimmung mit meinen alten Untersuchungen auf die 
Form einer linearen Gruppe gebracht worden ist. Ich sehe ab von 
den unmittelbar integrablen en 


„0, 5 -dyyuy=I, Iyy -— Byyyı rt 405 = 0, 


unter denen die erste alle geraden Linien, die zweite alle Parabeln, die 
dritte alle Kegelschnitte der Ebene x, y bestimmt. 


22, Gestattet eine Differentialgleichung, deren Ordnungszahl m 
größer als zwei ist, die Gruppe: 
pP, q, 24, 2P — 49, YP, 


so besitzt sie die Form: 


dy arte 
& (9, Y3» PR ee, gms 0, 
1 





82,3; Nr. 21—23. Die Gruppe der Diffgl. läßt keine Diffgl. 1. 0. inv. 305 


wo: 


= 
=’ Mu 
und: 


By, 5 Byryhrt 3 
Man integriert die Gleichung (m — 5)-ter Ordnung & = 0 und erhält 
hierdurch eine Relation: 
9=F(g,); 


das heißt eine Differentialgleichung!) fünfter Ordnung, die wir [281 
jetzt auf eine Riecatische Gleichung erster Ordnung reduzieren werden. 
Wir führen neue Variabeln ein, nämlich 9, und: 


4 
| u=yY Ya, 
‘ dann wird, wie man leicht findet: 


a urn Im 
oder: [276 


Ist: 
W(u, p,) = Const. 

eine Integralgleichung dieser Rieeatischen Gleichung, so findet man 
' folgendermaßen zwei neue Integralgleichungen von 9= F(9,) durch 
Differentiation. Man setzt: 


| d d 
Ebi- vg — BYda ay, (at - Oyıyıt oa 


- dann ist: Fi 
End Bu 
und: 
aw 2 4 d:W „saw 
BW= 37,1: BBEW-dy za + 699 u 


80 daß: 
W = Const, BW = Const, BBW = Const. 


‘drei unabhängige Integralgleichungen von 9— F(g,) darstellen. [282 
‘ Eliminiert man zwischen ihnen die Größen y,, y, und %,, so erhält 
- man eine Gleichung zwischen y, und 9, allein, die durch zwei Qua- 
_ draturen erledigt wird. 

23. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung (m > 4) 
- die Gruppe: 
P, 9, 29, 99, XP, YP; 


1) Wir sehen im Texte ab von der unmittelbar integrablen Gleichung: 
p, — Const. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 20 
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so besitzt sie die Form: 


&( 2 a 
9, Ps dg,’ ’ dgpm=6 
wo 
ws 
9, =, 9%, A=07’% 
und: 


4 3yY—dy; 

= 34% — Bvyıt 3%) 

0 2lyyy + dry — 3%: 
Wir integrieren zuerst die Gleichung (m — 6)-ter Ordnung & = 0 und 
erhalten hierdurch eine Relation mit m — 6 Konstanten'): 


9%=F(gp) oder: y=Wly, .--, Y)) [277 


die selbst eine Differentialgleichung sechster Ordnung darstellt. Wir 
reduzieren dieselbe durch Quadratur auf eine Gleichung fünfter Ord- 
nung, die nach den Regeln der letzten Nummer vermöge einer Ric- 
catischen Gleichung erster Ordnung erledigt werden kann. 

Die bekannte sechsgliedrige Gruppe enthält nämlich die invariante 
fünfgliedrige Untergruppe: 


pP, q, 294, zP — Yq, YP. 


Daher bildet die mit der vorgelegten Gleichung: y,= W äqui- [2s3 
valente lineare partielle Differentialgleichung: 


af af af - 
ray Su % dy, Wr 
zusammen mit den fünf Gleichungen: 
d d ra; 
Bf= 31-9, Bf= 55-0, Bi=%7, re, 
df df df a 
Bieı ae Yan, one =, 
d d 
Bi=yg 1-0 


ein vollständiges System mit der bekannten infinitesimalen Transfor- 
mation: 


af af af 
Bf—ag ty Yan Bere) 
Daher liefern meine alten Theorien durch eine Quadratur ein Integral: 


Ue, Y, 9» ed Y;) — Const. 





1) Wir betrachten im Texte acht die unmittelbar integrable Gleichung: 
= Const. 


DE Sl 2 12 n „U BEUE | 2232 27 Da Su Du a 1 u 2 u 2 
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des vollständigen Systems. Nun aber ist U = Üonst. eine Differential- 
gleichung fünfter Ordnung, welche die Gruppe: p, q, xq, &p —yq, yp 
gestattet und welche somit nach den Regeln der vorangehenden Num- 


mer vermöge einer Riccatischen Gleichung erster Ordnung inte- 


griert wird. i 

Um die hiermit skizzierten Rechnungen in einfachster Weise durch- 
zuführen, ist es zweckmäßig, folgendermaßen zu verfahren. Wir führen 
in g,= F(g,) neue Variabeln ein, nämlich: 


on. 2b a) 
o,=y°’u- BY, sy, — 9%, 3, 
49-141, = 3% Byzunıt Buy 





Dann wird: [284 
& y6 
do, _ Wazin _ lan) 
de, * 3 == &g 
Ya %g 
und: 
ee) 2: 
9%, =0,?9, = 0, ?0g, [278 
woraus: 


{04 da 5 Ni 
a rrp3 +3 Fle 20). 
Die hiermit gefundene Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
«, und «, gestattet die infinitesimale Transformation: 

df df df df 4 af af 

"aa Yay Pay, ya re 
und wird daher durch eine Quadratur integriert. Die hervorgehende 
Relation zwischen «, und «, ist eine Differentialgleichung fünfter Ord- 


nung, die nach den Regeln der vorangehenden Nummer vermöge einer 
Riccatischen Gleichung erster Ordnung erledigt wird. 


24. Gestattet eine Differentialgleichung m-ter Ordnung (m > 5) 
die allgemeine lineare Gruppe: 


?, Q, 29, Yq, &P, yp, &®p + xyg, zyp + y?q, 


so ist sie, wenn wir die Symbole o,, 6, ®, und ®, in derselben Be- 
deutung wie in Nummer 3 des ersten Abschnittes [hier Abh. X, S. 252 
bis 256] brauchen, reduktibel auf die Form: 





m—8 
(9, o,, dd, d = 


Te 
Durch Integration dieser Gleichung (m — 8)-ter Ordnung erhalten wir 


eine Differentialgleichung achter Ordnung: 


D, zen F(®,), 
20* 
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die wir jetzt in Übereinstimmung mit meinen alten allgemeinen Inte- 
grationstheorien auf eine Gleichung zweiter Ordnung!) reduzieren [285 
werden. Da nämlich die allgemeine achtgliedrige lineare Gruppe sechs- 
gliedrige Untergruppen (dagegen keine siebengliedrige Untergruppe) 
enthält, so ist es nach mir möglich, zwei!) Integralgleichungen von 
®,—= F(®,) durch Integration einer Gleichung zweiter Ordnung herzu- 
leiten. Aus diesen beiden Integralen findet man dann nach meinen 
allgemeinen Regeln neue durch Differentiation, und zwar findet 
man in dieser Weise alle, da die achtgliedrige Gruppe keine invariante 
Untergruppe enthält. 

Um die Rechnungen in einfachster Weise durchzuführen, ist es 
zweckmäßig, neue Variabeln einzuführen und zwar ®, und die Größen: 


2 ä 
A=o, 20,5, B= 07°’, 


(wir brauchen, wie schon gesagt, die Bezeichnungen der Nummer 3 [279 
meiner ersten Abhandlung [bier S. 254]). Wir berechnen die Diffe- 
rentialquotienten von A, B und ®, hinsichtlich x und finden darnach 
durch Division die Differentialquotienten von A und B hinsichtlich ®&,. 
Zur Ausführung dieser Rechnung bestimmen wir zuerst die nachstehen- 
den Werte der Differentialquotienten der Größen o, hinsichtlich x: 


’ ve 10 
Y%Q,= 9 + 349 


Y05 u ER 1 Sesam 30 + 599, 


1 


905 017 349% +3% 06, 


Ys0; ER 308 — 20108 un FYsOr- 


Folglich wird: 


— 312, [286 








dx n 
69094 
dd, 0,6 300; 36, — 35 
dz BT 3 en 
05 Y0; 


1) Nach einer neueren Bemerkung von mir, die ich der Gesellschaft der 
Wissenschaften in Christiania im September 1882 mitteilte, genügt es sogar, ein 
Integral dieser Gleichung zweiter Ordnung aufzufinden. [S. d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XXXVII, S. 546, Z. 8-13 und meine Anm. dazu, S. 761]. 


abi un ll nn Lan 


Tu Ar. Zu Un 2 ua 5, 


ML u u a0 2 a DE) 25 


SEE 2 EU N 2 


TERN 





lei liiuı u LA AI La Ela uU Li Sn Un 


$ 3; Nr. 24. Die Gruppe der Diffgl. läßt keine Diffgl. 1. OÖ inv. 309 


und: 





= u En 
dB 84A°’+194°— 12 A’ B+T(B—3)A ° 
CK Fe 6(28, — 35) a 


a 
8 





Da ®, eine gegebene Funktion von ®, darstellt, so kennen wir hier- 

mit ein gewöhnliches simultanes System zwischen A, B und ®,, das 

offenbar mit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung äquivalent ist 
Unser simultanes System erhält durch die Substitution: 


4 8 2 
e-A5(B-3), B-AsB-S)7 4% 


3) 
die bemerkenswerte Form: [280 
(L)') U a A A ee eh 
dd, 18; 310.° ag, 48, — 210 
Setzt man endlich: [287 
ı Duo, 2m, 
a, en, dd, 45, — 210° 


so erhält unser simultanes System die lineare Form: 


dx, dx, dx, d®, 


+, 29, —6%, 2, 49, — 210 








und kann daher, wenn man es vorzieht, durch eine äquivalente lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung ersetzt werden. 

Kennt man die Lösungen W,, W, des Systems (L), so ist nach 
meinem früher zitierten Satze die Integration von ®&,— F(®,) als ge- 
leistet zu betrachten. Dies sieht man auch so ein: Die Gleichungen: 
W,=a, W,=b mit zwei bestimmten Konstanten geben 00° Integral- 
kurven, deren Inbegriff alle linearen Transformationen gestattet, bei 
denen die unendlich entfernte Gerade ihre Lage behält. Man führe 
jetzt durch eine lineare Transformation diese Gerade in eine neue Lage 
9, über; gleichzeitig erhalten W, und W, die Werte W, W. Wählt 
man nun vier Gerade: 9,, 92, 93, 94, SO bestimmen die acht Glei- 
chungen: Mi 
W =a 


i) 


w. E— b, (i =1,2,3, 4) 


mit acht bestimmten Konstanten eine Schar von Integralkurven, deren 


1) Interpretiert man « und ß als Cartesische Koordinaten in einer Ebene, ®, 
als die Zeit, so definieren die Gleichungen (L) eine mit der Zeit variierende 
lineare und infinitesimale Transformation der besprochenen Ebene. 
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Inbegriff alle linearen Transformationen gestattet, bei denen g,, 9g, 95, 9 
invariant bleiben. Haben daher unsere vier Geraden eine allgemeine 
Lage, so geben die acht Gleichungen eine einzige Integralkurve, so 
daß die Integration geleistet ist. 

Aus meinen 1874 gegebenen allgemeinen Integrationstheorien folgt, 
wie schon gesagt, als Korollar, daß eine Gleichung m-ter Ordnung, 
welche die allgemeine lineare Gruppe gestattet, vermöge zweier [288 
Hilfsgleichungen von (m — 8)-ter und zweiter Ordnung integriert wird. 
Daß die Hilfsgleichung zweiter Ordnung mit einer linearen Gleichung 
dritter Ordnung äquivalent ist, bemerkte Halphen in der Sitzung vom 
3. November 1882 der Societe math@matique. 


Ist jetzt eine beliebige Gleichung: f(x, Y, Yy,,.-.)=0 mit einer [281 
bekannten Gruppe: B,f, ..., D,f vorgelegt, so bestimmt man zuerst 
nach den Regeln des ersten Abschnittes die kanonische Form der 
Gruppe und bringt sie darnach auf diese Form. Hiernach verfährt 
man nach den Regeln dieses Abschnittes. Ich diskutiere später die 
Fälle der kanonischen Formen: g; 9, 49; 9, yq, y?q näher. 

Im nächsten Abschnitte zeige ich, wie man die Gruppe einer Glei- 
chung in einfachster Weise bestimmt. 


März 1883. 


Der Wiederabdruck in den Math. Ann. Bd. XXXII enthält noch 
folgenden Zusatz: 

Die vorstehende Abhandlung erschien im Jahre 1883 im norwegi- 
schen Archiv. Sie ist also älter als Sylvesters Untersuchungen 
über Reziprokanten. Ebenso ist meine in diesen Annalen Bd. XXIV, 
1884 gedruckte Arbeit über Differentialinvarianten [d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. IT] älter als die genannten Sylvesterschen Publikationen und 
die sich daran anschließenden Untersuchungen. 


Juli 1888. Sophus Lie. 
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. Integrationstheorien. 


XII. 


Untersuchungen über Differentialgleichungen. IIL') tu: 


Von Sopnus Lie. 
(Sitzung vom 4. Mai 1883.) 
Christ. Forh. Aar 1883, Nr. 10, 4 Seiten 8°. Christiania 1883. 


Im folgenden gebe ich ein kurzes Resume von einigen allgemeinen 


1. Die Frage, ob eine vorgelegte Differentialgleichung D= 0 auf 
eine gewisse Form f—= (0 gebracht werden kann, steht in genaustem 
Zusammenhange?) mit meiner allgemeinen Theorie der Transformations- 
gruppen. Ist f= 0 eine ganz bestimmte Gleichung, so muß man zu- 
nächst diejenige Transformationsgruppe bestimmen, die f=0 in sich 
transformiert. Enthält dagegen f= (0 gewisse arbiträre Konstanten 
oder arbiträre Funktionen von gegebenen Argumenten, so fragt es sich, 
ob es eine Transformationsgruppe gibt, bei der entweder alle Glei- 
ehungen der Form f—= 0 oder auch gewisse Gleichungen dieser Form 
unter sich vertauscht werden. Gibt es eine oder mehrere Gruppen 
dieser letzten Art, so gelingt es häufig, das ursprüngliche Transfor- 
mationsproblem in einfachere Probleme zu zerlegen. 

Ich bemerke ausdrücklich, daß diese Bemerkungen sich nicht allein 
auf Gruppen mit einer begrenzten Zahl Parameter, sondern zugleich 
auf Gruppen mit unendlich vielen Parametern beziehen.?) 

2. Durch Verknüpfung meiner Untersuchungen über Transfor- [2 
mationsgruppen mit einer von Halphen soeben publizierten schönen 
Theorie‘) der linearen Differentialgleichungen erhält man u. a. eine 


vollständige Integrationstheorie solcher Gleichungen: 


EMASR f, 9%, Yııı. y)=0 Ben 

1) Die Abhandlungen mit demselben Titel und den Nummern I, II, IV siehe 
d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVIIL, XL, XLI. Anm. d.H. 

2) Siehe. Math. Ann. Bd. XVI, S. 526 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 20]. 

3) Schon früher entwickelte ich in dieser Gesellschaft eine allgemeine Theorie 
aller kontinuierlichen Gruppen mit unendlich vielen Parametern. [Christ. Forh. 
1883, hier Abh. XIII. Hiernach ist wohl anzunehmen, daß Abh. XIII schon vor 
der gegenwärtigen vorgelegt oder doch wenigstens angekündigt worden ist.] 

4) M&moire sur la reduction des &quations differentielles lineaires aux formes 
integrables. (Memoires presentes par divers savants 1883). 
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die sich durch eine zweckmäßige Punkttransformation: 


(1) = X(a,Yı), 9= Ya Yı) 


oder Berührungstransformation: 


(2) z= X(2, Yı Y.), y= Ya, yv,YM) Y= Zi Yo» Yy,) 


in eine lineare Gleichung überführen lassen, die entweder rationales 
Integral oder auch doppeltperiodische Koeffizienten und eindeutiges 
Integral besitzt. | 

Ist eine Gleichung durch eine Transformation (1) reduktibel auf 
die Form: y”= 0, so verlangt ihre Integration nach mir die Erledigung 
einer linearen Gleichung dritter Ordnung. Wenn andererseits eine Glei- 
chung: f(z, y, y', y', y")=0 durch eine zweckmäßige Berührungs- 
transformation die Form: y”"= 0 erhalten kann, so verlangt ihre Inte- 
gration die Erledigung einer interessanten linearen Gleichung vierter 
Ordnung. 

Die Bestimmung der infinitesimalen Transformationen einer auf 
die lineare Form: 


(3) yDHX,_ yo d+.. + Xy=0 


reduktiblen Gleichung verlangt im allgemeinen nur die Integration einer 
linearen Gleichung: 


EEE BÜHLN Ae re xy, 0, 
die durch eine zweckmäßige Transformation: 
«= X(Ü), y-yıX,la) 


genau die Form (3) erhalten kann. 

3. Seien Bf, ..., B,f die infinitesimalen Transformationen einer [3 
transitiven Gruppe des Raumes &,,...,&,. Dann gibt es eine unzwei- 
deutig bestimmte transitive Gruppe O,f,..., C,f, die durch die Glei- 
chungen (B;C,) = 0 bestimmt wird. Die neue Gruppe ist gleichzu- 
sammengesetzt und also zugleich ähnlich mıt der vorgelegten. 

Gestattet das vollständige System: 


A,f= 0, on A,f= 0 (13.422) 
die n— r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: 
Bh:-, B 


aus denen sich kein Integral durch Differentiation oder Quadratur her- 
leiten läßt, so ist es im allgemeinen vorteilhaft, die infinitesimalen 


Sa EDEN RER NND. WERNER EIN URENND WIETRIEEEGRONT UNO N OREN UNE NINE m ELDER ELENA, 
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Transformationen O,f,..., C,_,f zu suchen. Sind dieselben gefunden, 
so ist die Integration des vollständigen Systems geleistet. 

Es ist immer möglich, ohne die O,f zu kennen, denjenigen Mul- 
tiplikator des vollständigen Systems, der den O,f entspricht, aufzustellen. 


4. Sei vorgelegt eine nicht zusammengesetzte Gruppe G,, die eine 
@,_, enthält; dann ist r= 3, und G, ist gleichzusammengesetzt mit 
der linearen Gruppe einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. 

Sei wiederum @G, nicht zusammengesetzt und @,_, eine Unter- 
gruppe, während es keine @,_, gibt. Dann ist r—=8 und G, gleich- 
zusammengesetzt mit der linearen Gruppe der Ebene. 

Enthält die nicht zusammengesetzte Gruppe G, eine G@,_,, aber 
keine @,_, oder @,_,, so ist r— 15 oder 10. Im ersten Falle ist @, 
gleichzusammengesetzt mit der linearen Gruppe des Raumes, im zwei- 
ten mit der linearen Gruppe eines linearen Linienkomplexes. 

Ähnliche Sätze gelten für jeden Wert von r. 

Diese Theorie gestattet die Integration eines vollständigen Systems: 
A,f=0,...,4,f=0 mit n—r bekannten infinitesimalen Transfor- 
mationen B,f vermöge der (nicht allein niedrigsten, sondern zu- [4 
gleich) einfachsten Hilfsgleichungen zu leisten. Ebenso erlauben die 
vorangehenden Entwickelungen eine beliebige endliche Gruppe in ein- 
fachster Weise zu bestimmen. 


5. Es ist mir gelungen, alle Gleichungen der Form s= F(x, y, 2, p, q) 
mit einer endlichen oder unendlichen Gruppe auf einfache kanonische 


- Formen zu bringen und gleichzeitig die entsprechenden Gruppen zu 


bestimmen. 
XIIa. 
Selbstanzeige von XII. 
F. d.M. Bd. XV, Jahrg. 1883, S. 754. Berlin 1886. 

Diese beiden kurzgefaßten Noten!) enthalten eine gedrängte Über- 
sicht einer Reihe von Theorien, die sich größtenteils auf Transfor- 
mationsgruppen und ihre Anwendung auf die Integrationstheorie be- 
ziehen. 2 


1) [Die zweite Note ist die in Bd. III d. Ausg. als Nr. XLI auf S. 556—560 
abgedruckte.] 


XI. 
Über unendliche kontinuierliche Gruppen. ı 


Von SopnHvs Lie. 
Christ. Forh. Aar 1883, Nr. 12, 56 $. 8°. Christiania 1883. 


Eine Schar von Operationen bildet eine Gruppe, wenn die Suk- 
zession zweier Operationen der Schar mit einer einzigen Operation der- 
selben äquivalent ist. Kontinuierlich heißt eine Gruppe, deren sämt- 
liche Operationen durch unendlichmalige Wiederholung von infini- 
tesimalen Transformationen erzeugt sind; diskontinuierlich heißt 
dagegen eine Gruppe, deren Operationen sämtlich endlich verschieden 
sind.!) 

Eine diskontinuierliche Gruppe heißt endlich oder unendlich, 
Je nachdem die Zahl ihrer Operationen begrenzt oder unbegrenzt ist. 
Dementsprechend können auch die kontinuierlichen Gruppen in zwei 
Hauptkategorien geteilt werden, je nachdem ihre Operationen von varia- 
beln Parametern oder von variabeln Funktionen abhängen. Eine kon- 
tinuierliche Gruppe, deren Operationen nur von variabeln Parametern 
abhängen, nenne ich eine endliche und kontinuierliche Gruppe; ein 
einfaches Beispiel bilden alle Bewegungen einer Ebene. Dagegen werde 
ich eine kontinuierliche Gruppe unendlich nennen, wenn ihre 
Operationen von arbiträren Funktionen abhängen. Eine solche Gruppe [2 
bilden z. B. die Gleichungen: x, — f(x), y, — p(y), in denen f und p 
arbiträre Funktionen bezeichnen. 

Die hiermit vorgeschlagene Terminologie „endliche oder un- 
endliche kontinuierliche Gruppe“ scheint möglicherweise im ersten 
Augenblieke nicht naturgemäß. Ihre Berechtigung läßt sich indes fol- 
gendermaßen darlegen. Sage ich wie gewöhnlich, daß r infinitesimale 


1) Außer den im Texte besprochenen kontinuierlichen und diskontinuierlichen 
(Gruppen gibt es noch eine dritte Kategorie, die ich bei einer anderen Gelegenheit 
diskutieren werde. Ein Beispiel bildet der Inbegriff der projektivischen und dua- 
listischen Transformationen einer Ebene. Ein zweites Beispiel geben die Be- 
wegungen einer Ebene zusammen mit den Umlegungen derselben. 
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Transformationen!) B,f, Byf, -.. ., B,f unabhängig sind, wenn sie durch 
keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten: 


aBf+aBf+' +«Bf=0 


verknüpft sind, so kann unsere frühere Einteilung der kontinuierlichen 
Gruppen auch folgendermaßen formuliert werden: 


Definition. Eine kontinuierliche Gruppe heißt endlich oder unend- 
lich, je nachdem die Zahl ihrer unabhängigen infinitesimalen Transfor- 
mationen begrenzt oder unbegrenzt ist. 

In einer großen Anzahl von früheren Abhandlungen?) versuchte 
ich eine allgemeine Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen zu 
entwickeln. Dagegen habe ich früher nur ganz spezielle Untersuchun- 
gen über unendliche kontinuierliche Gruppen publiziert. Jetzt ist es 
mir aber, wenn ich nicht irre, gelungen, auch für diese letzten Gruppen 
eine allgemeine Theorie zu begründen. Die Grundzüge derselben ent- 
wickele ich im folgenden, indem ich mich jedoch auf Gruppen be- 
schränke, deren Transformationen die Form: | 


1= iz, Y), Ga D(z, Y) 


besitzen, welche somit als Transformationen einer Ebene interpre- [3 
tiert werden können. 


$ 1. Formulierung eines Hilfsproblems. 


1. Gehören r unabhängige infinitesimale Transformationen B;f, 


Er Bf: 


einer endlichen Gruppe an, deren allgemeinste infinitesimale Transfor- 


mation die Form: 
ee, 
a. „Bft. .-+0Df- 7; TNgy 
1) Gibt eine infinitesimale Transformation den Variabeln &,,..., x, die In- 
"kremente: 
00 — Eile, a Kpy +. x,)ot, 


30 bezeichne ich dieselbe mit dem Symbole: 


oder noch kürzer: 


Bf=89 +::+5$5.Pn- 


2) Archiv for Math. og Naturvidenskab, [hier Abh. II—VI]; Göttinger Nachr 
1874 [hier Abh. I]; Math. Ann. Bd. XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I]. 
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besitzt, so bestehen nach mir 4r(r — 1) Relationen der Form: 
(1) B(BN) — B(BiN) = Zu B,f, 


in denen die Größen c,,, Konstanten sind. Dabei lassen die infinitesi- 
malen Transformationen &9+ng einer ganz bestimmten endlichen 
Gruppe sich definieren durch gewisse lineare und partielle Differential- 
gleichungen: 


Abt Bu + GE + DEE + EU + + Fr... 0, 


deren Koeffizienten: A, B,..., L,... nur von x und y abhängen. 
Diese Definitionsgleichungen sind offenbar verschieden für die ver- 
schiedenen endlichen Gruppen. So z. B. sind die Relationen: 


d®£ an _ d$  d’n 


RE d?n { San 
da* dady dady day 


day? ?’ da: 





Fer 


die Definitionsgleichungen der lineargebrochenen Gruppe: 


Acx+By+C 4,2+By+6G 
4x +By+GC?’ A Az +By+G’ 





ve 
als deren acht unabhängige infinitesimale Transformationen nämlich 
die folgenden: 

P, 9 29, 99, &P, yp, @p + 2yg, ayp + y?q [4 


gewählt werden können. Andererseits sind die Relationen: 


die Definitionsgleichungen der endlichen Gruppe: 


es Axcz-+B Ey +F 
RR OZEDE NecycH 
mit sechs wesentlichen Parametern und den sechs infinitesimalen Trans- 


formationen: p, xp, z?p, q, y9, yY?q. 
Sind m vorgelegte Gleichungen: 


(2) A&E+Bn+ Ger+ Dt (i=1,2,..,m) 


die Definitionsgleichungen einer bestimmten endlichen Gruppe, so er- 
füllen sie nach meinen früheren Untersuchungen die beiden folgenden 


Forderungen: 


I) an a Mall al 
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A. Sind & n und X, Y zwei beliebige Paare von zusammenge- 
hörenden Lösungen der Gleichungen (2), so ist auch: 
dX aX ds dE day daY 
det ia Kae Tag Saat Ta 
ein solches Paar von zusammengehörenden Lösungen.') 
B. Das allgemeinste Paar von zusammengehörenden Lösungen be- 
sitzt die Form: 


ges tGsr > rt Ce, mon Fame Ton, 


wo r eine endliche Zahl, c,,..., ec, arbiträre Konstanten, &,,..., 8, 
Ms: 7, gegebene Funktionen von x, y bezeichnen. 

Ich habe andererseits auch gezeigt, daß jedes System Gleichungen 
von der Form (2), welches die beiden Forderungen A und B erfüllt, 
die Definitionsgleichungen einer endlichen Gruppe darstellt. 


2. Man kann sich nun die fundamentale Frage stellen, ob es Glei-. 
chungen der Form (2) gibt, welche nur die Forderung A, und nicht 
gleichzeitig die Forderung B erfüllen. Es ist leicht zu erkennen, daß 
diese Frage mit Ja zu beantworten ist. Man nehme in der Tat z. B. [5 
das Gleichungssystem: : 

0, ——0. 
Sind: 
E=-X(a), n=-YW), E=- X), n= YW) 


zwei beliebige Paare von zusammengehörenden Lösungen desselben, so 


ist auch: 
ax, 
dx 


aX, day, 
ad n=JY, 2 


i- 2, - 


ein solehes Paar. Dabei bemerken wir, daß alle infinitesimalen Trans- 


formationen der Form: X(xz)p + Y(y)q eben die infinitesimalen Trans- 
formationen der unendlichen Gruppe: 


= Fl), y= ®(y) 
mit den beiden arbiträren Funktionen F(x) und ®(y) darstellen. 
Ein zweites Beispiel gibt die Gleichung: 


(8) rn. 
Sind nämlich: 
dU a:U: 
ee mr rt 
daV daV 
& er dy’ N dr 


1) Der Satz A ist eine andere Ausdrucksweise der Relationen (1). 
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zwei Paare Lösungen von (3), so ist auch: 


dUdV dUdV dUdV dUdV 

(7, dx de = 2 Fr dz dz 7.) 

Be na ae  yeay = AL] 
day N d& 


immer ein Paar von zusammengehörenden Lösungen. Dabei bemerken 
wir, daß der Ausdruck: 

daU dU 

ayP — da 
eben diejenigen infinitesimalen Transformationen der Cartesischen |6 
Ebene &, y liefert, bei denen alle Flächenräume invariant bleiben. Die 
Gleichung (3) ist somit die Definitionsgleichung der unendlichen Gruppe, 
deren Transformationen alle Flächenräume einer Ebene invariant lassen. 

Im folgenden suche und bestimme ich zunächst alle 
Gleichungssysteme von der Form (2), welche die Forderung A, 
nicht aber die Forderung B erfüllen. Es ergibt sich gleichzeitig, 
daß jedes derartige Gleichungssystem die Definitionsgleichungen einer 
unendlichen Gruppe darstellt. Endlich zum Schluß beweise ich, daß hier- 
mit alle unendlichen Gruppen von Transformationen zwischen x und y 
gefunden sind. Alle diese Gruppen sind Untergruppen der unendlichen 
Gruppe: 
4 = F(z, Yy), y= Pla, y). 


$ 2. Zerlegung des Hilfsproblems. Infinitesimale Transformationen 
verschiedener Ordnung. 


3. Ist &p+ ng eine infinitesimale Transformation einer Gruppe, 
so sind & und n analytische Funktionen von x und y; sie können da- 
ber als Potenzreihen: 


= +4, —-%)+bly— Yo) + Age — 2) + a 
n=%+ a(z — %,) +B,(y — Y,) +0,(2 — + a: 


dargestellt werden. Sind dabei a, und «, nicht alle beide gleich Null, 
so ist, sage ich, die Transformation &p +ng von nullter Ordnung 
in der Umgebung von x,, Y%,. Ist dagegen a,—= «,= 0, während jeden- 
falls eine unter den Größen a,, b,, «,, ß, nicht verschwindet, so ist 
die Transformation &p + nq von erster Ordnung in der Umgebung 
von &%,, Y. Dementsprechend kann ich über infinitesimale Transfor- 
mationen von n-ter Ordnung in der Umgebung von z,, Y, sprechen. 

Nimmt man drei infinitesimale Transformationen: B,f, Baf, Byf, 
deren jede in der Umgebung von &,, %, von nullter Ordnung ist, so 
gibt es immer jedenfalls eine Transformation der Form: , BB +,B,+«%B,, 


A 





= 
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die von erster Ordnung ist. Sind andererseits: Bif,..., B;f infini- [7 
tesimale Transformationen erster Ordnung, so gibt es jedenfalls eine 
Transformation zweiter Ordnung der Form &c,B,f, usw. 

Ich sage, daß m infinitesimale Transformationen r-ter Ordnung: 
Bf, ::., B„f unabhängige Transformationen r-ter Ordnung 
sind, wenn keine Transformation der Form &c,B,f von (r + 1)-ter oder 
höherer Ordnung ist. 

Eine Gruppe, sie möge endlich oder unendlich sein, enthält in der 
Umgebung von 7,, y, höchstens 1. zwei unabhängige infinitesimale 
Transformationen nullter Ordnung, 2. vier unabhängige Transformatio- 
nen erster Ordnung, 3. sechs zweiter Ordnung und überhaupt 2(m +1) 
unabhängige infinitesimale Transformationen m-ter Ordnung. In einer 
unendlichen Gruppe gibt es infinitesimale Transformationen von be- 
liebig hoher Ordnung. 

Bei Rechnungen mit infinitesimalen Transformationen verschiedener 
Ordnung genügt es häufig, nur die Glieder niedrigster Ordnung in den 
Reihenentwickelungen von & und n zu berücksichtigen; man kann sogar 
die Glieder höherer Ordnung einfach wegwerfen. Ich bezeichne zum 
Beispiel mit: 

E-%)P + 


eine Transformation von erster Ordnung, deren n von zweiter Ord- 
nung ist, während & ein Glied erster Ordnung, nämlich (2 — %,) 


enthält. 


4. Sind & und », verbunden durch eine oder mehrere lineare Diffe- 


| rentialgleichungen der Form (2), so gibt jede solche Gleichung gewisse 
- leicht bestimmbare Relationen zwischen den entsprechenden Transfor- 
- mationen n-ter Ordnung. 


Laß uns zunächst annehmen, daß nur eine Gleichung der ein- 
fachen Form: 


(4) Ab + Bu +0 ++ Ez "+ Fi, = ) 


vorgelegt ist. Ich versuche diese Gleichung durch Ausurücke erster 


Ordnung: 


= ale -1)+by- tale —2)+ 
n=a(t—%,) +BW—-Y)t+ ul — at 


zu erfüllen. Substituieren wir diese Werte in (4) und setzen darnach [8 
= %, Y = Y, so kommt die Relation: 


A) Ca, +Db, + E, + FA=0, 


o 
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die uns lehrt, daß es nur drei unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen erster Ordnung gibt, welche die Gleichung (4) erfüllen. 

Sei jetzt vorgelegt eine lineare und partielle Differentialgleichung 
n-ter Ordnung: 


A&+ Bn+: + 174=0. 


Versuchen wir dieselbe durch Ausdrücke n-ter Ordnung: 
& zur a,(x BER BR nn b„(x >= 2 (y PER Yo) az 8 
„= .a—- or + - a)" Yy)t 


zu erfüllen, so erhalten wir eine Relation zwischen den 2» +2 Größen: 


a,b: &% Bo, -..; es gibt daher nur 2%» -+1 unabhängige infini- 
tesimale Transformationen n-ter Ordnung, welche unsere lineare par- 
tielle Differentialgleichung »-ter Ordnung erfüllen, usw. 

Aus den obenstehenden Entwickelungen ziehen wir sogleich einen 
fundamentalen Schluß. Sei in der Tat vorgelegt ein System Glei- 
chungen: 

as 


(5) A&+Bn+05,+:=0, 


welches die Forderung (A) erfüllt; dann läßt sich zeigen, daß es jeden- 
falls eine Gleichung dieses Systems gibt, die von nullter, erster oder 
zweiter Ordnung ist. 

Wäre nämlich dies nicht der Fall, so würde unser Gleichungssystem 
befriedigt!) von zwei unabhängigen Transformationen nullter Ordnung: 


p+:->, q+°'-,, 
von vier unabhängigen Transformationen erster Ordnung: 
fo: 5, Weumi .., and 5 Wygar: 


und von sechs unabhängigen Transformationen zweiter Ordnung, die [9 
wir, indem wir 2,— = 0 annehmen’), folgendermaßen schreiben: 


pt, pt, pt, Mate, warn Nat. 


1) Im Texte wird immer vorausgesetzt, daß unser Gleichungssystem 
unbeschränkt integrabel ist, daß sich also aus ihm keine neuen Gleichungen 
(nullter, erster oder zweiter Ordnung) durch Differentiation herleiten 
lassen. 

2) Wenn wir im Texte zur Abkürzung ,—=y,—=0 setzen, so betrach-. 
ten wir nichtsdestoweniger den betreffenden Punkt als einen Punkt allgemeiner 


Lage. 








$2; Nr. 4,5. Niemals sind alle Definitionsgl. von höherer als 2. 0 8327 


Nun aber ist: 


(0 +..,, zyp+:.)=— ayp +... 
(a?p +°.», yp +..)=-22yp+ 
ee 


a Vz ae 
CE el 
ne 
pt, Pa +. )=-ap+t2ieygt, 
(yp +, zyay+)=-2ayptygat 


| und hiermit sind acht unabhängige infinitesimale Transformationen 
_ dritter Ordnung gefunden. Es gibt daher unter den partiellen 
_ Differentialgleichungen des Systems (5) keine Gleichung 
dritter Ordnung. Bildet man nun sukzessiv die Ausdrücke: 


ap +, DB H+ N) opt, 
(ztp +.+., yp +. )=-A4riyp+t 
Ca a en 
Ve ee 


Bear da ee 

Br Ke 

U tum 
a 
(yargt:-., 2q +..)=—2yrdg+t:-,, 

yarg +, xq +. )=—atg+t,, 

so erhält man zehn unabhängige infinitesimale Transformationen [10 
vierter Ordnung. Unter den Gleichungen des Systems (5) gibt 
es daher auch keine vierter Ordnung. Indem man in dieser Weise 


- fortfährt, erkennt man, daß die festgestellte Annahme unmöglich ist, 
und daß somit der folgende Satz besteht: 


Prfüllt ein unbeschränkt integrables System Gleichungen: 
: d 
A&+ Bn+ 054-0 


unsere Forderung A, so ist es immer möglich, durch algebraische Ver- 
 knüpfung dieser Itelationen jedenfalls. eine Gleichung von nullter, erster 
- oder zweiter Ordnung zu erhalten. 


d. Wir setzen zuerst voraus, daß unser vorgelegtes System: 


=) | A&+ Bn+ 05 +. -0 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 2 
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eine Gleichung nullter Ordnung: 
AE+ By =0 


enthält. In diesem Falle bilden wir die gewöhnliche Differentialglei- 
chung erster Ordnung: 


Adxz + bdy=0 


und führen das Integral F' derselben als neues x durch die Substitution 
x,=F ein; dann wird das entsprechende &, = 0. 


Enthält daher das vorgelegte Gleichungssystem (5) eine Gleichung 
nullter Ordnung, so können wir durch passende Koordinatenwahl erreichen, 
daß diese Gleichung nullter Ordnung die Form &= 0 annimmt. 

Wir verweisen die nähere Diskussion dieses Falles auf einen spä- 


teren Paragraphen ($ 7, [S. 334—342]). 


6. Sodann betrachten wir ein Gleichungssystem: 
\ £ , ds 
(6) A&+ Bn+ 04-0, 


das keine Gleichung nullter oder erster Ordnung, dagegen jedenfalls 
eine zweiter Ordnung enthält. 
In diesem Falle gibt es zwei infinitesimale Transformationen nullter 


Ordnung: 
»D»+°*,, q+°:",, 111 


und vier von erster Ordnung: 
De le A Be 


Da die Gruppe unendlich viele infinitesimale Transformationen enthalten 
soll, so ist es sicher, daß es immer jedenfalls eine Transformation n-ter | 
Ordnung gibt, wie groß auch n sein mag. Insbesondere gibt es eine 
Transformation zweiter Ordnung: 


(aa? +bay+cey)p+ (aa+ßay+yy)a+t:: =H, 


und dabei können wir ohne Beschränkung annehmen, daß jedenfalls 
einer unter den drei Koeffizienten: a, b, c von Null verschieden ist 
Bildet man hiernach die Ausdrücke: 


(24 ++, H)=H, (2a+-:., H)=H, 


so erkennt man leicht die unzweifelhafte Existenz einer infinitesimalen | 
Transformation der Form: 


++ hy trat — 
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Bildet man andererseits die Ausdrücke: 
(ap+,K)=-K, (ap+'',K)=&, 
so erkennt man die Existenz einer Transformation der Form: 
ep +ßeygt 5 
hiernach bilden wir die Gleichung: 
(+ ap + Bay + = Dergt 

Durch ein ganz analoges Räsonnement erkennt man für ein be- 

liebiges n die Existenz einer Transformation der Form: 
1 Je ul "EA 1 Be 
woraus eine weitere hervorgeht, nämlich: 
-Drg+:--. 

Wäre nun für einen beliebigen Wert von n>2 die Größe ß, 
gleich 1, so erhielte man sukzessiv die folgenden Transformationen: 
(pt, ap teriyg4. )anar'ptin— NYar’yg+t, fa 
(PH, nat ip+(n— Martyg+ Jena ’p+(n—-2)a"yg+t 

nap+2xygQ+',, 
Wat npt+t2u)errdt 
(yp+::,, +. )=rp—2aygt:-,, 
yp+,ap—2ayg+ )=2ap-Yat 
Ä (pt, 2ayp Par )=yPp+t 
' Hiermit kännten wir schon fünf unabhängige Transformationen zweiter 
Ordnung, die mit den folgenden äquivalent wären: 
Bo +---, zygq+:",, gt: yYp+:, 2zyp—yqg+::: 
und die Gleichung: 
(yp+*:;, Ze, = 2ıyp+ 


gäbe uns eine sechste unabhängige Transformation zweiter Ordnung, 
Hieraus ‚würde indes folgen, daß unser Gleichungssystem (6) keine 
i Gleichung zweiter Ordnung enthielte, also ist für »>2 immer ß, 21, 
und folglich liefert der Ausdruck: (ß,— 1)2”q +: :-- uns sicher eine 
Transformation n-ter Ordnung: 


x"g + ..o., 
21* 
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Insbesondere gibt es eine Transformation: 


g+-- 
und zugleich, da (p, x°q) = 3x?q ist, eine Transformation: 


Verfahren wir jetzt wie soeben, so erhalten wir durch wiederholte Be- 


nutzung von yp +: vier unabhängige Transformationen zweiter Ord- 
nung, nämlich: 


(Horgt, p—2aygt, 2Zap-yat.yp+t-- 
Gäbe es noch eine Transformation zweiter Ordnung, so könnte man 
ohne Beschränkung annehmen, daß sie die Form: 
eryg+ßyat [13 
besäße. Nun aber ist: 
(©q, auyg + By’q) = ang + 2ßxyg, 
also erhielte man eine Transformation: 
Payg + 
Wäre daher 820, so erhielte man außer den vier Transformationen (7) 
noch die beiden: 
ayat--, Nat; 
also ist 8 sicher gleich Null. Die supponierte fünfte Transformation 
zweiter Ordnung müßte daher die Form: 
zygq+: 
besitzen. Nun aber ist: 
were sagt) ano 
womit wiederum eine sechste Transformation zweiter Ordnung ge- 
funden wäre. Es gibt daher nur die vier Transformationen (7) von 
zweiter Ordnung. 

Wenn daher das vorgelegte Gleichungssystem keine Glei. 
ehung nullter oder erster Ordnung enthält, so ist es sicher, 
daß es zwei und nur zwei Gleichungen zweiter Ordnung ent. 
hält. Die obenstehenden Entwickelungen (Nummer 4) zeigen sogar, 
daß die betreffenden ee zweiter Ordnung die Form: 


d’£ Er ‚d m a 
dx? dad AS + Br + Gz + D- +FE+607-0, 
d’E d’n n 7 
at re + ha, +ra Ina nen m 


besitzen. Wir diskutieren diesen Fall später eingehend ($ 6, [S. 331 
bis 334]). 
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5 3. Weitere Diskussion des Hilfsproblems. [14 
“. In diesem Paragraphen betrachten wir alle Gleichungssysteme: 
d | 
(8) A&+ Ba+ 05 +..--0 


mit einer oder mehreren Gleichungen erster Ordnung, die unsere For- 
derung A erfüllen. Wir setzen ausdrücklich fest, daß keine Gleichung 
des Systems von nullter Ordnung ist. Wir bestimmen die möglichen 


Fälle. 


Da & und n jedenfalls durch eine Gleichung erster Ordnung ver- 
knüpft sind, so gibt es höchstens drei infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung: 


[a2 — %) + by - yo + lu — 2) + By —W)lga+ = bf; 
dabei bemerken wir, daß jeder Ausdruck (B,B,) im allgemeinen eine 
Transformation erster Ordnung darstellt; anders ausgesprochen: wenn 
wir von Größen zweiter [und höherer] Ordnung absehen, so besteht 
eine Relation der Form: 

(BB) = Zu,,B, 
wo die c;,, Konstanten bezeichnen. Um dieser Relation eine präzisere 
Form zu geben, werfen wir in den B,f die Ausdrücke zweiter [und 
höherer] Ordnung vorläufig weg, indem wir setzen: 


la,(@ — x) + d,(y — Y)lp + la,(& — 2) + By %)lq are Dr 
Dann bestehen exakte Relationen der Form: 
(Ban) a, : B" 
i k iksıes 9 


die uns zur Bestimmung der Größen a,, b,, «,, ß, dienen werden. 


8. Enthält das Gleichungssystem nur eine Gleichung erster Ord- 
nung, so gibt es drei verschiedene Größen B®. Dabei sind zwei Fälle 


möglich, je nachdem eine Relation der Form: 
(A) @-)P + W-Wwga-aB +aBi +aBy 
möglich oder nicht möglich ist. Besteht keine solche Relation, so kann 
man (Math. Ann. Bd. XVI, S. 472 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, 8 9, Nr. 21, 
Satz 13]) ohne Beschränkung setzen: 

B=-(@- 299, B-(-)P -(y—y)0 Bi (y— yo)p, (15 
und die Gleichung erster Ordnung des Systems (8) hat die Form!): 


a 


1) Kehren wir nämlich zu den Bezeichnungen der Nummer 4 zurück, so 
sehen wir, daß die Gleichung (A) jener Nummer die Form a, +fß,=0 besitzt, 


und daß daher die Größen C, D, E, F der Gleichung (4) die Werte C=1, 
D=E=0, F=1 haben. 
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Besteht dagegen eine Relation der Form (A), so erkennen wir durch 
eine einfache Rechnung, daß wir die B' folgendermaßen wählen können: 
B = (np + W-)9 
By = (@ — 2,)q — vl(a — zo)Pp — W— Wal - P’y- Wr, 
BP = (a — 2)P — W- Wa +27(y— MP, 
dabei vorausgesetzt, daß v» eine gewisse Funktion von x,, Y, bezeichnet. 


Die Gleichung erster Ordnung des Systems (8) hat in diesem Falle, 
wie man leicht verifiziert, die Form: 


d d d san 
(10) Era PT itAstBn=0. 


9. Enthält das Gleichungssystem (8) zwei Gleichungen erster 
Ordnung, so gibt es zwei verschiedene Größen B£, 

Ist es unmöglich, zwei solche Konstanten (d. h. Funktionen von 
&o, Yo) €, € zu wählen, daß eine Relation der Form: 


(11) B” +,B =-(«— a)p + (y— 4 

besteht, so können wir: 

BP = (« — 2,)9 — vl - )p - (u m)al - viy — Y)P, 

Be = (2 )p — Y-)9 + 27(y - y)P + olla a) P+ (Wal 
setzen, wobei v und go gewisse Funktionen von &,, Y, bezeichnen sollen. 


Die beiden Gleichungen erster Ordnung des Systems (8) haben in 
diesem Falle, wie eine kurze Rechnung zeigt, die Form: 


de d&E dn ei ne SE 16 
ns a a) Marne 
d r de 
2 -(e+ ln (gr? +06 + Dy=0 


Besteht andererseits eine Relation der Form (u), so können wir: 
B’= (2 a)p + W4, 
By = ale ag + Bla -)P - W-wWa+rW- Wr 


setzen, wobei «, ß, y gewisse Funktionen von &,, %, bezeichnen sollen. 
Die beiden Gleichungen erster Ordnung des Systems (8) besitzen in 
diesem Falle die Form: 


[28 - »(& - ee 


(13) (2) - 2857 + Kö+ Hn=0, 


PLAIER 
\ * äy 





ya + NE+ Pn=0, 
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wobei eine unter diesen drei Gleichungen eine algebraische Konsequenz 
der beiden übrigen ist. 

Es ist leicht einzusehen, daß unser Gleichungssystem (13) jeden- 
falls eine Gleichung der Form (10) enthält. Multipliziert man nämlich 
die zweite Gleichung (13) mit &, addiert sie zu der ersten Gleichung (13) 
und verlangt, daß die hervorgehende Relation die Form (10) besitzt, 
so erhält man die Bedingungsgleichung: 


(2« a y’— 4: — 0, 


die nur, wenn «=ß=( ist, keine Wurzel besitzt; in diesem Aus- 
nahmefalle hat jedoch die dritte Gleichung (13) unmittelbar die ver- 
langte Form. Der Fall ß=0 ist übrigens gewissermaßen immer ein 
-_ Ausnahmefall, insofern die erste und zweite Gleichung des Systems (13) 
unter dieser Voraussetzung identisch sind. Berücksichtigt man indes 
‘die dritte Gleichung (13), so erkennt man, daß unser Gleichungssystem 
- (13) immer, wie früher behauptet, jedenfalls eine Gleichung der Form: 


(10) rl) ge + Ab + Bu =0 [17 
_ enthält. 

10. Enthält das vorgelegte Gleichungssystem (8) drei Gleichungen 
- erster Ordnung, so gibt es nur einen Ausdruck Bf. In diesem Falle 
' gibt es, wie man leicht erkennt, immer eine, und im allgemeinen zwei 
Relationen erster Ordnung der Form (10). 


$4. Diskussion der Gleichung: Es u Ge + A5+Bn=0. 


& 11. Für unsere Untersuchungen ist es von kapitaler Wichtigkeit, 
“ alle Gleichungen der Form: 


| ds | dn 

(14) data rt 45 + Bn=0, 

welche unsere Forderung A erfüllen, zu bestimmen. 
Setzen wir zur Abkürzung: 


au 
= U, 


dv or 





I so kann die obenstehende Gleichung einfacher so: 
&.+7,+45+Bn—=V0 


h geschrieben werden. Wird dieselbe befriedigt von &, „, und zugleich 
‘ von X, Y, so soll sie ebenfalls von dem Wertsysteme: 


6X,+ 7%, Ir Y£,; a Yn 


y 
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befriedigt werden. Dies gibt die Relation: 


AO SP E r.) ar nacht 2} Dr X: NY) = It Nyy) nF 
+ AEX, + 9X, — X&,— VE) + BEI, +, - X. - 7) = 0, 


die durch Benutzung der beiden Gleichungen: 
X,+Y,+4X+BY=0, &,+n7,+45+ Bn=9, 


differentiiert hinsichtlich x und y, die Form: [18 
d d 
—$ 7, AX +BY) — Na, AX+ BY) + 


d d 
+X 2 (454 Bu)+ YZ,(AS4+ Bo) + 
+ AEX, + RN XE,— YE,) + BEY, + I Xn,- Yn,) —= (0 
oder endlich die einfache Form: 
(TE —-nX)(A,-B)— 0 


annimmt. Da der erste Faktor im allgemeinen nicht verschwindet, 


können wir schließen, daß: 


De Bea B,= 0 
und daß somit A und B die Werte: 
dU aU 
ee der 


haben. Die Gleichung (14) besitzt somit die Form: 
tn Der men. 


12. Um diese Gleichung noch mehr zu vereinfachen, führen wir 
statt z, y neue Variable »,, y, ein. Es ist: | 


Ir dx 
RE eh ax Bus, 
Bye. 0n + dy Del. de 


und: 
Bu din de hen a rn lin 
+ ge + ana an Et (aueyde, + aytze 
Tas a aan 
ea 
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woraus: 


a An _ dE ( dx, + dx 2) 2 asfdy da an + 
de, "dy, del\da da | dy, da ad dz ' dy, d« 


dx da, dx u) +5 (22 dx, dy “r) 
+ ee re a ar 118 


tet KAkerarnle 





oder: 


Bas, an a dn 
ta Ta tagt 


RUENCOEE RC BETA Er CE 
-5+3 a2 a res+pn 


Nun aber ist, wenn wir zur Abkürzung: 


dx dy dx dy 


| EI 91 
dx, dy, a (Mi 
. setzen: 

dı, _ 1 dy da 1 dx 
| Fe ER 

(15) d 1 Y 1 
ey Bern 1 day day, a 2i dx 

iz  Zdn’ dy Ada 


und also wird: 
ıL( dady , dady 
ER ec. da, day, day u 
1704 do, dd dy, dlog Ad 
er] : dz ' dy ze) ee 
und ebenso: 





woraus: 
= . a _4 . dn dlogd al 
k 
Wählen wir daher die neuen Variabeln &,, y, derart, daß die 
Gleichung: 
U=-log4 


besteht, so erhält die Gleichung (14) die bemerkenswerte Form: [20 
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unsere Forderung A erfüllt, so kann sie durch passende Koordinatenwahl 
die Form: 
dg dn 
ad 
dx BR dy 
erhalten. 


$ 5. Diskussion der Gleichung: 


ds ds dn „an 
day es -5)- "m tA5S+Bn=0. 


13. Jetzt betrachten wir alle Gleichungen erster Ordnung der 
wichtigen Form: 
i de de dn een 
(16) en) "irrt Bn=0, 
die unsere Forderung A erfüllen, und zeigen, daß auch sie durch 
zweckmäßige Koordinatenwahl eine bemerkenswerte Form erhalten 
können. 

Führen wir statt x und y als neue Variabeln die Größen: u, Yı 
ein, so wird: 


dx dx 
Ben 1 4 
al dx 5 au dy' 
und: 

ds, _ du, (dE da HE dUN da fan dc dn dy ze 
dy, de Eee Eee) dy er re 

d (dz, di (de, 

au (72): Er E 


oder nach Benutzung der Formeln (15): 





a d& (da, \? de dn\dz, da, da,\?dn : 
av Ah ne = 6 u nn de dy m) a e 124 
d (de,\. d (de, 
Al dy, nm st dy, ee) " 


Hieraus geht nun sogleich hervor, daß jede Gleichung der Form (16) 
durch passende Koordinatenwahl die Form: 


n\ de 

(17) a, + Ab + Bn—0 

erhalten kann. Wir müssen versuchen, die Koeffizienten A und B zu 

bestimmen. 

Unsere Gleichung soll bestehen, wenn wir statt &, n die Werte: 
EX, +78, XE,— YE, EY, +9 Y,— X,— Pn 


v Yy 
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substituieren, dabei vorausgesetzt, daß auch die Relation: 


%,+AX + BIY=0 
besteht. Dies gibt nach Wegschaffung der Differentialquotienten zweiter 
Ordnung die Bedingungsgleichung: 
2 Bir), 58 An IV 
oder die äquivalente: 
(&,—n,(AX+BY)-(X,— Y,)(45 +Bn)+ (B,— 4,) Xy - YE)=0, 


die sich als eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
&, n, x, y darbietet. Diese Differentialgleichung soll nun mit der vor- 
gelegten Gleichung (17) alle Lösungen gemein haben. Daher muß die 
neue Gleichung identisch bestehen und also: 


A=B=0 
sein. 
Wenn daher eine Gleichung der Form: 


de dE dn „an | 5 B 
z 16-5) - re + 45+Bny=V 


unsere Forderung A erfüllt, so ist sie reduktibel auf die Form: 


ds 


$ 6. Gleichungen zweiter Ordnung, die unsere Forderung A [22 
erfüllen. 


14. Enthält ein Gleichungssystem, das unsere Forderung A erfüllt, 
eine Gleichung zweiter Ordnung, so muß es nach den Ergebnissen des 
zweiten Paragraphen zwei Gleichungen zweiter Ordnung der Form: 
(us) tn, FARBE CF Du, +EE tn =, 

et Atron. rn, 0 
enthalten. 

Wir versuchen die Form der zwölf Koeffizienten zu bestimmen. 


Hierzu substituieren wir in die erste unter diesen Gleichungen statt 
&,n die Werte: 


EX, nX,- AÄ- F&, sh, tnX, Xn,— 9 
Bei dieser Substitution erhält &,+n, den Wert: 
X, + Y)+n&X. + Y)- X Et) Yet nn): 
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gleichzeitig erhält daher die erste Gleichung (18) die Form: 
—5 75(4X,+BX,+CY, +DY, +EX+FN)- 
-n gu R,+BX, +YH, 48%, +6X +9 D+ 
+Xy5(4E + BE, +0, +Dn, +E& + Fo) + 


+ Y-(e£, +pE, +97, +4, + +9) — 

-EAX LBXLCE ı DE Ex, np 

— Na, +P%,+YyY, +8Y%, +:X +9Y)+ 

+X,(A&, +B&, +0, +Dn, +EE + Fn)+ 

+ Yet, +BE, +9, +6n, +8 +9n)+ 

rA6%, +7%,,—- X6,- FE, +nX%,— YE)+ 

+ BEN, 9%, 3%, YE,+8,%,+n,%,—-X,5,—-YE)+ 
+ ocY. +0 Ka Pay + Yot+ 9 X In) + 
EDEN. En, nn, 4 EN [23 
ee N. 3%. Kr 

+Fi&Y, +97, -Xn, — Yn)=0. 


Ordnen wir diese Gleichung nach den Differentialquotienten von X 
und Y, so kommt: 


an, +(A- nk, + BnX,,—ynY..+(C-)nY,,+DnY,,+ 
+ 4A,85—-a,n—an,+2B&,+EE+Dn, + Fn— en)X,+ 

+ (— BE — ß,n — 2BE,— ßBn,+ An, + Bn,— Dn,+ En)X, + 
+ @5-yntebtßb,+dn,+25— AE,— Cm, + DE)Y,+ 


+ ODE Un DE — En Bit Om + Fo)Yy+ 
le E,6-en+ (Akt Biyt Ont Dayt EE4 Fu)- 2E8,-F7,)X+ 
E5 e ENT As, Be. one Dn.)X+ 


r l “ 
+ (- FE 920 + qua + BE, + N + On, + eb + pm) — F&)Y+ 
90, BE, 0, 42,20, 0, Du,)T-0. 
Diese Gleichung, die als eine partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zwischen X, Y, x, y aufzufassen ist, soll nun bestehen ver- 


möge der Gleichungen (18), die sowohl von &,n wie von X, Y erfüllt 
werden. Also muß zunächst sein: 


Be vo ..02 1 en 


Ba a de dl a nlı Lu Lan wärı du a Ella a. DET La Tin 0 
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Schaffen wir darnach die Größen: X,,, X,,. F. 


xy 
wir eine Relation der Form: 


LX,+ MX, + NY, + PY,+QX+RY=0, 


Y,, weg, so erhalten 


deren Koeffizienten: Z, M,...., R sämtlich verschwinden müssen. Dies 
gibt: 
— an,+ Dn,+(E-A)E + ,+ F—e+Aa— Daein=0, 
A-B- Du. teBt+E-DUd3n-d, 
u, +(ß— A + DIE, + (d- Om, + (e- JE + an =0, 
— D&,+ (0-9), — DE +(-9,+F+eD—- Dö)n—0, 
S-(AE, + 0n,+ Dn,+ E&E+ Fn) — E,5— &,n— 2EE,— en,— Fn,+ [24 
+ («E — De)n — A&,,— 09. — D.,= 0, 
2 (a6, + BE,+ m, + E64 9m) — FE — pn — FE,— pn.— Ei, — 
7, +(eh Dp)n A, on, Dis 
Die vier ersten unter diesen sechs Relationen geben: 


«=0, D=-0, E=A, s=F, A=-B, 8-0, F=-5, 


x 


also erhalten die beiden letzten Gleichungen die einfachere Form: 
An Bst (Ge e)n,+ (= &,) 7 ara 0, 


und bestehen daher vermöge der früher gefundenen Relationen. 
Hiermit erkennen wir, daß die Gleichungen (18) die Form: 


Et Nat Ad t Ort At nd, 
tt At en, + typ 0 
besitzen. Eine analoge Behandlung der letzten Gleichung (18) gibt: 


C,=4A, 9=0, 
woraus: 


4-0, 0=U 


y? 


Pp—UD, 


Die definitive Form der Gleichungen (18) wird daher: 


et + Oma + 9,0, 
EP N 

oder: 
d 


dx 


ut + U,8 + U,n) Fer 0, 1, (&+ NH U,8 e U,n) = 0. 
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Diese beiden Gleichungen sind äquivalent mit der einzigen Relation: 
++ U,8+4 U,n=a, [25 


wenn in derselben a als eine arbiträre Konstante aufgefaßt wird. Diese 
letzte Gleichung erhält nach den Entwiekelungen eines früheren Para- 
graphen [S. 328f.] durch passende Koordinatenwahl die Form: 


&,+n,= @ = Const. 


Wenn daher zwei Gleichungen zweiter Ordnung unsere Forderung A 
erfüllen, so sind sie durch passende Koordinatenwahl reduktibel auf die 


Form: 
ir Nay 0, $: er N 0 


$ 7. Über Gleichungssysteme, die unsere Forderung A erfüllen und 
dabei die Gleichung: 5, = 0 enthalten. 


15. Alle Gleichungssysteme, die unsere Forderung A erfüllen, zer- 

fallen in zwei Hauptkategorien, je nachdem sie eine Gleichung der Form: 
de ds _dm _ „dan | 

(19) nl - Fr #7 +AE+ B=0 
enthalten oder nicht enthalten. In diesem Paragraphen bestimmen wir 
alle derartigen Systeme, die eine solche Gleichung enthalten. Dabei 
setzen wir voraus, daß die betreffende Gleichung (19) durch passende 
Koordinatenwahl auf die Form: &,—= 0 gebracht worden ist, was a 
dem Vorangehenden immer möglich ist. 


Diejenigen infinitesimalen Transformationen &p + ng, die ein vor- 


gelegtes derartiges Gleichungssystem erfüllen, besitzen die Form: 
Xa)p + fo y)g- 

Sind X,(z)p + fıq und X,p + faq zwei infinitesimale Transformationen 

der betreffenden Schar, so ist dasselbe der Fall mit der Transformation: 


“eı, 1 2 24, af, 
(X; — X,Xı)p+ (X, TE +fa . £ fs 2.)2- [26 


dx X, dx 


Hieraus läßt sich mit Berücksichtigung meiner Untersuchungen über 
endliche Transformationsgruppen einer einfach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit der folgende fundamentale Schluß ziehen: Entweder ist X(z) 
eine arbiträre Funktion von x, oder X enthält höchstens drei Para- 
meter uud besitzt dabei eine unter den vier Formen: 


Xtra +taX, AArtaf, aA, O0. 


Es gibt daher fünf Fälle, die wir jetzt sukzessiv diskutieren wer- 


= 


N v ‚ WETTE 


das ill u au u LA I na 5 all Zn 0 dann il den ad blu ln Leu din uud lau 0 ul End in Dun Al La Au ul ul 21a a nn 
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den; gleichzeitig bestimmen wir alle möglichen Formen der betreffen- 
den Gleichungssysteme. 
16. Ist X = 0, so besitzen die betreffenden infinitesimalen Trans- 
formationen die Form: 
fiz, y)q- 
Sind /, und f, zwei an. Werte von f, so ist auch: 


3 af, _ RL? 

I! dy la ay 
ein solcher Wert. Jetzt sind wiederum eine Reihe Unterfälle denkbar, 
je nachdem es möglich oder unmöglich ist, eine solche ganze und end- 
liche Zahl r anzugeben, daß zwischen r + 1 beliebigen Werten von f 
immer eine lineare Relation der Form: | 


mehrer t+ + p,()f,= 0 


besteht. Ist es möglich, eine solche Zahl r anzugeben, so kann diese 
Zahl nicht größer als drei sein; denn unter unserer Voraussetzung 
bilden die Transformationen fy eine endliche Transformationsgruppe 
einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, nämlich eine Gruppe von 
Transformationen der Variablen y. 

Unser Fall X=0 zerfällt somit in vier Unterfälle, weil die Zahl r 
die vier Werte 1, 2, 3, oo haben kann. Indem wir jetzt diese Unter- 
fälle der Reihe nach betrachten, erinnern wir uns, daß jede endliche 
Gruppe der Variablen y mit einer linear gebrochenen oder linearen 
Gruppe dieser Variablen ähnlich ist. 

16a. Die Annahme r = 1 gibt alle infinitesimalen Transforma- [27 
tionen der Form f(x)g. Dieselben erzeugen eine unendliche Gruppe, 
deren endliche Transformationen sind: 


D n=2, „=y+Fa), 
wo F(z) eine arbiträre Funktion von x bezeichnet. 


16b. Die Annahme r =2 liefert infinitesimale Transformationen 
der Form (X(z)y + &(@))g. Dabei ist klar, daß X nicht immer ver- 
schwindet, weil r sonst gleich 1 wäre. Die beiden Transformationen: 


Bf=-(Xy+ti)s Bf=(Xy+5)d 
liefern durch ihre Zusammensetzung: 
(BB) = (5% &X,)g, 


d. h. eine Transformation der Form f,(2)qg. Dabei bemerken wir, dab 
&X,— 8X, nicht immer verschwinden darf, weil sonst r = 1 wäre. 
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Sodann bilden wir die Ausdrücke: 


(fo(® %)q, (X,Y Fr &)g) = A, h(&)g, 
(X, fg, (X,y+ &)g) = X fo(a)q, 


Aha, (Ky+ Erg) Kı'fla)g, 
u. 8. w., die uns unbeschränkt viele Transformationen der Form: 
takt Kt mA + JAld)q 
liefern. Hieraus folgt, daß unsere Schar von Transformationen alle 
Transformationen der Form f(x)gq umfaßt, dabei vorausgesetzt, daß f(x) 
eine arbiträre Funktion von x bezeichnet. Die weiteren infinitesimalen 
Transformationen unserer Schar sind reduktibel auf die Form X(x)yq. 
Dabei sind zwei Fälle denkbar, je nachdem die Anzahl der unabhän- 


gigen Transformatiötien dieser Form beschränkt oder unbeschränkt ist. 
Die Annahme r = 1 liefert daher die beiden Scharen: 








Mr, 90, .., Ava f(2)a, P(x)yq [28 




















in denen f(x) und p(x) arbiträre Funktionen von x, dagegen X,, X,, 
‚ X, bestimmte Funktionen von x bezeichnen. 
Die letzte Schar erzeugt die unendliche Gruppe: 
(1) = F(a)y+ F(e), a 
mit zwei arbiträren SEE F und F\. 
Die erste Schar liefert die unendliche Gruppe: 
(111) yyodkıtalt +mXm+ Pr), mx 


mit einer arbiträren Funktion und m arbiträren Konstanten. 
16c. Die Annahme = gibt infinitesimale Transformationen der 
Form: 
(Kay + E)y + Am))q. 
Ich werde zeigen, daß sowohl X wie & und & arbiträre Funktionen 
von & bezeichnen müssen. 
Ich wähle drei beliebige Transtormationen der Schar, etwa: 
H—= (Xu? + 59 + 2)q 
und bilde zuerst die Ausdrücke (H,H,), (H, H,) und darnach den Aus- 
druck ((H, H,), (H, H,)), der durch Berechnung die Form: 
X, E82, 
(H,HyH,H))=2| Ki . H,=24.H, 
X,&,8, 


j 
2 
; 
; 
i 
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annimmt. Unsere Schar enthält somit eine infinitesimale Transforma- 
tion der Form AH,, und dabei bemerken wir, daß die Determinante 4 
im allgemeinen nicht verschwinden darf, weil sonst r <3 wäre. Man 
kann nun weitergehen und den Ausdruck: 


((AH,, H)(H, Hy) = 24°H, 


bilden; durch analoge Operationen erkennt man überhaupt, daß jede 
Transformation 4” H,, welche auch die Zahl m ist, immer un- [29 
serer Schar angehört. 

Es fragt sich, ob 7 immer konstant ist. Wäre dies der Fall, so 
werden wir annehmen, daß die Determinante der drei Transformationen 


A H,, H, den Wert: 
A(H,, H,, H,) = A = Const. 


besitzt, und daß dementsprechend die Determinante der drei Transfor- 
mationen H,, H,, H, den konstanten Wert B hat: 


A(H,, H,, H,) -=B 


dann verschwände die Determinante der drei Transformationen H,, H,, 
BH,— AH,, also bestände eine Relation der Form: 


BH,— AH, + X,(@)H, + %(@) = 0; 


und da die Indizes 1, 2, 3, 4 in den vorangehenden Betrachtungen be- 
liebig permutiert werden können, und da andererseits H,, H,, H,, H, 
im allgemeinen nicht durch mehr als eine lineare Relation verknüpft 
sein können, so müßten X, und X, konstante Werte haben. Dies 
steht aber im Widerspruche mit der Annahme, daß unsere Schar un- 
endlich viele unabhängige infinitesimale Transformationen enthält. Also 
ist 4 im allgemeinen nicht konstant. Folglich enthält unsere 
Schar alle Transformationen der Form: 


(+aA+gR +: +0,94" +::)H 


und überhaupt jede Transformation der Form f,(z)H,, welche Funktion 


_ von x auch f, sein mag. Eine analoge Überlegung zeigt, daß unsere 


Schar jede Transformation der Form f,(x)H, oder f,(x)H, und also 
zugleich jede Transformation der Form: 
f(@)H, + f@)H; + f,(a)B; 


enthält. Dabei ist klar, daß f,, fs, /s derart gewählt werden können, 
daß der letzte Ausdruck jede Transformation der Form: 


(Kay? + X a@y+ X@)g 
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liefert. Die Annahme r = 3 gibt somit die Schar: 











f@)a, fıla)ya, fala)y’a Ä 130 





mit drei arbiträren Funktionen; diese Transformationen erzeugen die 
unendliche Gruppe: 


je Fa)y+ F,®) 
IT ey + Re 





=% 


mit drei wesentlichen arbiträren Funktionen. 


16d. Es bleibt übrig, die Annahme r — oo zu diskutieren. Die in- 
finitesimalen Transformationen f(z, y)g der betreffenden Schar werden 
bestimmt durch eine oder mehrere lineare Differentialgleichungen von 
erster oder höherer Ordnung. Dabei können wir ohne Beschränkung 
annehmen, daß die Variabeln derart gewählt sind, daß die Transfor- 
mation q unserer Schar angehört. Hieraus folgt, daß in den linearen 
Definitionsgleichungen: 


Af+ Bf+ Of, + Dfust = 0 


der Koeffizient A immer gleich Null ist. Es folgt ferner, daß die 
Koeffizienten B, C, D,.... nur von x abhängen, weil f, immer gleich- 
zeitig mit f unsere Definitionsgleichungen erfüllt. 

Gibt es eine Gleichung erster Ordnung: 


df d 
K)E+Rd-0, 


so ist f entweder unabhängig von y, welchen Fall wir schon erledigt 
haben, oder auch hat f die Form 2(y-+ X,(x)). Im letzten Falle führt 
man %+ X, als neues y ein und erhält so die Schar aller Transfor- 
mationen der Form: 2(y)g. Dieselben erzeugen die, unendliche Gruppe: 


(V) y-F(y), 4, —L%. 


Gibt es keine Definitionsgleichung erster Ordnung, sondern da- 
gegen eine oder mehrere von zweiter Ordnung, so verfährt man fol- 
gendermaßen. Es gibt dann sicher zwei infinitesimale Transformationen 


erster Ordnung: 


Gäbe es eine infinitesimale Transformation zweiter Ordnung der Form: 
K=(at+tbay+yP)a+t-;, 
so erhielte man die beiden Transformationen: 


@g+:,K&K) =(bi+2zy)gt  =K, 
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und: 


(xq m K,) Fa 2aigH. 29 


'man hätte daher drei unabhängige infinitesimale Transformationen 
zweiter Ordnung, was mit der Annahme einer Definitionsgleichung 


zweiter Ordnung im Widerspruche stände. Alle unsere infinitesimalen 
Transformationen zweiter Ordnung haben daher die Form: 


(ax? +bay)g+: 

und folglich hat eine unter den Definitionsgleichungen die Form: 
ut X, + a0. 

Diese Gleichung soll nun bestehen, wenn wir statt f den Ausdruck: 


A of, 


substituieren, welche Lösungen der vorgelegten Definitionsgleichungen 
auch f und @ bezeichnen mögen. Dies gibt, wenn wir zur Abkürzung: 


au au 


n=-0, —-U 


setzen: 
ER le 
+ X, (fp, + f.P —- Pf, — 9,f)— 9 


' und nach Elimination von @”” und f”: 


fo -pf+X (pP — gp,f)- 0 


‘ und endlich nach Elimination von p” und f”: 


2X, hp — g,f)=0. 


Da indes f (wie auch 9) keine Gleichung erster Ordnung erfüllen 
darf, so ist X,=0. Es wird die Gleichung: 


f’+Xf-0 
in allgemeinster Weise befriedigt durch: | [32 
f=e2(de 7 E We). 


Führen wir hier die Größe y,= e*Y als neues y ein, so erhält f die 
Form: 


Ka) + %; 


so daß die Annahme, daß f eine Gleichung zweiter Ordnung erfüllt, 
uns nichts Neues liefert, 
Gibt es keine Definitionsgleichung zweiter Ordnung, sondern da- 
22° 
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gegen eine oder mehrere von dritter Ordnung, so gibt es zwei unab- 
hängige infinitesimale Transformationen erster Ordnung: 


1 ygat--», 


drei unabhängige Transformationen zweiter Ordnung: 
Auen N ir 


Gäbe es nun eine infinitesimale Transformation dritter Ordnung der 
Form: 
(ad+biy+teay + N)gt 


so erhielte man durch mehrmalige Anwendung von xq +: vier un- 
abhängige infinitesimale Transformationen dritter Ordnung, was mit 
der Annahme einer Definitionsgleichung dritter Ordnung im Wider- 
spruche stände. Also haben alle Transformationen dritter Ordnung 


die Form: 

| (at bay + eag)g+ 

und folglich gibt es eine Definitionsgleichung der Form: 
"+ Kl + Kit Kıfest Kf + Kfm 0. 


Hier substituieren wir, indem wir zwei beliebige Lösungen f, p von 
unseren sämtlichen Definitionsgleichungen wählen, statt / die Größe 
fp — fy. Dies gibt die Relation: 
fpa+2fp"—-9py —-2f"y + XLlfe"+re -Fe-f pH 
+ uf th - a9 -Fyp)t 
+ 2, (put 292 + FraP — Yan 2292 Far) + 
+ X," - + Le th -fA-p)—0 


und nach Elimination der Differentialquotienten vierter Ordnung: 


2-2 LE - Fir Klpg tr y)+ [88 
+ X, (2,9, + Fee — 922 21292) + Kl p - FP) = 0, 
und endlich nach Elimination der Differentialquotienten dritter Ordnung: 
(Kup Kp)t+hl- 2%9,+28p) + L..-3Xp + 
+ f(- Xp" — 2%,9, — 3X,9,.— 3,9.) + 
+. p"+2%9,+3%p)—0. 
Diese Relation muß nun identisch bestehen, da / und p keine Glei- 


chung zweiter Ordnung erfüllen dürfen, also ist: 


Zeh X 0-0 x 
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so daß unsere Definitionsgleichung dritter Ordnung die Form: 
7x0 
besitzen muß. Der entsprechende Wert von fg: 
(A)OVF + Ayla) VE + Rla))a 
erhält durch die Substitution: 
| 


ya vz 
die Form: 


(Way +W@y+W@)q, 


die wir schon früher erledigt haben. Die Annahme, daß es eine oder 
mehrere Definitionsgleichungen dritter Ordnung gibt, liefert daher auch 
nichts Neues. 

Es bleibt übrig der Fall, daß sämtliche Definitionsgleichungen von 
vierter oder höherer Ordnung sind. Alsdann gibt es zwei unabhängige 
infinitesimale Transformationen von erster Ordnung: 


Zar N re, 
drei von zweiter Ordnung: 


ag +, zygq+--,, Pat: 
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und vier von dritter Ordnung: 


gt ::-, ygq+:-», zy’gq+t:-;, yYPat::-. [34 


Ferner ist: 


a 


Vu, yır ud, 


nn Ba 


und also konstruiert man durch wiederholte Anwendung von z29 +: 
fünf unabhängige Transformationen vierter Ordnung, so daß es keine 
' Definitionsgleichung von vierter Ordnung gibt. Ferner ist: 





i yat,yYat )=2yYat--,, 
- und also findet man sechs unabhängige infinitesimale Transformationen 
‚fünfter Ordnung und erkennt gleichzeitig, daß es keine Definitions- 
 gleichung von fünfter Ordnung gibt, usw. Wir erhalten also unter den 
‚ gemachten Voraussetzungen keine andere Schar als den Inbegriff aller 
" Transformationen der Form f(x, y)q. Dieselben erzeugen die unend- 
liche (Gruppe: 


.(WD yı = Ft, Yy, mr. 
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Hiermit sind. die folgenden unendlichen Gruppen, die sämtlich der 
Annahme &= 0 entsprechen, gefunden: 





(1) Y=y+Fa, ı=27, 

(2) y,=yF(«+F(), =, 

(3) yayaaıttaim+ Flo), 1-3, 
(5) Y„Y=FW, n=32 

(6) y=-Fay, 1-2. 


17. In der vorangehenden Nummer bestimmten wir einige Scharen 
von Transformationen X (z)p + f(x, y)g, die unsere Forderung A er- 
füllen, indem wir die weitere Forderung hinzufügten, dad X=(0 wäre. 
Jetzt gehen wir weiter in der Behandlung des allgemeinen Problems, 
indem wir verlangen, daß X die Form: 


X = Const. X, 


besitzt, dabei vorausgesetzt, daß X, eine beliebige gegebene Funktion 
von x bezeichnet. In diesem Falle können wir ohne wesentliche Be- 
schränkung X, = 1 setzen, so daß die gesuchten Transformationen [35 


die Form: 
Const.p + f(®, W)q 


erhalten. Es ist klar, daß die Erledigung dieses Problems in der Weise 
erreicht wird, daß wir sukzessiv alle in der vorangehenden Nummer 
bestimmten Scharen betrachten und in jedem Falle in allgemeinster 
Weise eine derart gewählte Transformation: 


pP + fa y)a 
hinzufügen, daß unsere Forderung A fortwährend” erfüllt wird. 


17a. Soll die Schar: 
f(a)a, pr + Ya, y)q 


mit der arbiträren Funktion f unsere Forderung A erfüllen, so muß 
die Größe: 


fa) 5, 


nur von x abhängen und daher p die Form: 
p=Xy+ÄX, 


besitzen, wobei X, ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden kann. 
Führen wir darnach die Größe: 


ye 


[X dr 
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als neues y ein, so erhält unsere Schar die Form: 


f(x)q, p- 


Die entsprechenden infinitesimalen Transformationen erzeugen die un- 
endliche Gruppe: 


(VI) y„=-y+Fle, n=zH+a, 


wo F eine arbiträre Funktion von x, a eine arbiträre Konstante be- 
zeichnet. 


17b. Soll die Schar: 
f(x)a, Ala)yae, P+ Ya, y)q 


mit den arbiträren Funktionen f und f, unsere Forderung A erfüllen, 
so müssen die beiden Ausdrücke: 

‚d d . 

fay und: Yhıay -fı9 136 


die Form: »(x) + %,(x)y besitzen. Hieraus folgt, daß auch @ diese 
Form besitzt und somit ohne Beschränkung gleich Null gesetzt wer- 
den kann. Wir erhalten somit die Schar der Transformationen: 


f(a)q, h@)yg, 2; 


welche die unendliche Gruppe: 


F vi) y=Fia)y+F(e), 9=sz+a 
mit zwei arbiträren Funktionen und einer arbiträren Konstanten er- 
zeugen. 


17e. Soll die Schar: 


f()a, XıYyQ,..-., my Pr Pa, y)a 


unsere Forderung A erfüllen, so muß die letzte Transformation auf 


- die Form: 
p + Y(z)yq 
reduktibel sein. Führt man daher die Größe: 
Jar yesv* 


als neues y ein, so erhält unsere Schar die Form: 
f@)a, Xı99 -- +, Amy, P 
dabei bestehen Relationen der Form: 


X, 404° +: +94X 


im“ m 
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was wieder heißt, daß die m Größen x ein System Lösungen einer 
linearen Differentialgleichung: 


Reha Nr. ae 
mit konstanten Koeffizienten darstellen. Unsere infinitesimalen Trans- 
formationen erzeugen die unendliche Gruppe: 
(IX) yyakıt tmint Flo), = 240 


mit einer arbiträren Funktion und m + 1 arbiträren Konstanten. Daß 
die letzten Gleichungen wirklich eine Gruppe bestimmen, beruht [37 
darauf, daß jeder Ausdruck X,(2+.a) sich auf die Form Zd,X, 
bringen läßt. 
17d. Soll die Schar: 
fa)a, fla)yg, Ala)y’s, P + Pl, y)q 


unsere Forderung A erfüllen, so muß , wie man leicht erkennt, die 
Form: 

p—X(a)+ X,(a)y+ K,la)y 
besitzen und kann daher ohne wesentliche Beschränkung gleich Null 
gesetzt werden. Die infinitesimalen Transformationen: 


fa), fıya, Ay’g, » 


erzeugen die unendliche Gruppe: 


F F, 
(8 nme ATEte 


17e. Soll die Schar: 
fa, p+ Ya ya 
unsere Forderung A erfüllen, so muß g die Form: 
P-YW+Xa) 
besitzen und somit auf die Form: 
p=X(«) 


reduktibel sein. Man sieht überdies, daß X konstant sein muß, und 
daß daher @ gleich Null gesetzt werden kann. Hierdurch erhält unsere 
Schar die Form: 


fa, P- 
Diese infinitesimalen Transformationen erzeugen die unendliche Gruppe: 
(XD) y„=Fl), m=e0Hta. 


17f. Endlich die Schar: 
f&,Yy)a, P + 9%, y)q 


ER RIBENTTRTENET RER RR FRE FON EHRE TORE ER IR SEEN TRITT RESTE TR URTE 


ua DIES Da Ban uasaan an BI Tarel ta SP T2 1 a2 N lese 


TRERTATTTER TE NT 





PTR 
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erfüllt immer unsere Forderung A. Diese infinitesimalen Transfor- [38 
mationen erzeugen die unendliche Gruppe: 
(XI) y-Fay), m1=rte. 


18. Jetzt suchen wir unter allen Scharen von infinitesimalen 


Transformationen: X(x)p + f(&,y)q, die unsere Forderung A erfüllen, 
diejenigen, deren allgemeinstes X zwei Parameter enthält und somit 
die Form: c, X, +c,X, besitzt. Dabei können wir ohne Beschränkung 
annehmen, daß X die Form: 


Const. 2 + Const. 


besitzt. Wir finden die allgemeine Erledigung dieser Aufgabe, indem 
wir sukzessiv jede Schar der letzten Nummer betrachten und in all- 
gemeinster Weise eine solche Transformation: zp + f(x, y)q hinzufügen, 
daß die hervorgehende Schar unsere Forderung A erfüllt. 


18a. Soll die Schar: 
fla)g, 2, zp + Pag 


unsere Forderung A erfüllen, so dürfen die beiden Differentialquotien- 
ten von g hinsichtlich x und y nur von x abhängen, also muß: 


g=cy+X 


sein, wobei X ohne Beschränkung weggelassen werden kann. 
Die infinitesimalen Transformationen: 


f(a)a, P, ap +eyg 
erzeugen die unendliche Gruppe: 
(XI) z=ar+ß, „=ya+ Fa) 
mit einer arbiträren Funktion F(x) und zwei arbiträren Parametern «, ß. 
1Sb. Soll die Schar: 
fa), hla)yg, pP, ap + ya, y)q 


unsere Forderung A erfüllen, so muß‘-g die Form &(x) + &,(#)y be- 
sitzen und kann daher‘ gleich Null gesetzt werden. Die infinitesi- [39 
malen Transformationen: 


fa)a, Aia)ys pP 
erzeugen die unendliche Gruppe: 
(XIV) y=Fa)y+ Fi), zer tß 


mit zwei arbiträren Funktionen und zwei arbiträren Konstanten. 


“ 
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1Se. Soll die Schar: 
fl@)g, X,y9, ..., X.90, P, 2P + 9a, y)q 


unsere Forderung A erfüllen, so muß p auf die Form 2(x)y reduk- 
tibel sein. Dabei besteht eine Relation der Form: 


A) =aX, +: +0,X,. 
Man erkennt ferner, daß man ohne Beschränkung: 
L-1l %=-2,..,X og 


und infolgedessen: 
2) = ca" 


setzen kann. Führt man darnach die Größe: 


als neues y ein, so erhalten unsere infinitesimalen Transformationen 
die Form: 
fla)a, 49, 2yg,...,2"iyg, p, ap. 


Dieselben erzeugen die unendliche Gruppe: 
(XV) yayerı?* tm) +Fla),, 8=az+Bß 
mıt einer arbiträren Funktion und m + 2 arbiträren Konstanten. 
18d. Soll die Schar: 
fa)a, Ala)ya, Kl)’, pP, pP + Yla, ya 
unsere Forderung A erfüllen, so muß @ die Form: 
aa) + AlRdy + Ala)y’ 


besitzen und kann daher gleich Null gesetzt werden. Die infinitesi- 
malen Transformationen: 


f@)a, Aıla)ya, Ala)y’a, ». ap [40 
erzeugen die unendliche Gruppe: 


{ Fa) + F,(@)y 
G HT net Frey’ 





1 =0r0+ß 


mit drei wesentlichen arbiträren Funktionen und zwei arbiträren Kon- 
- 


stanten. 
1Se. Soll die Schar: 


fg, », ap + ya y)q 


unsere Forderung A erfüllen, so darf p nur von y abhängen und 


id Y una win) zu 200 Uun stage Suza nas 
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kann daher gleich Null gesetzt werden. Die infinitesimalen Transfor- 
mationen: 
fg, pP, 2 
erzeugen die unendliche Gruppe: 
(XV) y=FWY, m=er+ß 


mit einer arbiträren Funktion und zwei arbiträren Parametern. 
1Sf. Endlich die Schar von infinitesimalen Transformationen: 


fin,y)g, P, zP + Y&,y)q 


erfüllt immer unsere Forderung A. Dieselben erzeugen die unendliche 
Gruppe: 
(XvIm) y-Flay), m=ex+Bß. 

Hiermit sind die folgenden, der Annahme: 


& — Const. x + Const. 


entsprechenden unendlichen Gruppen gefunden: 


1. z,=axr+ß, y=ya+ Fe), 
2. m=er+ß, 1=yF@)+ Fl), 
n=axtß, y=yerset tm" + Fla), 


3 

F 5 
5. m=ar+ß, nF), 
6. meet hr = PN) 


19. In dieser Nummer suchen wir unter allen Scharen von [41 
infinitesimalen Transformationen X(z)p + f(x, y)gq, die unsere Forde- 
rung A erfüllen, insbesondere diejenigen, deren allgemeinstes X drei 
Parameter enthält und somit die Form: 


X, ++ 6X; 


besitzt. Nach meinen Untersuchungen über endliche Transformations- 
gruppen einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit kann man in die- 


sem Falle: 
X = Const. 2?+ Const. x + Const. 


setzen. Man findet daher alle derartigen Scharen von infinitesimalen 
Transformationen, indem man sukzessiv alle Scharen der vorangehen- 
den Nummer betrachtet und in allgemeinster Weise eine solche Trans- 
formation 2p+p(z,y)q hinzufügt, daß die hervorgehende Schar 
unsere Forderung A erfüllt. 
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19a. Soll eine Schar: 
f(z)g, 29, xp +eyg, x:p+ Y(z,y)q 


unsere Forderung A erfüllen, so muß p = 2cxy sein. Die entsprechen- 
den infinitesimalen Transformationen: 


fl{z)g, 9, ap+teyg, zp + 2cexyg 


erzeugen die unendliche Gruppe: 


a(z + d) ae a’y 
Bel re ge empor AldE 


19b. Soll die Schar: 


f()a, fıla)yg, pP, xp, pP + pl, y)g 


unsere Forderung A erfüllen, so muß p die Form X(x) + X,(x)y be- 
sitzen und kann daher gleich Null gesetzt werden. Die infinitesimalen 
Transformationen: 


K2)d, Hovacn, 2, 29 


erzeugen die unendliche Gruppe: 


> y=-Feay+R@, n-& 


mit zwei arbiträren Funktionen und drei wesentlichen arbiträren [42 
Parametern. 


19e. Soll die Schar: 
fe)a, 99, :.., @""'yg, P, 2p, pP + Yla,y)g 
unsere Forderung A erfüllen, so muß sie die spezielle Form: 
fi@)a, 99 P, ap, ap+exyg 
besitzen. Diese infinitesimalen Transformationen erzeugen die unend- 
liche Gruppe: 
a) ty ü=te-vap + F@): 
19d. Soll die Schar: 
fe) Ayo, Ahla)y’q, pP, zp, ap + YlR,y)q 


unsere Forderung A erfüllen, so muß p die Form X + X,y+ X,y? 
besitzen und kann daher gleich Null gesetzt werden. Die infinitesi- 
malen Transformationen: 


fe), Aladyg, Ala)y’g, 2, 2m, =» 


war 
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erzeugen die unendliche Gruppe: 


_ Foy+F@ EA 
nn. NTnay+rh@’ MT rets 
mit drei wesentlichen arbiträren Funktionen und drei wesentlichen ar- 
biträren Parametern. 
19e. Soll die Schar: 


fy)a, 2», a», pP +YPS Ya 


unsere Forderung A erfüllen, so muß @ die Form X(r) + Y(y) be- 
sitzen, und dabei ist X konstant, so daß @ gleich Null gesetzt werden 
kann. Die infinitesimalen Transformationen: 


2 


IV): 2, 22 22 


erzeugen die unendliche Gruppe: 


(XXI) y-ry), n-&r 


ex +d 
19f. Endlich die Schar: [43 
fra, 2», 29, PPr+YSYW)g 
erfüllt immer. die Forderung A und liefert die unendliche Gruppe: 


(XXIV) y-F@y), 

20. In dieser Nummer bestimmen wir alle Scharen von infinitesi- 
malen Transformationen X(x)p + fq, die unsere Forderung A erfüllen, 
deren X(x) eine arbiträre Funktion von x darstellt. Bei dieser Dis- 
kussion sind zwei Hauptfälle denkbar. Es ist möglich, daß die Sub- 
stitution X = 0 die Größe f in eine bestimmte Funktion von z, y 
ünd einer begrenzten Anzahl Parameter umwandelt; oder auch kann 
f nach der Substitution X = 0 fortwährend arbiträre Funktionen ent- 
halten. Anders ausgesprochen: wenn die gesuchte Schar infinitesimale 
Transformationen der Form fg enthält, so kann die Zahl der unab- 
hängigen Transformationen fq begrenzt oder unbegrenzt sein. 

20a. Sei zunächst die Zahl der Transformationen f(x, y)q gleich - 
Null, so daß alle Transformationen der Schar die Form: 


Xp+fla,y)a x20 


besitzen. Dann enthält die Schar selbstverständlich drei Transforma- 
tionen der Form: 


?e+ht zrhe rt he: 
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Dabei können wir annehmen, daß die Variable y derart gewählt ist, 
daß /, gleich Null wird. Bilden wir sodann die Ausdrücke: 


c 


af, df, 
P,ap+hN)=P +55 9 Bm Rpr+ hd) -22p + 4, 


so erhalten wir die Relationen: 


woraus: [44 


h= IWW), R=22Y+ Yı(y). 
Wählen wir eine zweckmäßige Funktion von y als neues y, so wird: 


i=A=Cont, =2Acr+ Y,(Yy. 
Ferner ist: 
(zp + Ag, @p +2Az + Y))=ap + Al2x + Y,)g, 


woraus: 


Adzt y)- sAdri Rn 1Yer 


Ist insbesondere A = 0, so erhalten unsere drei Transformationen 
die Form: 
p, ap, pP 
und die übrigen Transformationen Xp + fq die Form Xp, was die 
unendliche Gruppe: 


z,=F(), ı=y 
liefert. 


Ist dagegen AZ0, so können wir ohne Beschränkung A=1 
setzen, so daß wir die drei Transformationen: 


?, 2»+g @p+(27+ Ke)gq 


erhalten. In diesem Falle gibt es eine vierte Transformation a°p + fg, wo: 
d df df 
=3(2:+Ke), 2. +7,” 2f, 
f=32°+3Kıe +Y,, 


woraus: 
Y,=2Y,, = Le®. 
Ferner ist: | 
(ep + 2x + Kong, xp +80 +3Kxe + Leg) = 
— ap + (42° + 6Ka?e®+ ALxe?’+ LKe’Y)g= B,. 
In entsprechender Weise bilde ich B,— (B, P,), usw. [45 
Ich verschiebe die nähere Diskussion dieser interessanten Schar 


"u 


Bd a lta u dd ul 2 2 ai Sal 2. u | 


ha a a ua Sl 2 1A all 2m Zu ZB dan 1 Al ld un 2 ul a al in ZB u a u nz 
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von Transformationen auf eine andere Gelegenheit. Hier beschränke 
ich mich auf den Fall K=L=0. Dann wird: 

B, = D, 

B, Br zp +9, 

B; sw a’ p + 229, 

18 = a°p + 322g, 

B,= xp + 4a°g. 
Ferner ist: 

(B,, B,) = 22°p + 102g, 

so daß wir: 

BD, = ap +5.%q 
setzen können. In dieser Weise erhalten wir die Schar: 


X(2)p + X'q 


mit der arbiträren Funktion X. Diese infinitesimalen Transformationen 
erzeugen die unendliche Gruppe: 


(XXV) Para) +a, M-ytlade 


‘ mit der arbiträren Funktion (x) und der arbiträren Konstanten a. 


Jetzt suchen wir jede Schar X(x)p + Yg, mit einer begrenzten 
Zahl Transformationen f(x, y)g. Dann bilden die Transformationen fq 


eine endliche Gruppe, die nach mir eine unter den drei Formen: 


2:0, 20,00, 090.409 


besitzt. 


20b. Soll eine Schar: [46 
X,9,..,X,9, X(a)p + Yq 


- unsere Forderung A erfüllen, so enthält sie r +3 Transformationen: 


%9..,%9, P+he erh Er+he 
die eine endliche Gruppe bilden, welche auf die Form: 
9, 29,:.,@'g, p, 2ap+t(r— Dyg, ap+(lr— 1)ayg 
reduktibel ist. Es gibt daneben eine Transformation: 
H= ap + fla,y)9; 

und dabei bestehen Relationen: 

d 

entaat +", 
d 
Tr Day+dt-- +d,_,0 m}, 
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so daß wir: 
=3(r Harytdar+ ey 


setzen können. Bilden wir sodann den Ausdruck: 
@'g, A): V)at'gteainig, 
so ergibt sich, daß r = I ist. Bilden wir endlich die Gleichung: 
(xp, @°p + dag + eyg) = 2x’p + dig, 
so ergibt sich, daß c=d=0 ist. Wir erhalten somit die Schar: 
(XXVI) q, Aa), 
welche die’ unendliche (Gruppe: 


y=y+ta, u=Fx) 
erzeugt. 
20e. Soll eine Schar: 


yq, P, 2P; zp + Xyq, 2) a ee 


unsere Forderung A erfüllen, so ist: 


df, a < 

da = dry + 2ky, 
df; hy, 
\ 2 2 W 


und: 


Nun aber ist: 


1 (22p + ayq, H,) = w'p + (2x’y + ka’y)g = H,, 
und: 
(p, H,) = 4a’p + (6a’y + 2kay)g, 


so daß k=0 und: 
H,= ap +3a’yq, H,= ap + 2uyg, 
In dieser Weise erhalten wir die Schar: 
yqy, AÄp+4X'yg 
oder die äquivalente: 


g, Ap+Xg. 
Dieselbe erzeugt die unendliche Gruppe: 


XXVD)  g@)=pa)+ta, n=y+log ve 


[4 
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320d. Soll eine Schar der Form: 
g, 4, ..% 2.0 yda, P, XP, pp + Ge l)xyg, 


I E + NDa— Hu 
unsere Forderung A erfüllen, so muß sein: 
En -otar+::-+%,_107'+ 2cy, 
ah dt datt dy+ Be Day, js 
df; » Ä 
a tat taten, 
so daß wir: 


fr = ex + 3(r — 1)a?y 
setzen können. Ferner ist: 
 h=m+:::+ m, ar-' + my, 
so daB «a=0O und: 
H,= xp + 3 (r — Daryg. 

Endlich die Gleichung: 

(@"'1q, A)=3(r - atta 
gibt r— 1. Unsere Schar besitzt daher die Form: 

9, 99 XP, 

so daß wir die unendliche Gruppe: 
(XXVI) y=ay+b, = F(«) 


erhalten. 
>0)e. Soll eine Schar: 


ka ae EUR 


unsere Forderung A erfüllen, so kann f,,, wie man leicht erkennt, gleich 
Null gesetzt werden. Wir erhalten somit die unendliche Gruppe: 


b 
(XXIX) ln, Fin). 
20f. Jetzt suchen wir alle Scharen Xp + fq mit der arbiträren 
Funktion X und mit unendlich vielen Transformationen fq. 
Soll eine Schar: | 
fa)g, Xp +9q 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd V 23 
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mit den beiden arbiträren Funktionen fund X unsere Forderung A [49 
erfüllen, so können wir ohne Beschränkung: 


p=X,y 


setzen. Dabei muß die Schar: Xp + X,yq für sich die Forderung A 
erfüllen, daher ist entweder X,=0 oder auch können wir \,=X' 
setzen. Dies gibt die beiden unendlichen Gruppen: 


60 y=y+F@), 1=F@) 
und: 
(XXX) Pa)-Pa)+a, =D y+ Fl). 


p(«) 
Soll eine Schar: 
a), Aadys, Ap+ ya 
mit den drei arbiträren Funktionen /, fi und X unsere Forderung A 
erfüllen, so können wir ohne Beschränkung: 


p= X, la)y’ 
setzen, überdies muß X, = 0 sein. Wir erhalten somit die unendliche 
(Gruppe: ! 
(XXX) y=Fiz)y+F(e), = ®%e). 


Soll eine Schar: 
f(a)a, ha)ye, kadya, Xp+yg 


mit den drei arbiträren Funktionen f, f,, fs und X unsere Forderung A 
erfüllen, so können wir ohne Beschränkung =0 setzen. Wir er- 
halten somit die unendliche Gruppe: 





2 F I ' 
(XXXII) Mr LEE 2, = Fila), 


Soll eine Schar: 
fa, Xla)p +94 
mit den arbiträren Funktionen f und X unsere Forderung A erfüllen, 
so können wir ohne Beschränkung g = X,(x) setzen. Bilden wir so- 
dann die Gleichung: 
v9 XP+KN)=— 9 [50 
so erkennen wir, daß X, gleich Null gesetzt werden kann. Wir er- 
halten somit die Gruppe: 
(XXXIV) „=F(), = F()- 
Endlich die Schar: 
fa,y)g, Xp+t p(z,Y)4 
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erzeugt die unendliche Gruppe: 
(XXXV) y-F@, 9), &- 06). 


Man erkennt ohne Schwierigkeit, welche unter den hiermit ge- 
fundenen unendlichen Gruppen*wesentlich verschieden sind. 


$ 8. Allgemeine Erledigung des Hilfsproblems. 


Im vorangehenden Paragraphen bestimmten wir alle Gleichungs- 
systeme, die unsere Forderung A erfüllen und eine Gleichung der Form: 


en An e 
enthalten. Jetzt suchen wir alle übrigen Gleichungssysteme, welche 


unsere Forderung A erfüllen. 


21. In dieser Nummer suchen wir alle Gleichungssysteme [ohne 
Gleichung nullter Ordnung und] mit einer einzigen Gleichung erster 


Ordnung der Form: 


d d 
(«) tn + AE+ Bn=0, 


die unsere Forderung A erfüllen. 
In diesem Falle gibt es zwei infinitesimale Transformationen null- 
ter Ordnung: 
Br ee 


drei von erster Ordnung: 
20.25 AD yaR. , mr; 
von zweiter Ordnung gibt es dann jedenfalls eine: 
H= (aa? +bay+ cy’)p-+n9, [51 


und dabei können wir ohne Beschränkung annehmen, daß «a oder b 
oder ce von Null verschieden ist. Bildet man sodann die Ausdrücke: 


et, M)=-H, (tr, H)=H, 


so erkennt man die unzweifelhafte Existenz einer Transformation der 
Form: 
ep + (0,2 + B,xy-+ Y197)q +. =K. 


Bildet man andererseits die Ausdrücke: 
| @p—yga+,K)=-K, (p-ygt,K)=K, 
so erhält man eine Transformation der Form: 


p+Pß,xygq +: =L, 
23* 
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und darnach: 


@ +, D-(A-Datgt---. 


Eine ganz analoge Überlegung gibt, welche auch die Zahl n ist, 
infinitesimale Transformationen der Form: 


p + PB," 'tyg +, (B,— )arq+:--. 


Indem man nun wie in Nummer 6 weiter räsonniert, erkennt 
man zuerst, daß ß, von 1 verschieden sein muß, und findet darnach 
vier und nur vier infinitesimale Transformationen zweiter Ordnung der 
Form: 


+, P—2zyg+t:, 2Zayp—yat:--, Ypt:--. 


Hieraus folgt, daß unser vorgelegtes Gleichungssystem nur zwei @lei- 
chungen zweiter Ordnung enthält, diejenigen nämlich, die aus («) durch 
Differentiation hervorgehen. 

Ein analoges Räsonnement zeigt, daß 8,21, und daß es somit 
eine Transformation der Form x"q +: -- gibt. Nun aber ist: 


(@"q, yp) = z"p — nat "'yg, 
(ap — na" "'yg, yp) = 2a" "'yp — (n — 1)ar-?y?g, 
2ar='yp — (mn — Ya ?y?q, yp) =3ar yPp— (n— 2)ar®y°q, ---. [52 


In dieser Weise erhält man n +2 infinitesimale Transformationen 
n-ter Ordnung. Daher enthält unser vorgelegtes Gleichungssystem nicht 
mehr als n Relationen n-ter Ordnung, und zwar nur diejenigen » Glei- 
chungen, die aus («) durch (n — 1)-malige Differentiation hervorgehen. 


Enthält daher ein vorgelegtes Gleichungssystem, das unsere Forde- 
rung A erfüllt, [nur] eine Gleichung [erster Ordnung und zwar von] 
der Form (a), so enthält es keine weiteren Gleichuhgen als diejenigen, 
die aus («) durch Differentiation hervorgehen. 

22. Jetzt suchen wir alle Gleichungssysteme [ohne Gleichungen 
nullter und erster Ordnung und] mit [nur] zwei Gleichungen [zweiter 
Ordnung] der Form: 

tr et, 


die unsere Forderung A erfüllen. 

In diesem Falle gehen, haben wir: gefunden, (Nr. 14), die Glei- 
chungen (B) durch Differentiation aus einer einzigen Gleichung erster 
Ordnung: 


(©) &.+n,+ 45 + Bn = Const. 
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mit einer arbiträren Konstanten hervor. Indem man ganz wie in 
Nummer 6 und in der vorangehenden Nummer räsonniert, erkennt man 
für jedes n >1 die Existenz von n +2 infinitesimalen Transforma- 
tionen n-ter Ordnung. Es gibt daher sicher nicht mehr als » Diffe- 
rentialgleichungen »-ter Ordnung. 

Enthält daher ein Gleichungssystem, das unsere Forderung A er- 


füllt, [keine Gleichungen nullter und erster Ordnung und nur] zwei 
| Gleichungen [zweiter Ordnung] der Form (B), so besteht es nur aus 
- diesen beiden Gleichungen zusammen mit denjenigen, die aus ihnen 
- durch Differentiation hervorgehen. 


Wir fassen die wichtigsten bisherigen Ergebnisse folgendermaßen 
zusammen: 


Erfüllt ein Gleichungssystem unsere Forderung (A), so kann das- 


selbe entweder die Form: 


&,+n,= a = Const. 


‚ oder auch eine unter den in dem vorangehenden Paragraphen aufgestellten 


kanonischen Formen erhalten. Dabei ist a entweder eine arbiträre [53 
Konstante oder auch gleich Null. 


$ 9. Bestimmung aller kontinuierlichen unendlichen Gruppen von 
Transformationen zwischen x und y. 


Kennt man gewisse infinitesimale Transformationen: DEROf.., 


einer kontinuierlichen Gruppe, so ist es immer möglich, weitere infini- 
 tesimale Transformationen derselben Gruppe zu konstruieren, und zwar 


in zwei wesentlich verschiedenen Weisen. 


23. Bei der infinitesimalen Transformation: 


Beh te Hg 


erhält jeder Punkt x, die benachbarte Lage: x,+ &,01. Führt man dar- 


nach auf diesen Punkt x,+ 8,01 die Trausformation: 


d d 
mt tan 


- aus, so erhält derselbe die ebenfalls benachbarte Lage: #,+ &;6t + 2,01. 
- Hieraus schließen wir, daß unsere Gruppe alle infinitesimalen Transfor- 


mationen der Form: 


BBf+YCf 
enthält, welche auch die Konstanten ß und y sind. 
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24. Man kann indes auch folgendermaßen verfahren. Man führt zu- 
erst den Punkt p durch die infinitesimale Transformation Bf in die Lage 
p, und darnach den Punkt p, durch die infinitesimale Transformation 


eh 


Cf in die Lage p,. Sodann führt man p durch die Transformation Of | 


in die Lage x, und darnach =, durch die Transformation Bf in die 
Lage ,. Im allgemeinen ist nun die Strecke von p, nach z, von Null 
verschieden, während sie allerdings von zweiter Ordnung sein muß. 


Dabei ist sicher, daß die infinitesimale Transformation, die den 


Punkt p, nach der Lage =, bringt, unserer Gruppe angehört. 


Wir suchen den analytischen Ausdruck dieser infinitesimalen Transfor- 


mation. 

Vermöge der infinitesimalen Transformation: Bf=2$,p, erhält [54 
der Punkt x, die benachbarte Lage x;, wo die Koordinaten x; mit Be- 
rücksichtigung von infinitesimalen Größen zweiter Ordnung die Werte: 


o? 
= +05 + Se BE; 


haben, dabei vorausgesetzt, daß ®, eine infinitesimale Größe bezeichnet. 


Vermöge der infinitesimalen Transformation Cf erhält andererseits der 


Punkt x, die benachbarte Lage (x,)', wo: 
= +0n+ - CN: 


Führt man daher auf den Punkt x, zuerst die Transformation Bf und - 
darnach die Transformation Of aus, so erhält derselbe die benachbarte 


„ 
Lage &;, wo: 


R =1r,+ 0,8; + - BE, + 
+09(1,+®,Bn) + 
+ > Cn;: 


Führt man andererseits auf den Punkt z, zuerst die Transformation Of 
und darnach die Transformation Bf aus, so erhält der Punkt 2, die 


benachbarte Lage (z,)”, wo: 
(2) = % + N; +3 Om, a 


+0, (&, +, C$E,) 1 


Also wird: & — (&,) = 0, 0,(Bn, — C$). 


Unsere Gruppe enthält daher eine infinitesimale Transformation, ver- 


möge deren die x, die Inkremente: 


32,— (Bn,— 08)6t [56- 


erhalten. 
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Enthält daher eine kontinuierliche Gruppe, sie möge endlich oder un- 
endlich sein, die beiden infinitesimalen Transformationen, deren Symbole 
Bf und Of sind, so enthält sie zugleich diejenige infinitesimale Transfor- 
mation, deren Symbol B(C(f)) — C(Bif)) ist. 

25. Hieraus folgt unmittelbar der Satz: 


Definiert ein lineares Gleichungssystem: 
A&5+Bn+0:,+ = 0 
eine unendliche (oder endliche) Gruppe, so ist sicher, daß dieses Glei- 


chungssystem unsere Forderung A erfüllt. 


Dieser Satz läßt sich unmittelbar verallgemeinern. Ist in der Tat 
irgend eine unendliche und kontinuierliche Gruppe mit den infinitesi- 
- malen Transformationen: 

&,Dı ak ED 





definiert durch gewisse partielle Differentialgleichungen zwischen den 
&, und den z;: 

rt 

Eee ar ee Pr 3 

- so müssen diese Gleichungen linear und homogen in den &, und 
ihren Differentialquotienten sein. Enthält nämlich eine Gruppe die 
beiden infinitesimalen Transformationen Bf und Cf, so enthält sie 
- sicher auch die Transformation ßBf-+yCf mit den beiden arbiträren 
" Konstanten ß und y. 


26. Setzt man daher als Axiom fest, daß jede kontinuierliche 
Gruppe, d. h. jede von infinitesimalen 'Transformationen: 


EP, & a a4 ED. 


erzeugte Gruppe zwischen den Variabeln «,,..., &, durch partielle 


- Differentialgleichungen zwischen den &, und «x, definiert werden kann, 
so folgt aus den vorangehenden Entwickelungen: 


1. daß die betreffenden Definitionsgleichungen linear und homogen sind, 

2. daß diese Gleichungen unsere Forderung A erfüllen, [56 

3. daß alle unendlichen kontinuierlichen Gruppen von Transforma- 
tionen [der Ebene] auf die im Voranyehenden bestimmten kanonischen 
Formen reduktibel sind. 

Diese Sätze liefern leicht die folgenden Korollare, auf die ich bei 
dieser Gelegenheit nicht näher eingehe: 

a) Läßt eine unendliche kontinuierliche Gruppe zwischen x, y eine 
Differentialgleichung: f(x, y, Y, . . -, y) = 0 invariant, so ist m— 1. 
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b) Läßt eine unendliche Gruppe zwischen x, y keine solche Diffe- 
rentialgleichung invariant, so kann sie eine derartige Form erhalten, daß 
ihre Transformationen alle Flächenteile der Ebene nach konstantem Ver- 
hältnisse ändern oder sogar invariant lassen. 


€) Eine unendliche kontinuierliche Gruppe zwischen x, y läßt ent- 


weder keine, eine oder auch zwei Differentialgleichungen erster Ordnung - 


invariant. 


Die Theorie der unendlichen Transformationsgruppen ist besonders 
wichtig für die Transformationstheorie der partiellen (oder gewöhn- 


lichen) Differentialgleichungen. 


XIlla. Selbstanzeige von XIII. 
F. d. M. Bd. XV, Jahrg. 1883, S. 749—751. Berlin 1886. 


Eine Schar von Operationen bildet eine Gruppe, wenn die Suk- 
zession zweier Operationen der Schar mit einer einzigen Operation der- 
selben äquivalent ist. Kontinuierlich heißt eine Gruppe, deren sämt- 
liche Operationen durch unendlichmalige Wiederholung von infinitesi- 
malen Transformationen erzeugt sind; diskontinuierlich heißt dagegen 
eine Gruppe, deren Operationen sämtlich endlich verschieden sind. Es 
gibt noch eine dritte Kategorie von Gruppen, die dadurch charakteri- 
siert sind, daß sie eine kontinuierliche Untergruppe enthalten, während 
sie selbst keine kontinuierlichen Gruppen nach der soeben aufgestellten 


Definition sind; als Beispiel einer Gruppe dieser letzten Kategorie möge 


der Inbegriff aller projektivischen und dualistischen Transformationen 
einer Ebene angeführt werden. 

. Eine diskontinuierliche Gruppe heißt endlich oder unendlich, je 
nachdem die Zahl ihrer Operationen begrenzt oder unbegrenzt ist. 
Dementsprechend zerfallen auch die kontinuierlichen Gruppen in zwei 


ir Br ae en TE in Ye 


Hauptklassen, je nachdem sie eine endliche oder unendliche Zahl un- 
abhängiger infinitesimaler Transformationen enthalten. [750 


Als Beispiel einer kontinuierlichen endlichen Gruppe kann der In- 
begriff aller projektivischen Transformationen einer Ebene dienen; diese 
Gruppe enthält acht wesentliche Parameter und dementsprechend acht 
unabhängige infinitesimale 'Transformationen. Einfache Beispiele für 
unendliche Gruppen sind der Inbegriff von allen Punkttransformationen 


einer Ebene: 
27 = F(z, Y), 5 gen D(z, Y); 


wie auch der Inbegriff von allen Punkttransformationen der speziellen 


Form: 
24 = F(«), Y, = D(z, Y): 


Au an. $3l0 3 1RlEb 1 Bud 33 ei Sum alamle a Ze Es u Anis 


En ikea 
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In einer großen Zahl von älteren Arbeiten entwickelte der Verfasser 
schon eine allgemeine Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen. 
Die vorliegende Abhandlung enthält die Grundzüge einer entsprechen- 
den Theorie der unendlichen kontinuierlichen Gruppen und insbeson- 
dere eine detaillierte Bestimmung aller derartigen Gruppen von Punkt- 
transformationen einer Ebene. 

Dabei ist indes zu bemerken, daß der Begriff „kontinuierliche un- 
endliche Gruppe“ folgendermaßen näher begrenzt wird. Ist: 

AR öf. 
Bizan  Fa 
das allgemeine Symbol der infinitesimalen Transformationen einer der- 
artigen Gruppe, so wird als Axiom aufgestellt, daß die betreffende 
Gruppe sich durch gewisse partielle Differentialgleichungen: 
| 08 0°5, 

2, (2, FRE SR ER Me 32,’ EEE ee .) = (0 
definieren läßt. Es ist aber nicht schwierig, einzusehen, daß dieses 
Axiom den betreffenden Begriff begrenzt; denn zum Beispiel der In- 
begriff aller Punkttransformationen einer Ebene, die einen Punkt in- 


_ variant lassen, bildet eine kontinuierliche unendliche Gruppe, deren 


infinitesimale Transformationen sich nieht durch Differentialgleichungen 
definieren lassen. 

Indem das besprochene Axiom zugrunde gelegt wird, erkennt man 
leicht, daß die 2,— 0 linear und homogen hinsichtlich der &, und [751 
ihrer Differentialquotienten sein müssen. Man erkennt ferner ohne 
Schwierigkeit, daß gleichzeitig mit B,f und B,f immer auch 


B, (B,(f)) Er B, (B, (f)) 


Symbol einer infinitesimalen Transformation der betreffenden Gruppe 
sein muß. Diese Bemerkungen führen jedenfalls für n —=2 durch ver- 
hältnismäßig einfache Rechnungen zur Bestimmung von allen konti- 
nuierlichen unendlichen Gruppen. 

Unter den übrigen Resultaten der Arbeit muß es genügen, anzu- 
führen, daß es nur zwei wesentlich verschiedene unendliche Gruppen 
von Punkttransformationen einer Ebene gibt, bei denen keine Kurven- 
schar: f(x, y) — const. invariant bleibt. Die eine derartige Gruppe be- 
steht bei passender Variablenwahl aus allen Punkttransformationen 
einer Ebene, welche alle Flächenräume invariant lassen; die Transfor- 
mationen der zweiten Gruppe ändern alle Flächenräume nach konstan- 
tem Verhältnis. L 


XIV. 


Klassifikation und Integration von gewöhnlichen 371 
Differentialgleichungen zwischen x. y, die eine Gruppe von i 
Transformationen gestatten. IIL, 


Von SoprHus Lie. 
Arch. for Math. Bd. VII, Heft 4, S. 371-458. Christiania 1883. 
Erschienen im November. 

Die nachstehende Abhandlung bildet die Fortsetzung von zwei 
früheren Arbeiten, die in diesem Bande, S. 187 und $. 249 [hier 
Abh. X u. XI] publiziert worden sind. In der ersten unter ihnen be- 
trachtete ich sukzessiv alle kontinuierlichen Gruppen von Transforma- 
tionen zweier Variabeln x, y, reduziert auf kanonische Formen, und 
bestimmte ihre zugehörigen invarianten Differentialgleichungen; hier- 
durch erhielt ich insbesondere, wie ich 1874 angekündigt hatte, eine 
vollständige Klassifikation von allen Differentialgleichungen: 


362 Y, %, ...- y")) =( 


mit einer kontinuierlichen Transformationsgruppe. In der zweiten oben 
zitierten Arbeit entwickelte ich für alle derartigen Gleichungen mit 
einer bekannten Gruppe eine detaillierte Integrationstheorie, die im 
wesentlichen als eine Illustration meiner alten Integrationstheorie von 
vollständigen Systemen mit bekannten infinitesimalen Transformationen 
aufzufassen war (Ges. d. Wiss. zu Christiania 1874 [d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XIV], Math. Ann. Bd. XI, 1876 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III]). 

In der nachstehenden Abhandlung!), die ebenfalls als Ausführung 
eines Teils derjenigen Ideen, die ich 1874 in den Gött. Nachr. [372 
[hier Abh. I] andeutete, aufzufassen ist, denke ich mir eine ganz be- 
liebige Gleichung: 

Fa, 9, y, .. ., y'9) = 0 


vorgelegt und entwickele eine allgemeine Methode erstens zur Ent- 
scheidung, ob sie eine kontinuierliche Gruppe gestattet, zweitens zur 


1) Ein vollständiges schematisches Resum& derselben gab ich im Dezember 
1882 in dieser Zeitschrift [hier Abh. IX, 8. 238f.). 
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Bestimmung dieser Gruppe, wenn sie existiert, durch die einfachsten 
Hilfsgleichungen. 

Da die nachstehenden Entwickelungen der Natur der Sache nach 
teilweise eine ziemlich abstrakte Form haben, halte ich es für zweck- 
mäßig, im ersten Paragraphen ein spezielles Beispiel, das an und für 
sich bedeutendes Interesse darbietet, selbständig und ausführlich zu be- 
handeln. Hoffentlich wird es mir hierdurch gelingen, einerseits das 
Verständnis der späteren Entwiekelungen zu erleichtern, andererseits 
die Wichtigkeit und die Tragweite meiner allgemeinen Theorien zu 
illustrieren. Allerdings ist das betreffende Beispiel insofern ungünstig, 
als es nur die Reduktion einer Gleichung zweiter Ordnung auf eine 
lineare Gleichung dritter Ordnung leistet, während die späteren 
Paragraphen viele Beispiele einer ganz anders großen Integrationsreduk- 
‚tion liefern. 


$ 1. Über Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die auf die 
Form: y’=0 reduktibel sind. 


Laß mich annehmen, daß ich weiß, daß eine vorgelegte Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung: 


y 2m F(&, Y; y) 
ein allgemeines Integral der Form: 
Y(&, y) + Const. X(x, y) + Const. = 0 


besitzt, so daß sie durch Einführung der (unbekannten) Größen Y und 
X als neuer Variabeln anstatt y und x die Form: 
a 9 


4x: 1373 


erhalten würde. Dann ist es möglich, wie ich in der ersten Nummer 
dieses Paragraphen zeigen werde, die Integration von y’— F auf die- 
jenige einer linearen Gleichung dritter Ordnung und gewisse Quadra- 
turen zurückzuführen. In der zweiten Nummer beweise ich sodann, 
daß die besprochenen Quadraturen durch Differentiationen ersetzt wer- 
den können, und gebe gleichzeitig den synthetischen Schlüssel zu der 
entwickelten Theorie. 
1. In der Gleichung: 
d’y 


za N 


führe ich neue Variabeln x, y durch die Substitution: 
y=Y(a,y), x= X(a,y) 
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ein. (Im Folgenden bezeichnen x und z verschiedene Größen, ebenso 
y und y, D und D, usw.) Setze ich dann zur Abkürzung, welche auch 
die Größe U sein mag, immer: 


dU 
2: — und: dy = IB 


so erhält unsere Differentialgleichung in den Variabeln x, y die Form: 


d? dy\3 dy\? a 
tr) ++ 2) +a=0, 


wo: 
An —IEn „in IE, N Fan DS 
xy,—yx, xy,—yx’ xy,—yx,’ 
TE Me EDIT BE 
Er av. 00 xy,—yz, 


Soll daher unsere vorgelegte Gleichung: y’= F auf die Form: Y=0 
reduktibel sein, wie wir vorausgesetzt haben, so muß sie unter allen 
Umständen die Form: 


en ererdger- 


besitzen, und zur Bestimmung der beiden Größen x, y als Funk- [374 
tionen von &, y erhalten wir die vier Differentialgleichungen: 


(1) A=-F, B+2C0=F, b+2c=F, a=F, 
auf deren allgemeine Integration unser Problem zurückgeführt ist, weil 


Ja alles darauf hinauskommt, die vorgelegte Gleichung auf die Form: 
y”=0 zu transformieren. 

Die sechs Größen A, B, O, a, b, ce sind, behaupte ich, welche Funk- _ 
tionen von 2, y auch die Größen x, y bezeichnen mögen, immer durch 
die vier folgenden Differentialgleichungen verbunden: 





ja _ Se 4 aB-c(b+e)+Ca ı 

n we =(, 
er, rt4-B+r0)+e4=0, 

+ ge At el —0. 


Unter denselben genügt es, die beiden ersten direkt zu verifizieren; 
vertauscht man sodann in ihnen x mit y und dementsprechend A mit 
—a, B mit —b, C mit —c, so erhält man die beiden letzten. Ich 
werde im übrigen in der nächsten Nummer zeigen, wie ich ursprüng- 
lich die Existenz dieser Relationen erkannte. 
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Durch Kombination derselben und Benutzung der Relationen (1) 
erhält man einerseits die beiden Gleichungen: 


a oe Fri Ehe 


5 de 

. a Ze er 

andererseits die analogen Gleichungen: [375 
i + Roh. ıX 

a ra 


welche vereinigt zur Bestimmung der beiden unbekannten Größen c 
und © genügen. 

Gleichungen dieser Form sind in gewissem Sinne analog der Ric- 
catischen Gleichung erster Ordnung, weil sie sich durch die Sub- 
stitution: 

= Z ,‚„ (= =: 
in lineare Gleichungen umwandeln lassen. Setzt man nämlich, wie 
man kann: 


dw 1 
dy =UÜ— „Fıw, 


du /(dF 
n=-zFu—Fo+ Im . FF,)w, 
dv ı onen, 
6) ee FR ya Fe 
dw 1 
Fe a 
du wo at ART 
de ru + (FF — 3 de + je 
dv 2 n dF, 
(6) a sferFur (GAR), 
dw 1 
Fr 





welche immer die Integrabilitätsbedingungen erfüllen, wenn dies, wie 
vorausgesetzt, mit den beiden Systemen (3), (4) der Fall ist. 

Ein jedes unter den erhaltenen linearen simultanen Systemen ist [376 
offenbar äquivalent mit einer gewöhnlichen linearen Gleichung dritter 


Ordnung, und überdies reduziert sich nach bekannten Theorien die Be- 
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stimmung derjenigen Größen u, v, w, die sowohl (5) wie (6) erfüllen, 
auf die Integration einer einzigen gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichung dritter Ordnung, die eine arbiträre Konstante enthält (siehe 
Note 1, [S. 422]): 


d’i d?) dh 
(7) at Man tr Yız +Mi=0. 


Denken wir uns diese lineare Gleichung dritter Ordnung integriert, so 
erhalten wir Werte der Größen c, C mit zwei arbiträren Konstanten. 

Es ist nun leicht zu verifizieren, daß alle Entwickelungen dieser 
Nummer ungeändert blieben, wenn wir statt der vier Größen B, (C, b, e 
die vier folgenden: 


‚ ‚ ‚ r 
N (6 EN ERE Dn Nie 


4 {2 1 [4 ’ , 
xJ, 7 IX, x Ah, x 
[73 [24 [4 ’ ’ Al [2 ‘ 
b EBEN %,5J — J,% + Dies x y> el x, x 
BET ’ [2 ’ 4 EEE E83 ’ 
near x 27, CH 


eingeführt hätten. Zur Bestimmung der Größen C, und c, erhielten 
wir identisch dieselben Gleichungen (3), (4), die uns zur Bestimmung 
von Ü und c gedient haben. Wir können daher nach der Integration 
der linearen Gleichung dritter Ordnung (7) auch für CO, und c, Werte 
mit zwei arbiträren Konstanten angeben. Nun aber ist: 


x 5 % 
Sala el, 
so daß eine Quadratur uns den Wert von x mit fünf arbiträren Kon- 


stanten liefert. 
Setzt man andererseits: 





Be rn (or 


Er OR ee ee 
ASCHE Ye De | 

ze te aa yes 
so erkennt man, daß auch (, und c, die beiden Systeme (3), (4) er- 
füllen, so daß man unter den früheren Voraussetzungen ihre Werte mit 
‚zwei arbiträren Konstanten angeben kann. Daher liefern die Gleichungen: 


er EB 9 
J. y E 


durch eine Quadratur die Bestimmung von y. 

Die Bestimmung der Größen y und x und gleichzeitig die Inte- 
gration der vorgelegten Gleichung: y”= F ist also hiermit reduziert 
auf die Erledigung einer gewöhnlichen linearen Gleichung dritter Ord- 
nung zusammen mit zwei Quadraturen. Die gefundenen Werte von y 
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und x enthalten acht arbiträre Konstanten, die sämtlich wesentlich sein 
müssen, weil die allgemeinsten Werte von y und x sich durch zwei 
partikuläre Werte y,, x,. durch die Formeln: 


(8) _ Int Ms +NX _LYyt+tMx%+N; 


— .—_ _ x Em an 
M LUy rt 4,2 +8,’ Ly»+M%+ N 


mit acht wesentlichen Konstanten: ZL, M,..., M,, N, ausdrücken. 


2. Die Entwickelungen der vorangehenden Nummer beruhen eigent- 
lich auf der soeben gemachten, an sich evidenten Bemerkung, daß die 
allgemeinsten Werte von x, y sich durch zwei partikuläre Werte x,, yy 
vermöge der Formeln (8) ausdrücken. 

In den Gleichungen: 


ÄA=-PBIOO-R bider,ao-r 


haben infolgedessen die vier Differentialausdrücke: A, B+20, b+2e, 
a die fundamentale Eigenschaft, invariant zu bleiben, wenn in ihnen [378 
die Größen x, y durch: 


Ly+Mx+N Ly+M,xs-+N, 


LyJtMs+N’ Ls+Mı+N 





ersetzt werden, welche Werte auch die Konstanten: L, M,..., M,, N, 
haben mögen. Die Ausdrücke: A, B+20,b+2c, a sind daher Diffe- 
rentialinvarianten bei der allgemeinen projektivischen Transforma- 
tion der Größen x, y. 

Es läßt sich andererseits leicht nachweisen, daB eine jede unter 
den sechs Größen: A, B, C, a, b, c, wie auch ihre Differentialquo- 
tienten hinsichtlich x und y sich bei allen linearen T'ransformationen 
der Form: 


(G,) (x)=Ly+Mıxı+N, yY=Ly+Mx+N, 


als Differentialinvarianten verhalten. Um dies zu beweisen, suchen wir, 
indem wir wesentlich wie im ersten Abschnitte S. 194 u. f. [hier Abh. X, 
S. 244f.] verfahren, die Definitionsgleichungen aller Funktionen von 
X, y,X,x,y,y,X,..., die sich bei der sechsgliedrigen Gruppe (G,) 
als Invarianten verhalten. 

Hierzu müssen wir die sechs infinitesimalen Transformationen un- 
serer Gruppe, nämlich: 

af df df af af af 


dx’ dy ax’ Tax’ dy’ Ydy 


betrachten. Bei der infinitesimalen Transformation Ei oder 2) er- 


dx 
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halten die Größen: X’, x, y,y,.---, y; ... keine Inkremente. Daher 


schließen wir sogleich, daß die gesuchten Invarianten die Gleichungen: 


de af 
FR SEE 0, dy =, 
erfüllen und somit x und y nur als Differentialquotienten enthalten. 


Bei der infinitesimalen Transformation en erhält x das In- [379 


krement xöt, y das Inkrement Null, X° das Inkrement!) x’dt; x, das 
Inkrement x,öt; x” das Inkrement x”öt,...., überhaupt a das In- 


krement x.öt; die entsprechenden Inkremente der Größen „ sind 


sämtlich Null. Also erfüllen die gesuchten Invarianten die Gleichung: 


af a af af af 


we re Sir gti, tete t 


Eine analoge Behandlung der infinitesimalen Transformation y53 


liefert die Gleichung: 
df 


d a df ‚d 
rn etrnaetngt 


die von unseren Invarianten erfüllt werden muß. Dementsprechend 
liefern auch die infinitesimalen Transformationen: nr zwei ein- 
fache Definitionsgleichungen. 
Alle Differentialinvarianten der Ar (G,) sind somit bestimmt 
durch die sechs Gleichungen: 
Tr. De as Ö, Zy, er N, 
dy 
(k) (k) 
af _.[ a) df a _df 
— —=0(0 2 „=(0, 2y =0. 
(k) 7.0) ? (k) 
Ay dx 
Die Form dieser Relationen zeigt nun, daß die Größen: A, DB, C, 
a, b, c Invarianten von (G,) sind. Daß auch ihre [zwölf] Differential- 
quotienten hinsichtlich x und y Invarianten sind, a darauf, [380 


daß die Gleichung: 
I(x, 3, 7. . ..) = I[@), (y); (2), - J=(N 


1) Aus der Gleichung: 
dx=x de+x,dy 
folgt nämlich: 
ödx—=dxde + dx,dy=döx—dxöt 
und: 





RR FHRRTER: 








TUT 
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die Relation: 
dI dm 
dx da 
nach sich zieht. 


Es gibt eine und nur eine invariante Gleichung erster Ordnung: 

nämlich: 
xy, Een xy= 0. 

Da wir in den vier Differentialquotienten erster Ordnung und den 
sechs zweiter Ordnung gerade vier unabhängige Relationen erhalten, 
die ein vollständiges System bilden, so gibt es sechs unabhängige ab- 
solute Invarianten zweiter Ordnung. Da die Zahl der Differentialquo- 
tienten dritter Ordnung gleich acht ist, so gibt es acht wesentliche 


"Invarianten dritter Ordnung. Also schließen wir, daß die zwölf früher 


besprochenen Invarianten dritter Ordnung, nämlich die Differentialquo- 
tienten erster Ordnung von: A, B, ©, a, b, ce hinsichtlich x und y, mit 
den Invarianten zweiter Ordnung jedenfalls durch vier Relationen ver- 
knüpft sind. 

In dieser Weise erkannte ich zuerst die Existenz der Relatio- 
nen (2). 
Die Reduktibilität des simultanen Systems (3), (4) auf eine ge- 
wöhnliche lineare Gleichung dritter Ordnung ist ein sehr spezieller Fall 
einer allgemeinen Theorie, auf die ich indes bei dieser Gelegenheit 
nicht eingehen werde. Es muß hier genügen, daß ich die Reduktion 
wirklich durchgeführt habe. 

Ersetze ich nun in der Gruppe: 


(6) 9 ie SR 


und in ihren Invarianten: A, B, C, a, b, c die Größen x und y durch 
— 1:x und y:x, so erhalte ich wiederum eine sechsgliedrige Gruppe, 
nämlich: 


(6) z!p+xygq, xyp+y’q, q, xq, yq, xp ° da 
mit ihren Invarıanten: 


4,, B,; C, d,, b,, 5 


wo B,, C,, b,, c,, die in der vorangehenden Nummer angegebenen 


' Werte haben, während A,=A und = a ist. 


Und da die Gleichungen (2) identisch bestehen, welche Funktionen 
von x und y auch die Größen x, y sein mögen, so erfüllen c, und C, 
die simultanen Systeme (3), (4) und werden daher bestimmt durch In- 


' tegration der linearen Hilfsgleiehung dritter Ordnung (7). 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 24 
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In ganz ähnlicher Weise können wir in der Gruppe (G,) und in 
ihren Invarianten: A, B, CO, a, b, ce die Größen x, y durch x:y und 
— l:y ersetzen. Hierdurch erhalten wir die sechsgliedrige Gruppe: 


(G;) p, xp, 3D, 39, wp tıyg, zyprYG 


mit ihren sechs Invarianten zweiter Ordnung: A,, B,, Üs, Ag, bg, Ca, 
welche die früher angegebenen Werte besitzen Dabei ist klar, daß €, 
und c, die Gleichungen (3), (4) erfüllen und daß somit ihre Werte mit 
zwei arbiträren Konstanten nach der Integration der linearen Gleichung 
dritter Ordnung hingeschrieben werden können. 

Also finden wir, ganz wie in der ersten Nummer angegeben wurde, 
die Werte der vier Größen: 


als Funktionen von x und y mit sechs Parametern. 

Es ist nun leicht vorauszusehen, daß die in der ersten Nummer 
zur Berechnung von x, y ausgeführten Quadraturen erspart werden 
können. Man führe in der Tat auf die Gruppe (G,) und ihre sechs 
Invarianten irgend eine Substitution der Form (8) aus. Hierdurch er- 
hält man eine neue Gruppe G, mit ihren Invarianten: A,, D,, O,, [382 
Ay, Dy, 3, deren Werte als Funktionen von x und y mit zwei neuen 
arbiträren Konstanten angegeben werden können. Durch Vereinigung 
der hiermit gefundenen Relationen mit den früheren gelingt es (im 
allgemeinen), die Größen x und y als Funktionen von x.und y mit 
acht arbiträren Konstanten algebraisch zu berechnen. 

Hier nur noch die folgende Bemerkung, deren Richtigkeit sich 
leicht erkennen läßt. Die Gruppe G, besteht, geometrisch aufgefaßt, 
aus allen projektivischen Transformationen der Cartesischen Ebene x, y, 
welche die unendlich entfernte Gerade invariant lassen. Dementsprechend 
läßt die Gruppe G, die Gerade x=(0), die Gruppe G, die Gerade y=0 
und endlich die Gruppe G, eine gewisse Gerade y invariant. Die oben- 
stehende Bestimmung von x und y ohne Quadraturen wird nur in dem 
speziellen Falle illusorisch, wenn die Gerade g entweder durch Origo: 
x=(0, y=() geht, oder mit einer unter den Koordinatenachsen: 
x-0,y-0 parallel ist, d. h., wenn unter den vier Geraden, welche 
die vier Gruppen: G,, G,, G,, 6, definieren, drei durch denselben Punkt 
gehen. 


: 


3 





E 
2 
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$2. Über den Inhalt dieser Abhandlung. 


3. Ist eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen zwei 


Variabeln: 
f®, Y,Yy-.+, y)) = 0!) (m>1) 


vorgelegt, so ist es immer möglich, durch ausführbare Operationen, 
d. h. durch Differentiation und Elimination zu entscheiden, ob sie [383 
eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen gestattet, anders aus- 
gesprochen, ob sie gewisse infinitesimale Transformationen, etwa: 


| d d 
5(@, De + (8, y) zn =Ep+nq 


zugibt. Die hierzu erforderlichen, häufig sehr weitläufigen Rechnungen, 
die im nächsten Paragraphen schematisch angegeben werden, geben 
gleichzeitig die Zahl der Parameter der betreffenden Gruppe, d.h. die 
Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe. 
Man bestimmt hiernach, wie viele Kurvenscharen: p(y, x) = «a bei der 
Gruppe invariant bleiben, anders ausgesprochen, wie viele Differential- 
gleichungen erster Ordnung die Gruppe gestatten, und entscheidet 
gleichzeitig, ebenfalls durch ausführbare Rechnungen, auf welche unter 
den früher (siehe z. B. Math. Ann. Bd. XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I]) 
aufgestellten kanonischen Formen die Gruppe reduktibel ist. 

Die endgültige Bestimmung der Gruppe, die in mehreren Weisen 
geleistet werden kann, verlangt immer gewisse Integrationsoperationen, 
die indes im allgemeinen entweder auf Quadraturen oder jedenfalls auf 
die Erledigung von linearen Gleichungen zweiter Ordnung hinauskom- 
men. Es gibt nur drei Gruppen, die nicht in dieser Weise bestimmt 
werden können; sie werden indes immer durch die Integration einer 
gewöhnlichen linearen Gleichung zwischen zwei Variabeln gefunden, 
und da die Ordnung der Hilfsgleichung jedenfalls nicht größer als m +1 
ist, so gibt meine Theorie immer eine Integrationsvereinfachung, dabei 


‚ vorausgesetzt, daß F=0 eine kontinuierliche Gruppe gestattet. 


Wenn eine vorgelegte Gleichung F—= 0 eine unbekannte Gruppe 
mit mehreren Parametern zugibt, so kann der Fall eintreten, daß man 


1) Wir setzen im Texte voraus, daß m größer als 1 ist. Dies beruht darauf, 


' daß die Gruppe einer Differentialgleichung erster Ordnung von einer arbiträren 
‘ Funktion abhängt, während die Gruppe, wenn m >1, höchstens arbiträre Kon- 
 stanten enthält. Ges. d. W. zu Christiania 1883 [hier Ath. XIII, Schluß, S. 359, 
‚ 2.2,1v.u.], Gött. Nachr. 1874 [bier Abh. I, 8. 7f]. Die Bestimmung einer infini- 
‚ tesimalen Transformation einer Gleichung erster Ordnung ist nach mir äquivalent 


mit der Auffindung eines Integrabilitätsfaktors. Ges. d. W. zu Christiania 1874 


- {d. Ausg. Bd. III, Abh. XII, S. 181, Satz 3]. 
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gewisse andere Gleichungen: = 0, dY = (0 kennt, welche eine Unter- 
gruppe der besprochenen Gruppe gestatten. In diesem Falle ist es [384 
vorteilhaft, zunächst die Untergruppe zu bestimmen. 


$ 3. Aufstellung von den Definitionsgleichungen der Gruppe 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung. 


4. Wünschen wir die Forderung analytisch auszudrücken, daß eine 
vorgelegte Differentialgleichung: 


y)= Fla,y,Y,..., y"») 
eine gewisse infinitesimale Transformation: 
dz= &(z,y)dt,öy=n(a,y)öt 
die wir auch folgendermaßen schreiben: 


d 
EI +ng, in +ng= Bf, 


gestattet, so müssen wir zunächst diejenigen Inkremente: öy', dy”, 
öy”,... berechnen, welche die Größen: y',y”,y”,... bei unserer infini- 
tesimalen Transformation erhalten. 


Es ist: 
ö ’ Ö: wo öy 
3, (day — Y de) = a7 - ydz — 5 de 
‚ dy 
- dn —yds— da 
-(n-yg)de+ = y 5.) av 57 9m, 


und da dieser Ausdruck nach der Substitution: dy = y’ dx verschwinden 
muß, so folgt die Formel: e 


dy _dn dn ds a: 
er nern, 
die man auch folgendermaßen erhalten kann. Es ist: 
ödy dd 
ey Bay . IE Ar (886 
a u 2 90, 


und durch Vertauschung der Symbole d und ö folgt die Gleichung: 


öy _ dn— ya 
öt dx 4 


die durch Ausführung wiederum den soeben gefundenen Wert von öy 
liefert. 
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Eine ganz analoge Überlegung gibt 


dy (+1) 
u a. Te 
ae IE Pr 
Setzen wir daher überhaupt: 
öy® k 
En = 


so wird das Inkrement dy+! bestimmt durch die Formel: 


ae are NaE_ zum, 
ot dx 


wobei die Difterentiation hinsichtlich x als eine totale aufzufassen ist. - 
Die Größen Y® hängen ab von y,y”,...,y® und den Differential- 
quotienten erster, zweiter, ..., k-ter Ordnung von & und n, welche 
letzten Differentialquotienten sämtlich linear auftreten. 

5. Die soeben gefundenen Werte der Inkremente: 6 y,öy',...,dy® 
tragen wir in . a 


dF dF 
öy = 6 +9 er öy+ u ee 
Y 


ein, ersetzen sodann die Größe y(”, die nach der besprochenen Sub- 
stitution links auftritt, durch ihren Wert: y — F, und verlangen end- 
lich, daß die erhaltene Relation identisch besteht, d. h. daß sie für 
alle Werte der Größen: y', y”,..., y""=» stattfindet. In dieser Weise [386 
erhalten wir zur Bestimmung von & und n eine Reihe linearer par- 
 tieller Differentialgleichungen: 
© 0-AE+Bu+ 0 E+ DE + ES +-, 
| deren Koeffizienten: A,, B,,... nur von x und y abhängen. Die allge- 
' meine Theorie der Differentialgleichungen lehrt in jedem einzelnen Falle 
entscheiden, ob unsere Gleichungen von zwei zusammengehörenden 
Funktionen &,n befriedigt werden. Sind &,,n, ein System Lösungen 
derselben, &,,n, ein zweites System, so liefern die Ausdrücke: 


5 + CB, CM + CaMe 


‚ mit den beiden arbiträren Konstanten c,,c, ein allgemeineres System 
Lösungen. Die Gruppe der vorgelegten Gleichung: y) = F enthält 
‚eine gewisse und zwar begrenzte!) Anzahl, etwa r Parameter und ge- 


1) Ich setze hier wiederum als bekannt voraus, daß die Gruppe einer 
' Gleichung: ym) = F, deren Ordnungszahl m gleich oder größer als zwei ist, nie 
‚arbiträre Funktionen, sondern höchstens arbiträre Konstanten enthält. Dies folgt 
aus meinen Untersuchungen über unendliche Gruppen, Ges. d. W. zu Christiania 
‚1883 [hier Abh. XIII am Schlusse, S! 359, 2.2, 1 v.u] 
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nau ebenso viele unabhängige infinitesimale Transformationen: 


Bf=8,3. 4 1 sn 
durch deren Kombination die allgemeinste in der Gruppe enthaltene 
infinitesimale Transformation der Form: 

aBf+oBf++0,B,f 
hervorgeht. 

Die allgemeinsten Lösungen &,n der Gleichungen (9) enthalten 
keine arbiträren Funktionen, sondern nur gewisse arbiträre Konstanten. 
Daher gibt es immer eine solche ganze Zahl oe, daß die Differential- 
quotienten g-ter Ordnung von & und y hinsichtlich x und y vermöge [387 
der Gleichungen (9) und der aus ihnen durch Differentiation hervor- 
gehenden Relationen vollständig als Funktionen von: 


de din 
L, Y, 4 N a2 aye-! 


bestimmt sind. Diese Überlegungen zeigen, daß es immer durch 
Differentiation und Elimination, also durch ausführbare Operationen 
gelingen muß, ein mit (9) äquivalentes Gleichungssystem (A): 

as 


x 


(10) O-atbnt+: 


aufzustellen, welches die folgenden Eigenschaften besitzt: 
1. Es enthält «, Gleichungen nullter Ordnung: 


a5 +5 = 0, 
und zwar ist die Anzahl derartiger Relationen entweder gleich 1 oder 


gleich Null. y 
2. Es enthält «, Gleichungen erster Ordnung: 


a6 Ri 
tn tanzt tag ein ncah 


die unter einander und von den «, Gleichungen nullter Ordnung (al- 
gebraisch) unabhängig sind. Unter den besprochenen «, Gleichungen | 
erster Ordnung finden sich insbesondere diejenigen ß, Gleichungen, die | 
aus den «a, Gleichungen nullter Ordnung durch [einmalige] Differen- 
tiation hervorgehen; hierzu kommen unter Umständen y, weitere Glei- 
chungen erster Ordnung. 


3. Es enthält «, Gleichungen zweiter Ordnung: 


0=a,5tbn Fe Haan @=1,2,...,@; <M) | 
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die von einander und [von] den &, + «, soeben besprochenen Gleichungen 
algebraisch unabhängig sind. Diese «, Relationen umfassen insbeson- [388 
dere diejenigen ß, Gleichungen, die aus den «, Gleichungen erster Ord- 
nung durch einmalige Differentiation hervorgehen. Hierzu kommen 
unter Umständen y, weitere Gleichungen zweiter Ordnung. 


0. Es enthält «,_, Gleichungen (eg — 1)-ter Ordnung, die von 
einander und von den @&,+«&, +:--+ «,_, Schon besprochenen Re- 
lationen unabhängig sind. Diese «,_, Gleichungen umfassen die Bosı 
durch einmalige Differentiation aus den «,_, Gleichungen (e — 2)-ter 
Ordnung hervorgehenden Relationen; hierzu kommen unter Umständen 
Y,-ı weitere Gleichungen (e — 1)-ter Ordnung. Wir können ausdrück- 
lich feststellen, daß die Zahl «,_, höchstens gleich 20 — 1 ist, so dab 
die 20 Differentialquotienten (eg — 1)-ter Ordnung nicht algebraisch be- 
stimmbar sind. 


o+1. Es enthält 20 + 2 unabhängige Gleichungen, welche die 
Differentialquotienten o-ter Ordnung bestimmen. Unter ihnen finden 
sieh insbesondere diejenigen ß, Gleichungen g-ter Ordnung, die durch 
einmalige Differentiation aus den «,_, Gleichungen (o — 1)-ter Ordnung 
hervorgehen. Es ist dabei unmöglich, aus ihnen durch Differentiation 
neue Gleichungen herzuleiten, deren Ordnung kleiner als og +1 ist. 

Ein Gleichungssystem, das alle diese Eigenschaften besitzt, ist 
unbeschränkt integrabel. Sein allgemeinstes System Lösungen &, 7 
enthält: 


2m) +A4-m)+6-)+ + @e-,.)—r 
‚oder: 
rar 


arbiträre Konstanten, was darauf hinauskommt, daß die betreffende 
Gruppe r unabhängige infinitesimale Transformationen und also gleich- 
zeitig r Parameter enthält. 

Bei dieser Gelegenheit gehen wir nicht näber ein auf die ele- [389 
mentaren Operationen, die unser unbeschränkt integrables System. (10) 
liefern. Doch soll schon hier hervorgehoben werden, daß zu jedem 
‘Werte von m gewisse Maximumswerte von go und r gehören, die in 
jedem einzelnen Falle leicht aus meinen früheren Untersuchungen her- 


geleitet werden können. 


6. Ist- ein Gleichungssystem (9) vorgelegt, so entscheidet man, wie 
wir später zeigen ($ 5 u. fg.), durch ziemlich einfache Operationen, auf 
welche unter den von mir aufgestellten kanonischen Formen (Gött. 


Nachr. 1874, [hier Abh. I], Math. Ann. Bd. XVI, [d. Ausg. Bd. VI, Abh. 1]) 
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die betreffende Gruppe reduktibel ist. Bei dieser Diskussion spielen die 
im vorangehenden definierten Zahlen: 


97; 5 Bir Piz Bar a3 ++ 5 Bo» Po-ı5 Bo 


eine fundamentale Rolle. 

In einigen Fällen genügt die Kenntnis dieser Zahlen zur Be- 
stimmung der kanonischen Form unserer Gruppe. Häufig ist jedoch 
eine weitergehende Diskussion notwendig, wie später ausführlich aus- 
einandergesetzt werden soll. Hier beschränken wir uns auf die folgende 
Bemerkung, die uns im folgenden nützlich sein wird. 

Sind: 

; d d ER 1 ‚df 
Bimkan tn, BIER HWgt 
zwei infinitesimale 'Transformationen einer Gruppe, so gehört auch die 
infinitesimale Transformation: 


en ‚f 3.7 g, d 4 nn: 
B(B) — B{BN)= (BE— BT + (By Bu) 


% 


. d d 
=Bf= u + er 
dieser Gruppe an. (Gött. Nachr. 1874 [hier Abh. I, S. 5f.]). 

Die charakteristischen Definitionsgleichungen (A) unserer Gruppe 
werden daher selbstverständlich auch von &,,, erfüllt. Hierbei [390 
können indes zwei wesentlich verschiedene Hauptfälle eintreten. Es 
ist denkbar, daß man Bf und B’f derart wählen kann, daß B,f eine 
ganz beliebige infinitesimale Transformation unserer Gruppe darstellt. 
Es ist aber auch möglich, daß die Transformationen B,f, wie auch die 
Transformationen Bf und B’f gewählt werden, immer einer bestimmten 
Untergruppe angehören'). Bildet man daher, wie‘ immer möglich, die 
charakteristischen Definitionsgleichungen (A,) der Transformationen B,, 
so ist es allerdings unter allen Umständen sicher, daß diese Gleichungen 
(A,) die Relationen (A) umfassen. Es ist aber keineswegs sicher, daß 
diese beiden Gleichungssysteme identisch sind, weil es denkbar ist, daß 
unser System (A,) außer den Gleichungen (A) noch weitere Relationen 
enthält. Es ist insbesondere denkbar, daß die Gleichungen (A,) die 


1) Ist es möglich, die » infinitesimalen Transformationen: B,, B,, . . ., B,.,..., 
Br derart zu wählen, daß für alle möglichen Werte von i und k ltelationen der 


Form: . 
BB)=anBı tens tt Br 


bestehen, so ist die Gruppe jedenfalls zusammengesetzt (compose). Dabei 


bilden B,, B,, ..., B, eine invariante Untergruppe. 





REED N DRNEEEUNENEN DIUNIRORIEU UHHERENE NEUEN 
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zu bestimmen, daß die Gleichungen (A) bei der Substitution: x= X 
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Form: & = 0, n, = 0 haben, weil alle Ausdrücke (B,B,) identisch ver- 
schwinden können. 

Ist das System (A,) verschieden von dem System (A), so kann 
man in entsprechender Weise weitergehen. Man kann zwei infini- 
tesimale Transformationen B,f, etwa B/f und B/f wählen, darnach den 
Ausdruck: 

(BB)=B 
bilden und endlich dasjenige Gleichungssystem (A,) aufstellen, das alle 
infinitesimalen Transformationen B,f definiert. Hieıbei können wiederum 
zwei Fälle eintreten, je nachdem die Systeme (A,) und (A,) identisch 
oder verschieden sind. 

Diese Entwicklungen geben uns wichtige Merkmale, die uns [391 
im folgenden nützlich sein werden. 


$ 4. Über die Integration von den Definitionsgleichungen 
einer kontinuierlichen Gruppe. 


7. Laß mich annehmen, daß die [charakteristischen Definitions- 
gleichungen (A) einer kontinuierlichen Gruppe in den Variabeln x, y: 


(A) tt 


vorgelegt sind, und daß man diejenige kanonische Form in den unbe- 
kannten Variabeln x, y: 


df 
tn Bf 


schon kennt, auf welche die betreffende Gruppe reduktibel ist. Sind 
dz 
(A) En +e,,. rt >0 


die charakteristischen Definitionsgleichungen der kanonischen Gruppe 
Bf, so stellt sich die fundamentale Aufgabe, die Größen x, y derart als 
Funktionen von 2, y: 


x=- X(n,y),, -Y@&Yy) 


’ 


y=Y die Form (A) annehmen. Ist diese Aufgabe erledigt, so sind 
gleichzeitig die endlichen Gleichungen der gesuchten Gruppe in den 
Variabeln x, y als bekannt zu betrachten. 

Unser Problem findet seinen analytischen Ausdruck in gewissen 
partiellen Differentialgleichungen: 


dx dx 
2, (z Y, X, Y; de’ dy’ Ts ) oe 0, 
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über deren Form wir sogleich einige beachtenswerte Bemerkungen [392 
machen können, obgleich wir uns erst am Schlusse dieses Paragraphen 
mit der Aufstellung dieser Relationen beschäftigen werden. 
Sei: 
x- X(,9), y=-Y(a,y) 

ein partikuläres System Lösungen von 2,—=0, und x,, y, das allge- 
meinste System Lösungen mit einer gewissen Anzahl arbiträrer Kon- 
stanten'!) a, b, c,.... Alsdann bestehen Relationen der Form: 


(G) “= M(x, y:4, b, .. I nos NZ Yy,4, b, e,.. a 


die eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen be- 
stimmen. Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht darauf, daß die 
Form des Gleichungssystems (A) oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
daB die Form der kanonischen Gruppe Bf bei dem Über- 
gange von den Variabeln x,y zu den Variabeln x,, y, unge- 
ändert bleibt, so daß, wie wir für das folgende bemerken, für jedes 
i Relationen der Form: 


d af — dar d 
Bf=- &,(x, y) re = n,(X, re = Cr (u@% Yı) dx, Ei NK, yı) 2) 


mit konstanten Koeffizienten c,, bestehen. In gewissen Fällen ist die 
Gruppe (G) identisch mit der Gruppe Bf. In den meisten Fällen sind 
jedoch diese beiden Gruppen verschieden, weil die Transformationen 
Bf eine in (G) enthaltene Untergruppe bestimmen. 
Um dies zu beweisen, ist es zweckmäßig, die infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe (G), die: 
: d zdf 
Dr X +YZ [393 
heißen mögen, durch eine direkte Methode zu bestiminen. 
Unsere Forderung an die Df kommt darauf hinaus, daß der In- 
begriff der infinitesimalen Transformationen: 


df i df 
B,f=8,(x, y) a2 +n,(&,y) dy 
bei Einführung der von x, y unendlich wenig verschiedenen Variabeln: 


g=x+X(x,y)döi, „y=y+Y(x,y)öt 


seine Form behalten soll. Nun aber ist: 


d d df \df 
B,f= Bun zz + By Fi EB Dr + (n+ BY öt) dy,’ 


1) Ausnahmsweise enthalten, werden wir sehen, die Größen %,y, nicht. 


bloß arbiträre Konstanten, sondern zugleich arbiträre Funktionen. Wir sehen im 
Texte vorläufig von derartigen Füllen ab. 


nn NEREE®. 
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und wenn wir infinitesimale Größen zweiter Ordnung wegwerfen, folgt: 
&,(x, y) = &, (2, — Xöt, y — Yot) = E,(x,, y2) — 9t.DE,, 
N. y) nl — Xöt, ya — Yoöt) =, ya) — dt. Dn.. 
Also wird: 
df d df d 
Bf=2,(x,y) ai +n,&y) z = 2,(%, Ja) dx, + 1,&» Ye) Fr 7 


und, wenn wir noch einmal infinitesimale Größen zweiter Ordnung weg- 
werfen'): 


df af 
Bf= 2X, Ys) = n.&; Y) en +08. (B,D). 


Unsere Forderung an die infmitesimale Transformation Df ist- da- [394 
her dann und nur dann erfüllt, wenn für jedes © Relationen der Form: 


(B,D)=c,Bf+csBf+ + 6,B,f 
bestehen. 
Wir fassen die obenstehenden Entwickelungen dieses Paragraphen 


in folgendem Satze zusammen: 


Satz. Alle endlichen Transformationen: 
zeNMey0b:.., m Nzsy06b...), 


welche die Form des Gleichungssystems (A) ungeändert lassen, bilden eine 
kontinuierliche Gruppe, deren infinitesimale Transformationen Df da- 
durch definiert sind, daß sie r Relationen der Form: 


(BD) =c,B,f+--:+0,B,f 


mit konstanten Koeffizienten e,, erfüllen. Daher gehören alle B,f der 
Gruppe Df an. 


8. Die Gruppe Df bestimmt nun eine Reihe Differentialinvarianten, 
die in den folgenden Untersuchungen eine fundamentale Rolle spielen. 
Um sie in einfacher Weise definieren zu können, setzen wir wie früher 
zur Abkürzung, welche auch die Größe U sein mag, immer: 


1) Im Texte ersetzen wir in dem Faktor der Größe dt die Differential- 
a. a durch = und er die von ihnen um infinitesimale Größen 
dx,' dy, dx dy 

erster Ordnung verschieden sind. Die Formel des Textes wird hierdurch selbst- 
verständlich nur um eine hıöße zweiter Ordnung geändert. 


quotienten 
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Dieses vorausgesetzt sagen wir, daß eine Funktion von x, y,x/,x,,x”, x, 

-:, 7, 1» Y', ... eine Differentialinvariante der Gruppe D/ ist, wenn 
sie von allen endlichen Transformationen dieser Gruppe in ungeänder- 
ter Form reproduziert wird. Da alle endlichen Transformationen unserer 
Gruppe durch unendlichmalige Wiederholung einer infinitesimalen Trans- 
formation D/ erzeugt sind, so reduziert sich unsere Forderung darauf, 
daß unsere Funktion von allen infinitesimalen Transformationen Df 
reproduziert werden soll. Um diese letzte Forderung analytisch aus- 
zudrücken, ist es notwendig, die Inkremente dx*, dy* der Größen [395 
x*, y bei der infinitesimalen Transformation: 


Dex ıy Fi oder: öx=Xöt, dy=Yoöt 


dx 
zu berechnen. Es ist: 


d(dx— xde — xdy) =0 = döx — dxde— öx,dy, 


woraus: 
BI ee 
dx / 2 4 
ey Yt, dy, = Y,dt, öy"=Y”bt,..., 
und überhaupt: 
x, = X;öt, dy—=Y;dt. 
Soll daher eine Funktion f von x, y,xX,x,...,y,y,--. eine 


Differentialinvariante der Gruppe Df sein, so muß sie alle Gleichungen 
der Form: : 


df . af 


At 





erfüllen. Gibt es nun s unabhängige infinitesimale Transformationen 
Df etwa D,, D,, ..., so gibt es auch s Ausdrücke D’f, die sich als 
infinitesimale Transformationen der Größen x, y,x,...,y,y,... auf 
fassen lassen. Dabei ist klar, daß die infinitesimalen Transformationen D’f 
eine Gruppe bilden und daß sie somit paarweise Relationen der Form: 


(D; D;) ur 2c,,D;f 


erfüllen, wobei die Konstanten c,,, dieselben Werte wie in den Rela- 
tionen: 
(D,D,) = 2c,,,D;f 
besitzen. 
Hieraus folgt nun, daß die s Gleichungen D’f= 0 ein vollständiges 
System bestimmen, dessen Lösungen die gesuchten Differentialinvarianten 
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sind. Unter diesen Invarianten befinden sich insbesondere immer die [396 
beiden Größen x und y. Ist die Größe I(x, y,x\,y,...) eine In- 
variante, so sind die Differentialquotienten von / hinsichtlich & oder y 
ebenfalls Invarianten. Aus der Gleichung: e 


I(x, y; 2 y, eo 3) BE 1% Jı> 2, y5 le .) 
folgt nämlich: | 
al, y..) _ 4, Yırı..) 
d& es dx l 


womit die Richtigkeit meiner Behauptung erwiesen ist. 
Soll eine Gleichung der Form: 


yRYyL,YX, a, Y, ...)=0 


(oder ein System von derartigen Gleichungen) die Gruppe D’f gestatten, 
so müssen die s Relationen: 


Do ee 


bestehen. Dabei sind indes zwei Fälle möglich, je nachdem p = 0 
eine singuläre Lösung jener Gleichungen ist oder nicht. Im ersten 
Falle läßt sich @ definieren als eine Determinante oder als der gemein- 
same Faktor von gewissen Determinanten, welche die Größen z, y 
nicht enthalten. Im zweiten Falle läßt sich = 0 immer als eine 
Relation zwischen den oben besprochenen Differentialinvarianten (x und y 
darunter mit einbegriffen) darstellen. 


9. Es ist nun klar, daß die im Anfange dieses Paragraphen be- 
sprochenen Gleichungen: 2,(&, y, x, y, X,...)=0 die Gruppe: 


x,=M(x,y, u, yı=N(sy, RE) 


gestatten; sie bleiben nämlich fortwährend erfüllt, wenn wir in ihnen 
x, y durch x,, y, ersetzen, welche Werte auch die Konstanten: a,b... 
haben mögen. Dabei läßt sich einsehen, daß es nicht denkbar ist, daß 
eine oder mehrere unter den Gleichungen 2, = 0 singuläre Lösungen 
von D,f=0 sind. Wäre nämlich dies der Fall, so enthielten die [397 
betreffenden Gleichungen die Größen x, y nur implizite und zwar in 
den Differentialquotienten; sie blieben ungeändert, wenn wir die un 
abhängigen Variabeln «, y durch zwei andere ganz beliebige Größen 
&,,%, ersetzten, weil die Form der Größen D/,f bei dem Übergang 
von &%, y zu &,, y, ungeändert bleibt. Die Existenz einer bei dem 
Übergang von x, y zu %,, y, invarianten Relation zwischen x, y und 
2, y ist jedoch an sich absurd. Daher können keine unter den Glei- 
chungen 2, = 0 singuläre Lösungen des vollständigen Systems D/f= 0 
sein. Dies gibt uns nun den folgenden fundamentalen Satz: 
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Diejenigen Gleichungen: 
2,(®, Y, X, y, %, Y, 5 .) =, 


welche x und y derart als Funktionen von x und y bestimmen, daß die 
Definitionsgleichungen (A) die kanonische Form (A) annehmen, lassen 
sich immer auf eine solche Form bringen, daß sie eine Anzahl Rela- 
tionen &; (I), I, ::., 2,9) = 0 zwischen den Differentialinvarianten der 
Gruppe: x, = M, y, = N darstellen. 

Durch Differentiation der Gleichungen 2; = 0 bildet man beliebig 
viele neue Relationen zwischen den Invarianten der Gruppe (6). Durch 
Kombination von diesen Relationen muß es, behaupte ich, gelingen, 
jede Invariante der Gruppe (G) als eine bekannte Funktion von & 
und y darzustellen. 

Ist nämlich U eine ganz beliebige Funktion von x, y,xX',y,..., 
so läßt sich dieselbe immer durch Benutzung der Gleichungen &, = 0 
definieren als Funktion von x und y, und zwar als die Lösung von 
gewissen partiellen Differentialgleichungen: 


dU dU oo 


W.3W, er dy’ ze 


Ist nun U insbesondere eine Invariante, so darf die Integration des 
Gleichungssystems W, = 0 weder arbiträre Konstanten noch arbiträre 
Funktionen einführen, also geben diese Gleichungen die endliche [398 
Bestimmung von U als bekannter Funktion von x und y. Dies gibt 
uns den folgenden wichtigen Satz: 

Die Gleichungen &,= 0 bestimmen jede Invariante der Gruppe @ 
als eine bekannte Funktion von x und y. Daher sind diese Relationen 
reduktibel auf die Form: 


I.ts, Yy; I. %% .. > = B,(e, u 


wo die I, Invarianten, die B, gegebene Funktionen von x und y be- 
zeichnen. 

10. Für alle Gleichungssysteme der soeben gefundenen Form: 
I,= B, läßt sich eine merkwürdige Integrationstheorie entwickeln, die 
ich in einer späteren Arbeit ausführlich begründen werde. Hier be- 
gnüge ich mich mit den folgenden Andeutungen, die ich im Laufe dieser 
Arbeit an einer Reihe von Beispielen anwenden und ausführen werde. 

Ich nehme eine in der Gruppe @ enthaltene Untergruppe G’ mit 
der größtmöglichen Anzahl Parameter. Nach meinen Untersuchungen 
über Transformationsgruppen einer Ebene hat G im allgemeinen nur 
einen Parameter mehr als die Untergruppe. Wenn jedoch die Gruppe G& 


' 85. Diskussion des Falles, daß die Definitionsgleichungen einer Gruppe 


a 
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mit der allgemeinen projektivischen Gruppe der Ebene gleichzusammen- 
gesetzt ist und also acht Parameter enthält, so hat die zugehörige Unter- 
gruppe nur sechs Parameter. 

Hat die Untergruppe keine Invariante (m — 1)-ter Ordnung, wäh- 
rend sie Invarianten m-ter Ordnung besitzt, so gibt es unter diesen 
im allgemeinen nur eine (/’) (und höchstens zwei (I’, I”)), welche nicht 
gleichzeitig Invarianten der Gruppe @ sind. Es ist andererseits klar, 
daß man die Invarianten (m + 1)-ter Ordnung (oder höchstens (m + 2)-ter 
Ordnung) der Untergruppe derart wählen kann, daß sie gleichzeitig In- 
varianten der Gruppe @ sind. Hieraus schließen wir, daß die Diffe- 
rentialquotienten von /’ (und I”) hinsichtlich x oder y sich als Funk- 
tionen von I’, (/”), x und y ausdrücken lassen. Wir erhalten daher [399 
entweder zwei Relationen der Form: 


dl’ dr’ 
Fran lt 6222) 7 Fr a0 22) 


oder auch in dem besprochenen Ausnahmefalle vier Gleichungen der 
Form: 


AT y [2 dal” y % 2 
aonl,T,n zeaıny 
dr als 


Zn 


Wir verifizieren später, und das läßt sich a priori voraussehen, daß sich 
diese Gleichungen immer auf Quadratur oder auf eine gewöhnliche 
lineare Gleichung zweiter (oder dritter) Ordnung reduzieren lassen. 

Ist I’ (und I”) bestimmt, so ist die Bestimmung von x und y 
jedenfalls wesentlich gefördert 


eine Gleichung nullter Ordnung enthalten. 


Indem wir jetzt die im Vorangehenden skizzierten Theorien im Detail 


‚ ausführen werden, zeigen wir zuerst, wie man durch Betrachtung der 
- eharakteristischen Definitionsgleichungen (A) einer unbekannten kon- 
- tinuierlichen Gruppe ohne Integration entscheidet, auf welche unter den 
- von mir aufgestellten kanonischen Formen unsere Gruppe reduktibel 


‚ist. Und zwar diskutieren wir in diesem Paragraphen den verhältnis- 
- mäßig einfachen Fall, daß sieh unter den besprochenen Definitions- 
- gleichungen eine Relation nullter Ordnung etwa: 


BE— Ay=0 


, befindet. 
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11. Befriedigen die infinitesimalen Transformationen: &p+nq [400 
einer Gruppe neben gewissen Gleichungen höherer Ordnung insbesondere 
die Gleichung nullter Ordnung: BE — An = (0, so haben sie die gemein- 
same Form: 


2(Ap+ B)- R(AG +BZ,), 


wo 2 eine Funktion von x, y bezeichnet, die für die verschiedenen in- 
finitesimalen Transformationen selbstverständlich verschiedene Werte 
besitzt: Führen wir daher neue Variable x, y ein, die derart gewählt 
sind, daß der Ausdruck Ax,+ Bx, gleich Null ist, so erhalten unsere 
infinitesimalen Transformationen die gemeinsame Form: 


d 
2, (x, ar 


Die gesuchte kanonische Form unserer Gruppe ist daher (Math. Ann. 
Bd. XVI, S. 490 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 12, Nr. 31, Satz 17]) eine 


unter den drei folgenden, die wir der Reihe nach betrachten werden: 


























X,q X,q 
q X,q 
yg : X.-ıq 
y’q X,q yq 








a) Die Gruppe q, yq, y?q läßt sich definieren durch die Gleichungen: 


an 


= dx 


0: 


Die entsprechenden charakteristischen Definitionsgleichungen (A) sind 
somit: 





_E=( ER 
a an 
Bam dr a 
er an 
Pre Er Pe ee ee Tr [404 
ee ai, 
dr 0.0, de " dy® j 


In diesem Falle haben daher die früher ($ 3, Nr. 5) besprochenen 
charakteristischen Zahlen die folgenden Werte: 


o=1; pı =2; yn=1; B,=5, 9»=0; B=T, »-1; 
a3, .0o=3. 


Soll andererseits eine gewisse Gruppe auf die Form: q,yq,y?q re 


EEE UNUIEIEIIEIENEUUENUUELNEE. ER... 
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duktibel sein, so ist es jedenfalls notwendig, daß die charakteristischen 
Zahlen der betreffenden Definitionsgleichungen die soeben hingeschrie- 
benen Werte haben. Diese Zahlen bleiben ja nämlich un- 
geändert bei der Einführung von neuen Variabeln statt 
x und y. 

b) Die Gruppe: X,q,.-., X,q läßt sich definieren durch drei 
Gleichungen der Form: 
E=0, we a .+fxX)n=d. 


Ist r = 1, so haben die charakteristischen Zahlen die Werte: 
o=1; A =2, 1 =2, r-o=-1: 


Ist dagegen r > 1, so haben diese Zahlen die Werte: 


a-1 h=-2, nl B=ı u ie ee ee 
v—=p. 
c) Endlich die Gruppe: X,q,..., X,_,9, yq läßt sich definieren 
durch vier Gleichungen der Form: 
; ) : r—1 
E=0, FT he 0, Fr 0, — ee) (y Pi —n) (0. 
Ist dabei r = 2, so haben die charakteristischen Zahlen die Werte: 
„-1l; ı-2, 1-1; R=-5, p-l, [402 
0o=r=2. 
Ist dagegen r > 2, so haben unsere Zahlen die Werte: 
o=1; A, =2, 1=I,...- 
12. Schon die Betrachtung der charakteristischen Zahlen genügt 
im allgemeinen zur Feststellung der gesuchten kanonischen Form. Ist 
in der Tat r>3, so fragt es sich, ob y, gleich Null oder Eins ist. 
Hat y, den Wert Null, so ist: X,q, ..., X,_,9, yq die gesuchte ka- 
nonische Form; ist dagegen y, =1, so ist: X,q, ..., X,q die ent- 
sprechende kanonische Form. Ist andererseits r = 1, so ist X,q oder 
einfach q die kanonische Form. 
Ist dagegen r gleich 2 oder 3, so ist eine eingehendere Diskussion 
notwendig. Sei zunächst r = 2, dann ist entweder: X,q, X,q oder: q,yq 


- die entsprechende kanonische Form. In beiden Fällen haben die charak- 


teristischen Zahlen die gemeinsamen Werte: 


o„=-1l; A =2, „=1l1; ß&=5, »=1; r=o=2, 


' so daß die Bestimmung derselben nicht hinreichend ist. Zur Entschei- 
‘ dung der vorliegenden Frage verfahren wir, wie in Nummer 6 an- 


gegeben wurde. Wir denken uns, indem wir die beiden unbekannten 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 25 
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infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe mit B’f, B’f be- 
zeichnen, den Ausdruck: 


d 
(B’B”) -55 +, Bf 


gebildet und darnach die charakteristischen Definitionsgleiehungen (A,) 
der Transformation B,f aufgestellt, was immer möglich ist. Haben die 
Gleichungen (A,) die Form: 8, —=0, 7, = 0, so ist: X,q, Xyq die ent- 
sprechende kanonische Form. Sonst liegt der Fall: q, yq vor. 

Sei endlich r—=3. Ist dabei y, = 0, so ist unsere Gruppe re- 
duktibel auf die Form: X,q, X,q, yq. Ist dagegen y, = 1, so ist [403 
sie reduktibel auf die eine unter den beiden Formen: 


9,9, y°q oder: X,q, X,q, X,g; 
auf welche läßt sich nicht durch Betrachtung der charakteristischen 
Zahlen entscheiden, weil dieselben in beiden Fällen die gemeinsamen 


Werte: 

o=-l; h=2, nl; B=d, nl; Am, sl 
besitzen. Auch jetzt genügt es indes, die Gleichungen (A,) zu bilden. 
Haben dieselben die Form: &,—=0, 7,=0, so liegt der Fall: X,q, X,q, 
X,q vor; ist dagegen das Gleichungssystem (A,) mit dem Systeme (A) 
identisch, so liegt der Fall: q, yq, y’q vor. 


$ 6. Diskussion des Falles, daß die Definitionsgleichungen keine 
Gleichung nullter Ordnung enthalten. 


13. Indem wir uns jetzt zu dem Falle wenden, daß es keine De- 
finitionsgleichung nullter Ordnung gibt, betrachten wir zuerst zwei 
ganz besonders wichtige wenn auch spezielle Definitionsgleichungen 
erster Ordnung und zeigen, daß ihre Form bei dem Übergange von 
den Variabeln x, y zu den neuen Variabeln z,, y, in gewissem Sinne 
ungeändert bleibt. 

Bei einer solehen Variabelnänderung erhalten & und n neue Werte 
&, 9, nämlich: 

= + ge 5 +7 = a 
Also wird: 


ds, _d$ da dz, |, di dyda, , dndadm | dndyda 
do = " dxde, dx ir dx dxda, dy dyda, dy 


ee. 
dn _dE da dy, Y Mr dy, , dn de au dndyayı , 
u ve Ryeat s 04 
dy, zdy, dx a8 dx % dxdy, d BE dydy, dy N 


CJE+L m 


lH 42 Lu dien 0 40 UL AL 4 47 ZU LU 0 ld 2 U A 


$, 
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woraus: 


dn, d 
Fr re en 


Hiermit ist nachgewiesen, daß jede Definitionsgleichung: 

RR: 

Er tes+ßn=0 
bei dem Übergange von den Variabeln «,y zu den neuen 
Variabeln &,, y, ihre Form behält, weil nur die Koeffizienten «, ß 
neue Werte erhalten. Eine erschöpfende Diskussion von allen derarti- 
gen Definitionsgleichungen gab ich im übrigen in den Verh. d. Ges. d. 
W. zu Christiania 1883, Nr. 12, 8. 17—20 [hier Abh. XII, $ 4, 8. 327 
bis 330]. Hier kann ich mich auf das Vorangehende beschränken. 

Durch Differentiation des früher aufgestellten Wertes der Größe &, 

kommt: 
di, (di de at Ay da 


ER (= BEER. y dn dx dn =) dx, 
day \dady, ' dydy, 


Eu +6)E+(C )n: 


dz ng Fern S dydy, 
Nun aber bestehen, wenn wir: 
a ee 
dx, dy, dy, da, 
setzen, die Relationen: 


also wird: 

a, _ [eE (da)? (dE _ dm dr, az, _dn(am\ ng 

.-1: 2) Eee dy et JE+tl)n 
Hieraus geht nun zunächst hervor, daß jede Gleichung der [405 


Form: 


d& d d sd 
) re) -"itestßn=0, 


wenn man als neues x eine Größe x, einführt, welche die Relation: 


erfüllt, die spezielle Form: 


a8, 
dy, +5 +ßm=0 


erhält. Wir schließen ferner, daß jede Gleichung der Form (v) 

‚ bei dem Übergange von den Variabeln x, y zu beliebigen neuen 

- Variabeln ihre Form behält, weil nur die Koeffizienten v, 
&, ß neue Werte erhalten. 


25* 
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14. Die erhaltenen Resultate geben uns fundamentale Merkmale, 
die uns bald nützlich sein werden. Sind nämlich die charakteristischen 
Definitionsgleichungen (A) einer Gruppe vorgelegt, so erkennt man 
leicht, wie viele Gleichungen der beiden invarianten Formen: 


(4) tm tebtßn=0, 
(v) Er t+AstBn-0 
bei Kombination der Relationen (A) hergeleitet werden können. 

Es ist dabei klar, daß sich entweder keine oder auch nur eine 
Gleichung der Form (A) finden läßt. Dagegen kann die Anzahl der 
Relationen von der Form (v) gleich Null, Eins, Zwei oder Unend- 
lich sein. 

Es läßt sich zeigen, daß jede Relation der Form (v) nur aussagt, 
daß die gesuchte Gruppe eine gewisse Differentialgleichung erster Ord- 
nung, nämlich: 


——y = [406 


invariant läßt; anders ausgesprochen, daß die Anzahl der Relationen 
der Form (v) mit der Anzahl der bei der Gruppe invarianten Kurven- 
scharen: f(x, y) — Const. identisch ist. Bei dem Beweise dieses wich- 
tigen Satzes beschränken wir uns zunächst auf den einfachen Fall, daß 
sich unter den Gleichungen (A) nur eine Gleichung erster Ordnung 
und zwar eine von der Form (v) befindet. 

Wir bringen diese Gleichung zunächst durch Einführung von 
zweckmäßigen Variabeln auf die Form: 


d 
Gt ab+ pn=0. s 


Seien &n ein System Lösungen von allen Gleichungen (A) und 
X, Y ein zweites derartiges System. Dann sind die Größen: 


dX dX xas ds 
eg Na dz "dy 
dYy dAY gan dn 
Neger An:  udy 


nach meinem bekannten Satze ein drittes System Lösungen. Dies gibt 
die Relation: 
d’XxX d?’X a?& 
äzay } Tayı  Kazay 
da: de 0a de day, „dAY_ydan_yanı 
+0(69, ur Fee en + ea +7 as dz .) 


yi: de (= —) ax (& d ) 


ay: Faylax  ay) ay 


ut Du u u i5 Jramu nu ML EL ZU L LU ILLUU LE ALU 2 E00 | d ZZ DL 1 a 
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bestimmt wird. 
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oder die äquivalente: 


le) a + -Rr- 79 
oder endlich: 


0-@X HN) - ren -g)+ [on 


Die letzte Gleichung besteht unter den gemachten Voraussetzungen 
identisch, was wieder heißt, daß « und 8 gleich Null sind, und daß 
daher unsere Definitionsgleichung erster Ordnung in den neuen Varia- 
beln die Form: 


besitzt. 


Enthalten daher die (leichungen (A) nur eine einzige Gleichung erster 
Ordnung und zwar eine von der Form (v), so sagt dieselbe nur aus, daß 
die Gruppe eine Kurvenschar: f(x, y) = Const. invariant läßt, diejenige 
nämlich, die durch die Gleichung: 


af af _ 


Enthielte das Gleichungssystem (A) zwei und nur zwei Gleichungen 
erster Ordnung, welche dabei beide die Form (v) besäßen, so könnte 
man immer solche Variabeln x, y wählen, daß unsere Gleichungen 
erster Ordnung die Form: 


d d 
teötßn=0, 924 454 Bn=0 


erhielten. Sodann zeigte eine mit der soeben ausgeführten ganz ana- 
loge Rechnung, daß: 
«e=ß=A=B=0 
sind. 
Enthalten daher die Gleichungen (A) zwei und nur zwei Gleichungen 
erster Ordnung und zwar die beiden: 


d d d d 

rl rt + B7=0, [408 
de de dn 

ee + «„5+ßn=0, 


so sagen dieselben nur aus, daß die Gruppe zwei Kurvenscharen: 
f(x, y) = Const., fı(&, y) = Const. 
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invariant läßt, diejenigen nämlich, die durch: 


bestimmt werden. 


Befinden sich unter den Gleichungen (A) eine von der Form (A) 
und eine oder zwei von der Form (v), und sonst keine Gleichung erster 
Ordnung, so folgt ebenfalls aus dem Vorangehenden, daß jede Glei- 
chung der Form (v) eine bei der Gruppe invariante Kurvenschar liefert. 

In entsprechender Weise könnte man jetzt weitergehen und alle 
möglichen Fälle, in denen keine Gleichung nullter Ordnung auftritt, 
erschöpfend diskutieren. Man würde immer finden, daß jede Glei- 
chung der Form (v) eine selbständige bei der Gruppe in- 
variante Kurvenschar liefert. Wir können uns indes diese Rech- 
nungen ersparen. Wir werden nämlich sogleich alle Gruppen der Reihe 
nach in kanonischer Form betrachten und ihre Definitionsgleichungen 
aufstellen; gleichzeitig läßt sich leicht für jeden einzelnen Fall die 
Richtigkeit unseres Satzes verifizieren. Wir können daher denselben 
als allgemein wahr betrachten. 

Wir bezeichnen im folgenden die Anzahl von Relationen der Form 
(v) mit (v), und ebenso die Anzahl von Relationen der Form (2) mit (A). 


15. In dieser Nummer betrachten wir der Reihe nach alle Grup- ° 


pen mit zwei und nur zwei invarianten Kurvenscharen: f(x, y) = Const. 
und stellen ihre Definitionsgleichungen auf.') Gleichzeitig lernen wir 
entscheiden, auf welche unter diesen kanonischen Formen eine [409 
durch ihre charakteristischen Definitionsgleichungen bestimmte Gruppe 
reduktibel ist. 
Die Gruppe: q, yq, p läßt sich definieren durch die Gleichungen: 
de de 


a 


also haben ihre charakteristischen Zahlen die Werte: 
sale 3, = 5, Ta I; (v) En 2, (A) =. 


Die Gruppe: p, q, yq, y°q läßt sich definieren durch die Glei- 


chungen: 
de de 


Bey 


d’n 


an 
0, 2-0, zn 


, dy = 


0, 


also haben die charakteristischen Zahlen die Werte: 
0, = 3, ß, = 5, Y9=0, ß; = He ef Be 1; (v) zu 2, (A) =. 


1) Doch sehen wir von den schon früher erledigten Fällen, in denen eine 
Definitionsgleichung nullter Ordnung auftritt, ab. 





En 
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Die Gruppe: p, q, xp+eyq(eZ0, eZ1) läßt sich definieren 
durch: 
de 


an LS 
0 0, 9-1. —0 


ad 4 
so daß ihre charakteristischen Zahlen die Werte: 
,=-3, ß=6, W)=2, (A)=0 


besitzen. 
Die Gruppe: p+q, xp+yq, X’p+ y?q läßt sich definieren durch: 
de dn 
ae es a-E+Z)-2€E-0=-0, 


so daß ihre charakteristischen Zahlen die folgenden sind: 


u=3, .=6, W)=2, (A)=1. [410 
Die Gruppe: p, q, yq, xp wird definiert durch die Gleichungen: 
de ine Par. den 
re ee Ze a 


so daß ihre charakteristischen Zahlen die folgenden sind: 


4=2, B,= 4, 9%»=2, w)=2, A)=0. 


Die Gruppe: q, yq, y’q, p, xp Wird definiert durch die Relationen: 


de 
a — u) 


und besitzt daher die folgenden charakteristischen Zahlen: 
2, B-4 »=l, B=T, 9-l, (v) =2, ()=0. 


Endlich die Gruppe: q, yq, y?q, p, xp, x?p wird definiert durch 
die Relationen: 


de an 
a ar 


dx’ 


daher haben ihre charakteristischen Zahlen die ee 


u=2, B,=4, Y9=d0, ß;= 6, Y= 2, )=2, (A)=0. 


Man sieht, daß die Zahl (v) wirklich, wie früher behauptet, immer 
gleich zwei ist. Man erkennt ferner unmittelbar, daß die auf- 


‚gestellten charakteristischen Zahlen nie für zwei unter den 


aufgestellten Gruppen dieselben Werte haben. 

16. In dieser Nummer betrachten wir in kanonischer Form alle 
Gruppen mit mehr als zwei invarianten Kurvenscharen: f(x, y) = Const. 
und stellen ihre charakteristischen Definitionsgleichungen (A) auf. Da- 
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bei sehen wir auch jetzt von dem Falle ab, daß die Relationen (A) 
eine Gleichung nullter Ordnung enthalten. 
Die Gruppe: q, p+cyq wird definiert durch die Gleichungen: 


E=0, 0, n=0, n-e=0 fauı 
und besitzt somit die charakteristischen Zahlen: 
„=4 W)=-o, (A)=-l. 
Die Gruppe: p, q, xp + yq wird definiert durch die Gleichungen: 


We an de dan _ 


u. dx a 


—=(, 
Daher ist: 
4=3, ß=6, ()=Rx, (A)=0. 

Mehr hierher gehörige Gruppen gibt es nicht, daher liefern un- 
sere Zahlen die hinreichenden Merkmale. 

17. Weitläufiger wird die Diskussion von allen Gruppen, die eine 
und nur eine invariante Kurvenschar: f(x, y) = Const. bestimmen. Wir 
werden dieselben der Reihe nach betrachten, indem wir jedoch von den 
Fällen, in denen eine Definitionsgleichung nullter Ordnung auftritt, ab- 
sehen. 

Unter den r infinitesimalen Transformationen der Gruppe, welche 
sämtlich die Kurvenschar: f= Const invariant lassen, gibt es einige 
und zwar jedenfalls r — 3, welche eine jede Kurve der Schar: f= 
invariant lassen. Ist: 


die Differentialgleichung der Kurven: f= (, die immer aufgestellt wer- 
den kann, so haben die s soeben besprochenen ausgezeichneten Trans- 
formationen die Form: 
af af 0 

P; = mE v5) - Of. 
Setzt man in den vorgelegten Definitionsgleichungen der gesuchten 
Gruppe: 

J ae 2 = pr, 
so erhält man die Definitionsgleichungen der Gruppe Cf, unter [412 
denen sich immer eine von nullter Ordnung befindet. Es ist daher 
immer möglich, und zwar nach den Regeln des Paragraphen 5, zu ent- 
scheiden, ob die Gruppe Cf die kanonische Form: X,q,..., X,q oder 
die Form: X,q,..., X,_,9, yq besitzt. Gleichzeitig findet man die 
Zahl s.. 
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It s=r— 1, so hat die Gruppe entweder die kanonische Form: 
X,q, Eier, X,_19; pP (r> 2) oder die Form: X,gq, 2ER? X,_29; y9; p 
(r > 3). Welcher unter diesen beiden Fällen vorliegt, wird entschieden, 
indem man die Gruppe Cf in der soeben angegebenen Weise diskutiert. 

It s=r— 2, so hat die Gruppe entweder die kanonische Form: 
9,x4,:.,2"7°q,P,xp+(ey+kx”"")q oder die Form: q,xq,...,x"-?q, 
yq, p, xp. Welcher unter diesen beiden Fällen vorliegt, entscheidet 
man durch Aufstellung der Definitionsgleichungen der Gruppe Cf und 
Diskussion derselben. Ist im ersten Falle die Konstante c verschieden 
von r— 2, so kann % bekanntlich gleich Null gesetzt werden; ist 
c=r—2, so kann %k entweder gleich Null oder gleich 1 gesetzt wer- 
den; wir gehen indes erst später auf die Bestimmung der Konstanten 
c und & ein. 

It s=r— 3, so sind vier Fälle möglich. It r=3 und also 
s= 0, so hat die Gruppe die kanonische Form: 


Ps. zp+yg, 22 p t2ıya. 


It r—=4 und also s= 1, so hat die Gruppe die kanonische Form: 


yGs2D,, 20, ,2p. 270. 


Ist r>4, so hat die Gruppe eine unter den beiden kanonischen Formen: 


sat a2 ne Dyg.sıp iin A)zyg, 
9 Xg,..,xX°q, 7, pP, xp, Pp+lr—Öxygalr >). 


Diese beiden Fälle lassen sich scheiden durch Aufstellung der De- 
finitionsgleichungen der Gruppe Üf und Diskussion derselben. [413 
‘ In allen diesen Fällen verifiziert man durch Aufstellung der be- 
treffenden Definitionsgleichungen, daß es jedesmal nur eine Gleichung 
der Form (v) gibt, nämlich die Relation: 

de 
a 0. 


Läßt eine Gruppe keine Kurvenschar: f= ( invariant, so ist ihre 


- kanonische Form eine lineare Gruppe mit fünf, sechs oder acht Para- 
- metern. Die Definitionsgleichungen einer solchen Gruppe enthalten keine 
- Gleichung erster Ordnung der Form (v). 


Findet man daher unter den charakteristischen Definitionsgleichungen 


- einer unbekannten Gruppe eine und nur eine Gleichung erster Ordnung 
- von der Form (v), nämlich: 


d de od d 
rl) -Parteitin=0, 
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so ist es sicher, daß die Gruppe eine und nur eine Kurvenschar: 
f(x, y) = Const. invariant läßt, und dabei ist f bestimmt durch: 


Daher ist es immer möglich, die Definitionsgleichungen der früher be- 
sprochenen infinitesimalen Transformationen: 


wer af 
r=-9(-74,) 
aufzustellen. Hiermit kennt man dann die beiden Zahlen r und s. 
Unterwirft man sodann die Gruppe Cf, wenn notwendig, einer einfachen 
Diskussion nach den früher angegebenen Regeln, so findet man die- 
jenige kanonische Form, auf welche unsere Gruppe reduktibel ist. 


18. Enthalten die Definitionsgleichungen einer unbekannten [414 
Gruppe keine Relation der Form (v), so ist es sicher, daß die Gruppe 
keine Kurvenschar: f(x, y) = Const. invariant läßt, und also ist die kano- 
nische Form, wie soeben bemerkt, jedenfalls eine lineare Gruppe, die 
entweder fünf, sechs oder acht Parameter besitzt. Man entscheidet da- 
her, welcher unter diesen drei Fällen vorliegt, indem man nur unter- 
sucht, ob die Zahl r gleich fünf, sechs oder acht ist. Also: 

Sind die charakteristischen Definitionsgleichungen einer kontinuierlichen 
Gruppe vorgelegt, so entscheidet man immer durch ausführbare Operationen, 
auf welche kanonische Form sie reduktibel ist. 


$ 7. Bestimmung durch Integration von Gruppen mit zwei invarianten 
Kurvenscharen: f(x, y) = Const. 


Sind die charakteristischen Definitionsgleichungen: 

Pr ds ' 
(4) a5+bn+ An N 
einer kontinuierlichen Gruppe vorgelegt, so entscheiden wir zunächst 
nach den soeben entwickelten Regeln, auf welche kanonische Form in 
den Variabeln x, y die gesuchte Gruppe reduktibel ist. Hiernach stellen 
wir die charakteristischen Definitionsgleichungen: 

de 

(A) AEerbn!Ga . L.0=V 
dieser kanonischen Form auf und versuchen sodann, die Größen x, y 
derart als Funktionen von x,y zu bestimmen, daß die letzten Gleichungen 
(A) in die Relationen (A) übergehen. Hierdurch erhalten wir (Nr. 9) 


zur Bestimmung von x, y gewisse Relationen: 


L(x,y,x,Y,::)=B& 9), [415 
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deren rechte Seiten bekannte Funktionen von x, y sind, während die 
linken Seiten Differentialinvarianten einer früher (Nr. 7) definirten 
Gruppe Df darstellen. Die Integration der Gleichungen: J, = B, re- 
duziert sich, wie schon früher angekündigt, auf die Erledigung von ge- 
wissen linearen Hilfsgleichungen zwischen zwei Variabeln. Ist diese 
Integration geleistet, so führt man die gefundenen Werte von x, y in 
-die gegebene kanonische Gruppe ein und erhält hierdurch den Ausdruck 
der gesuchten Gruppe in den Variabeln x, y. 

In diesem Paragraphen werden wir diese Theorie sukzessiv für alle 
Gruppen mit zwei und nur zwei invarianten Scharen: f(x, y) = Const. 
im Detail durchführen. 


19. Die kanonische Gruppe: 


(Bf) P, 9 y4 

wird bestimmt durch die Definitionsgleichungen: 
de de an_ din 
se ae Fre 


Die Gruppe D/ wird andererseits definiert durch die Relationen: 


(p,Df)=(p Xp+Ygq=I!p +mq +nyq 
(, Xp+Ygysiptmatnmyq 
v,Xp+Y)=Lkp+tmqg+myq, 
aus denen die folgenden hervorgehen: 
a dx 
Pe reis 
ax AN a 
Zr mtnı gell +n,y,y a Y-m+tny; 
so daß: 
X=Ix+i, Y=my+to. 
Die Gruppe Df besteht somit aus den vier infinitesimalen [416 
Transformationen: 
(Df) DD. u YG, 
unter denen sich wirklich die drei infinitesimalen Transformationen 


Bf befinden. Die Differentialinvarianten / der Gruppe Df sind be- 
stimmt durch: 


an 
ar dI val 
rare 
„&E at WRAT 
ar ta, t FFRBE 0 
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Die einfachsten Invarianten sind daher: 


x x x x x 
x 


N 
IS 

> 

> 


nn. 

we 
und dabei können die Werte derselben als Funktionen von x und y 
nach meiner allgemeinen Theorie ohne Integration angegeben werden. 
Ist z. B.: BZ ” 

ae (2, y), =, En (, y), 
so wird: 
logx fi (pda + pdy). 

Nachdem x’ durch diese Suacızlur gefunden ist, bestimmt man x, ohne 
Quadratur, weil das Verhältnis x’:x, selbst eine Invariante ist. Hier- 
nach findet man x durch eine neue Quadratur: 


x - ((x' da +x,dy). 

In ganz entsprechender Weise findet man y durch zwei sukzes- [417 
sive Quadraturen. 

Wir werden schließlich etwas näher andeuten, wie unsere In- 
varianten ohne Integration als Funktionen von x und y berechnet 
werden können. 

Es ist: dx dx dy dy 

er rsert De lag: 


und wenn wir: dedy_dedy_ 


dxdy dydı 
setzen und dabei die bekannten Formeln: 


dx dy dı dx 
dx Day dy Amy 
dy dy an dx: 
ee re ar 


benutzen, folgt: 


Baht 


2 N EL = sn 2) - (2) ee 
d Al) a dx iyaslay a2) aylt 
dy : dy\, _ 
m dx tz (6-9 
de dxdy a dx dy de dx dy dn dx dy 1 + 
dr dx dy d& a dx dy u dx dy | dydy da 
dx 
ie: (2) Sr (a) 7-0 


de ah dal DU hun DZ 
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Unter den charakteristischen Definitionsgleichungen der unbekann- 
ten Gruppe finden sich drei Gleichungen erster Ordnung, durch deren 
Kombination sich zwei Gleichungen der Form (v) herleiten lassen. [418 
Seien daher: 


d dE d 
En tmithn-0, 


day dy 
dE de as 
dy (e-2)- +, 


A4B, rei+Dn 2+ ES + 90 


unsere Gleichungen erster Ordnung. 

Es ist nun klar, daß die beiden ersten unter diesen drei Glei- 
chungen mit den beiden ersten unter den drei obenstehenden Glei- 
chungen identisch sein müssen. Also bestehen entweder die beiden 
Relationen: 


az dx dry: 05 
(1) dy "ıdz’ dy "rda 
oder die beiden: 

GE 00 0X 07 22.203 
(2) dy "ıda’ da ide 


Welche unter diesen Relationen die richtigen sind, zeige ich später. 
Es ist ferner klar, daß man drei solche Funktionen A,, },, L von 
x und y wählen kann, daß die folgenden Relationen bestehen: 


ER --Aun-hn+LA, 
EU SAR re Av, +A, + LD 
N An-huiHLO, 
?()- AuthmtlE, [19 


d /d 
na) AhthArlr. 
Durch Elimination von A,, A, und Z erhält man daher drei Relationen 
zur Bestimmung von x, y als Funktionen von x und y. 

Weitere Relationen erhält man, indem man die Größe ny, durch 
Einführung von x und y als unabhängigen Variabeln wirklich be- 
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rechnet und darnach verlangt, daß die hervorgehende Relation mit 
einer Gleichung des Systems (A) identisch sein soll. 

Die hiermit im wesentlichen geleistete Bestimmung unserer un- 
bekannten Gruppe kann übrigens auch in anderer Weise ausgeführt. 
werden, wie jetzt angegeben werden soll. 

Wir setzen wie soeben voraus, daß wir die beiden in dem Systeme 
(A) enthaltenen Gleichungen der Form (v) wirklich gebildet haben. So- 
dann bemerken wir, daß unsere unbekannte Gruppe infinitesimale Trans- 
formationen von den Formen: 


p| (4 - 2 N) ’ P3 (5 u zr) 


enthält, und zwar eine (p) von der einen Form und zwei (q, yq) von 
der andern Form. Setzen wir daher in den Relationen (A) einmal: 


ein andermal: 
E=— np, N=9 


so erhalten wir gewisse lineare Relationen zur Bestimmung von g, und g, 
als Funktionen von x und y, und dabei ist klar, daß die Differential- 
quotienten von log p, oder von log, hinsichtlich x und y, laß uns 
sagen die Differentialquotienten von log g,, sich als gegebene Funk- [420 
tionen von x und % berechnen lassen. Hiernach finden wir @, durch 
eine Quadratur. 

Zur Bestimmung von @, erhalten wir lineare Gleichungen zweiter 
Ordnung, die sich indes durch sukzessive Quadraturen erledigen lassen. 
Es bestehen ja nämlich zwei Relationen der Form: 


MR GPS EE un 


af a 
ya-al-na)=Bh: 
und wir kennen die Definitionsgleichungen der Gruppe: BPf, Bf; da- 
her finden wir in der bekannten Weise die Definitionsgleichungen der 
einzigen Transformation: 


(B’B)=(,yQ)=q=PDVf. 


Hierdurch erhalten wir die Bestimmung von den Differentialquotienten 
der Größe log g hinsichtlich x und y als Funktionen von x und y. 
Eine Quadratur gibt daher 9%. Hiermit kennen wir eine Partikular- 
lösung der linearen Gleichungen zweiter Ordnung, welche 9, bestimmen. 
Daher gibt uns eine neue Quadratur @, selbst. 


F 


E 








a a Ha 
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Nun ist: 


Also folgt zunächst: 


Ferner kommt, wenn wir f sukzessiv gleich x und y setzen: 


dx dx dy dy 
ht Bay 1, mu. EM, 2% [421 
dx dx dy dy 
BU Free De er Ber 
Pay an T Pr dy 0, Par an tr Pay 1. 


Durch Auflösung erhält man daher eine Bestimmung von: 
dx dx dy dy 
dir ay= ar Ay 


als Funktionen von x und y, so daß eine Quadratur uns x und [eine zweite] 
y liefert. Hierbei haben wir unsere frühere Bestimmung von 9, gar 
nicht benutzt. 


20. Laß uns jetzt annehmen, daß die gesuchte Gruppe die kano- 
nische Form: q, yq besitzt. Die Definitionsgleichungen dieser kanoni- 


schen Gruppe sind: . 
=), =) 0, 


ax 


Dementsprechend befindet sich unter den Definitionsgleichungen unserer 
unbekannten Gruppe eine Gleichung nullter Ordnung: 


0E—-Ay=0, 

so daß die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe die Form: 
p(Ap + Cg) 

besitzen. Wir setzen die Werte: 


g=9A, n=gpC 


- in unsere Definitionsgleichungen ein und erhalten hierdurch zur Be- 
- stimmung von p gewisse lineare partielle Differentialgleichungen zweiter 


Ordnung. Setzen wir nun: 
RR en 
(BB) = g%(Ap+ Cq)= Bf, 


und: 
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so können wir immer die Definitionsgleichungen der Transformation: 
b’f=q aufstellen. Daher finden wir die Größe @° und also auch [422 
b°f durch eine einzige Quadratur. Hiermit kennen wir eine partikuläre 
Lösung von denjenigen linearen Gleichungen, die p bestimmen. Daher 
finden wir p durch eine neue Quadratur. 

Man könnte im übrigen auch folgendermaßen verfahren. Die 
kanonische Form unserer Gruppe ist: q, yq. Also werden die infini- 
tesimalen Transformationen: 


bestimmt durch Relationen der Form: 
(4, Df)=Iq +mygq; 
(y9, Df) En 1,q +my9, 
oder durch die äquivalenten: 


aX _ 
ds. 


dX = 


0, Ydy 7” 


0, 
aY dY 
my I zu Mh) 
woraus: 

X=F(x), Y=«+Pßy, 
wo F eine arbiträre Funktion von x, « und ß arbiträre Konstanten 
bezeichnen. Hieraus folgt nun zunächst, daß die Differentialinvarian- 
ten ] der Gruppe Df keinen Differentialquotienten von x, und auch x 
selbst nicht enthalten. Dabei ist: 


dI ‚di a1 @aI 
a y: Say eve erg Er =(, 
so daß: 
y y uf $; j 
ae ne 


die einfachsten Invarianten sind; ihre Werte als Funktionen von & 
und y lassen sich ohne Integration angeben, daher findet man y [423 
durch zwei sukzessive Quadraturen. 

Nun aber wissen wir, wie früher angegeben, daß die infinitesi- 
malen Transformationen unserer Gruppe die Form: 


v(Aant 63) 


x 

besitzen. Dabei können wir der Größe p zwei solche Werte p, und 9, 
beilegen, daß: 

d d d af af af 

g0(A +0 N\-5 lAz+oz)=r75 


dx 


a nn Se Fee Kst fie ee ein u Re 
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wird. Setzen wir hier f/=y, so wird: 


nase late) 
womit 9, und g, bestimmt sind. Zur Bestimmung der Größe x ist 
die Integration einer allgemeinen Differentialgleichung erster Ord- 
nung erforderlich. 
21. Seien jetzt vorgelegt die Definitionsgleichungen (A) einer 
Gruppe mit der kanonischen Form: 


(B) Pr 8,030, 39% 


Die entsprechenden infinitesimalen 'Transformationen Df sind, wie man 
leicht verifiziert, identisch mit den Transformationen (B). Daher sind 
die Differentialinvarianten der Gruppe D/, deren Werte ohne Integra- 
tion angegeben werden können, die folgenden: 


’ [Z3 6 [4 
x x x X x 
2 Sr zu 2 u A 
’ 7 7 ’ ? 9 
x, x x a; X, 
v; ” B 2} 
on I_ I, ML In I 
’ 7 , r ? , ’ 
y, a y Y, yı 


und daher findet man sowohl x wie y durch zwei sukzessive Qua- 


draturen. 
Man könnte im übrigen auch folgendermaßen verfahren: Zu- [424 
erst bildete man die Definitionsgleichungen der Untergruppe: p, xp 


_ und zugleich diejenigen der Untergruppe: q, yq. Hiernach fände man 


leicht die Definitionsgleichungen der Transformation p und zugleich 
diejenigen der Transformation q, so daß sowohl p wie q durch je 
eine Quadratur bestimmt werden können. Ist nun: 


df df df 
Des Das 
ee, 
nr Sa My? 
so folgt: 
dx dx dx dx 
ige Ua ga Nigy) 


On It 
so daß sowohl x wie y durch je eine Quadratur gefunden werden. 
Auch nach dieser Methode wird somit sowohl x wie y durch zwei 
konsekutive Quadraturen gefunden. 
22. Kennt man die Definitionsgleiehungen einer Gruppe mit der 
kanonischen Form: 
(B) B=q, B=yq, B=y°q, 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 26 
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so fragt man zunächst nach der allgemeinsten infinitesimalen Trans- 
formation: Df=Xp-+ Yoq, die drei Relationen der Form: 


(B,D)=c,B, + 03B, + 6;B; 


erfüllt. Man erkennt leicht, daß X eine arbiträre Funktion von x sein 
kann, während Y nur von y abhängt und zwar die Form: 


Y=a+tay+a,y? 


besitzt. Die Invarianten / der Gruppe Df enthalten daher keine [425 
Größe x* und auch x selbst nicht, während sie die drei Relationen: 


dI \ oT dl 0 
dy = 0, y dy + y, dy, + iv. dy” er ‘= 0, 
= 01 at dI Ba 
y ’ay TEE Yen INN a oe 0 


erfüllen. Die einfachste Invariante ist daher: 
ne 
y ( ) ze 


Als neue abhängige Variable wählen wir eine Invariante der Gruppe: 
g, yq, etwa: 


Es ist: 





Daher finden wir « als Funktion von x durch Integration einer Ric- 
catischen Gleichung erster Ordnung. Hiermit ist, behaupte ich, gleich- 
zeitig y als Funktion von x bestimmt worden. 

Setzen wir in der Tat: 


so kommt: 
dv le 
ehe 30 


so daß auch » unsere Riccatische Gleichung erster Ordnung erfüllt. 
Setzen wir endlich: 


ve 2 y i 
2 = W 
£ 7 +1 i 
so wird wiederum: 
dw 1, 
2. = 1, + r W [426 
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Nach der Integration unserer Riecatischen Gleichung erster Ord- 
nung kennen wir somit eine jede unter den drei Größen: 


u-T, a ee 
y. BR A 


als Funktion von x, und da: 
U — W 
I. 
ist, so finden wir hierdurch y als Funktion von x. Der gefundene 
Ausdruck enthält als Integrationskonstanten drei arbiträre Funktionen 
von Y. 

Mn ganz entsprechender Weise fände man y als Funktion von y 
durch Integration einer Riecatischen Gleichung erster Ordnung, und 
nach bekannten Theorien (Note 1, [S. 422]) reduziert sich die Erledi- 

gung unserer beiden Riccatischen Gleichungen erster Ordnung auf 
die Integration einer einzigen derartigen Gleichung. 

Hiermit ist also y gefunden. Versucht man auch x zu bestimmen, 
so erkennt man leicht, daß hierzu die Integration einer allgemeinen 
Gleichung erster Ordnung erforderlich ist. Dagegen ist es nach der 
Bestimmung von y möglich, die endlichen Ausdrücke der gesuchten 
Gruppe ohne Integration aufzustellen. 

Wir kennen in der Tat eine Gleichung: 


_ die von x erfüllt wird. Daher gibt es eine solche Funktion p von x 
und y, daß die Relation: 
| df af af 
leer 
| besteht. Setzen wir hier {= y, so kommt: 

Er =, [427 
womit @ gefunden ist. Also wird: 
df af 
dy ar, 
dy dy 
day ? ix 


I 


Multipliziert man hier einmal mit y und einmal mit y?, so erhält man 
‚ eine allgemeine Bestimmung unserer Gruppe. 

| 23. Kennen wir die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 
' kanonischen Form: 


9, 79 ’d, PB; 
26* 
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so können wir unter anderem folgendermaßen verfahren: Unter den be- 
sprochenen Definitionsgleichungen gibt es zwei von der Form (v). Da- 
her können wir zwei Gleichungen erster Ordnung aufstellen: 
df df df df 
Ay "aa Ay Pie 
unter denen die erste von f=x, die zweite von f= y erfüllt wird. 
Setzen wir sodann: 
Du ed 
so finden wir die Definitionsgleichungen der Gruppe: q, yq, y?’q, die 
hiernach nach den Regeln der vorangehenden Nummer vermöge einer 
Riecatischen Gleichung erster Ordnung bestimmt wird. Setzen wir 
sodann: 
em el, 
so finden wir die Definitionsgleichungen der Gruppe p, die durch eine 
Quadratur bestimmt wird. 
Nachdem y und: 


p= 45 + BZ 


gefunden sind, erhält man x durch eine ee Es ist ja [428 
nämlich einerseits: 





day re Y 
und andererseits: 
0x dx 


so daß eine Quadratur uns x liefert. 


24. Kennen wir die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 

kanonischen Form: 
4, 7% y’, Pr XP, 

so können wir folgendermaßen verfahren. Wir bilden zuerst ganz wie 
in der letzten Nummer die Definitionsgleichungen der Gruppe: q, y9, 
y°’q und finden hiernach y durch die Integration einer Riccatischen 
Gleichung erster Ordnung. Darnach bilden wir die Definitionsglei- 
chungen der Gruppe: p, xp und bestimmen wie in Nummer 20 die 


Größe: 
n 


p= Az + B7, 
durch eine Quadratur. Sodann wird x selbst gefunden durch eine neue 
Quadratur auf Grund der beiden Relationen: 


dx dx 


j dx dx 
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25. Kennen wir die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 
kanonischen Form: 


(6) 0 302 v5 Box op, 


so bilden wir einerseits die Definitionsgleichungen der Gruppe: q, ygq, 
y’q, andererseits diejenigen der Gruppe: p, xp, x?p und bestimmen 
sodann einerseits y andererseits x durch eine Riccatische Gleichung 
erster Ordnung. Führen wir sodann die gefundenen Werte von x und y 
in die kanonische Gruppe (6) ein, so erhalten wir den analytischen [429 
Ausdruck der gesuchten Gruppe in den Variabeln x und y. 


26. Kennen wir endlich die Definitionsgleichungen einer Gruppe 
mit der kanonischen Form: 


(Bf) p+tq, xp+tyq, p+y’a 
so suchen wir zunächst die allgemeinste Transformation: 
| Df=-Xp+ Yq, 


die drei Relationen der Form: 
| (B,D)—6,B, + 65Bs + 6,,B, 
‘ erfüllt. Dies gibt zunächst die Relationen: 


dX ax 
FEIRE Pre + G:X + G2°, 


dX ax 
I, Jay a +0 X+@3”+ X, 


dx daX. ; 
cd wor = (51 + 9X + gsx? + 2xX 


‘und ähnliche Relationen zur Bestimmung von Y. Durch Integration 
derselben nach bekannten Regeln erkennt man leicht, daß D/ die Form: 


oP+gN)+talkp+tyg)+c(zp +y?q) 


besitzt, so daß die Gruppe Df mit der Gruppe Bf identisch ist. 
Die Invarianten der Gruppe D/ werden bestimmt durch die Re- 
‚lationen: 





ne a, er, 
tar , rate an Pen = 0 
af ‚df af ‚af 
| 27, + 2x Fröa ae re =(, 
"so daß 
; BEE EE 5° 
| ey Ar 77 
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die einfachsten Invarianten sind. Als neue abhängige Variable wählen 


wir eine Invariante der Untergruppe: p+q, xp+yq und zwar die 
Größe: 


’ 





=M. 
27) 


Dann wird: 
du 


an “+lu+]J, 
. so daß u als Funktion von x durch Integration dieser Riecatischen 
Gleichung erster Ordnung gefunden wird. Weitere Lösungen dieser 
Gleichung sind, wie man leicht verifiziert, die Größen: 


(+ px 


u, und: «+la@-y = Us, 

deren Werte als Funktionen von x und y daher nach der Integration 
der besprochenen Gleichung angegeben werden können. Gleichzeitig 
findet man die Größen: 


a. 
x(x—y) 








und also y und x als Funktionen von x (siehe Note 1, [S. 422])'). 


$ 8. Bestimmung durch Integration von Gruppen mit einer einzigen 
invarianten Kurvenschar: f(x, y) = Const. 


Jetzt integrieren wir sukzessiv die Definitionsgleichungen von allen 
Gruppen mit einer einzigen invarianten Kurvenschar, also solche Glei- 
chungssysteme, die nur eine einzige Gleichung der Form (») ent- [a31 
halten. 


27. Wir werden zuerst annehmen, daß wir. die Definitionsglei- 
chungen einer Gruppe mit der kanonischen Form: 


(Bf) pP, 2ıp ryd, enriyg 


kennen. 
Es ist a priori klar, daß die infinitesimalen Transformationen Df 
die Form: 


X(x)p+ Yx,y)q 


1) Man kann übrigens u. a. auch folgendermaßen verfahren: Man berechnet 
zuerst den Wert der Invariante: 


x% 82 








als Funktion von x, y, findet sodann x durch Integration einer Riccatischen 
Gleichung und darnach y algebraisch durch Benutzung der Invariante ],;. 


aa LE a2 a0 Lu U. Sm a MAL u a 2 au a du nad u 
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besitzen müssen. Dabei bestehen Relationen der Form: 
X=a,+2ax+0x° 
2xX’—-2X=b,+2b,x+b,x, 
eX — 2X =o,+ 24X+ 6%, 
so daß X die Form: «+ «,x + «,x? besitzt und dabei ohne Beschrän- 


kung gleich Null gesetzt werden kann. Daher sind die Konstanten a,, 
b,, c, sämtlich gleich Null. Die Größe Y wird bestimmt durch: 


aY dXY aY 


ul a ee — Y-ß0, See 


so daß Y = Const. y wird. Die Gruppe Df besteht daher aus den vier 
Transformationen: 


(Df) pP, xp. 34, ®p+xyq. 
Die Invarianten der a Df sind bestimmt durch: 


dl al „ dI 
Fe er a a 
dI ar dI 
ya Te 
ee Er c, [432 


18, + yR X + (yx” + 2y'x rt 


Die einfachsten Invarianten sind: 


> 06 3 ( W 2, 3 )' 
x 2 Ar). * ne 
’ 4% y, 
ee 
y x 


Daher findet man zuerst x durch Integration einer Riccatischen Glei- 
chung erster Ordnung; darnach genügt eine Quadratur zur Bestimmung 
von y. 

28. Seien jetzt vorgelegt die Definitionsgleichungen einer Gruppe 
mit der kanonischen Form: 


(Bf) Pr Sp, vg, DB taye 


"In diesem Falle ist die Gruppe Df, wie man leicht verifiziert, identisch 


mit der Gruppe Bf, und gleichzeitig identisch mit der Gruppe Df der 
vorangehenden Nummer. Daher findet man auch jetzt zuerst x durch 
Integration einer Riecatischen Gleichung erster Ordnung; darnach y 


durch eine Quadratur. 
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29. Seien vorgelegt die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit 
der kanonischen Form: 

(Bf) 49 X... 8% 4, Pr XP w>0. 
Die entsprechenden Transformationen Df besitzen offenbar die Form: 
Xp + Y(x, ya, 

dabei ist X bestimmt durch die Relationen: 
X=a+ax, xX—-X=b+bx, 

so db X=c«,+c,x ist und gleich Null gesetzt werden kann. [433 
Die Größe \ genügt zwei Relationen der Form: 

day a : 

Er a Ariel ae ar = ht Me un n 
und besitzt daher, wie wir ohne wesentliche Beschränkung annehmen 
können, die Form Y = Y(y). Dabei soll eine jede unter den Größen: 


dY gr 08 aY 


dy’ Xay’ Eee dy’ Yo 


sich als Summe von der Form: 
bo use URN 0 
ausdrücken lassen, so daß Y=cy gesetzt werden kann. Die Gruppe 
Df ist daher identisch mit der Gruppe Bf. 
Indem wir jetzt die einfachsten Invarianten berechnen werden, be- 
schränken wir uns auf den Fall s=2. Dabei suchen wir nur solche 


Invarianten, in denen nur Differentialquotienten hinsichtlich x (oder 
nur hinsichtlich y) vorkommen. Wir schreiben zur Abkürzung: 


daU AU, 
dx zz U,, =: 


Die gesuchten Invarianten sind dann bestimmt durch: 


dI dl 
dx 0, dy 


dI dl: 
2, 25,0 21,7, =, 


dI 
0= 1 + Bx,2,5, + (4x,x, + 3x?) Fe 


Die einfachsten Invarianten sind daher: 


X [434 
> 
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diese ist von s unabhängig, und: 


ul u —- u) — (4x, +33) YıX% —JeXı) _ 


1: 
UN — Ya) - 3, (Yı% —Yekı) N 





Man findet daher zuerst x durch zwei Quadraturen. Hiernach wird y 
bestimmt als Funktion von x durch eine lineare Gleichung vierter 


Ordnung der Form: 
T= Nf, 


wo feine bekannte Funktion der unabhängigen Variabeln bezeichnet. 
Unter den Lösungen dieser Gleichung vierter Ordnung kennt man 
schon drei partikuläre, nämlich: 1,x, x?. Daher findet man die allge- 
meine Lösung durch Quadratur. 

Ist s verschieden von zwei, so findet man in ganz entsprechender 
Weise zuerst x durch zwei Quadraturen, und darnach y durch Inte- 
gration einer linearen und homogenen Differentialgleichung (s + 2)-ter 
Ordnung mit s+ 1 bekannten partikulären Lösungen nämlich: 1,x,..., x". 


30. Seien vorgelegt die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit 
- der kanonischen Form: 


(B) Q,X9,.,.,%4, Jg, P; XP, x’p =ESEYG (> 0). 


Diese Gruppe ist in keiner umfassenderen endlichen Gruppe als in- 
variante Untergruppe enthalten, daher gibt es keine anderen infini- 
tesimalen Transformationen Df als die Bf selbst. Unter den Inva- 
rianten der Gruppe findet sich zunächst die Größe: 


2 
X, 3x 


ae, x? 
so daß x durch Integration einer Riecatischen Gleichung erster Ord- 
nung gefunden wird. 

Um darnach die Bestimmung von y durch Quadraturen an einem 
einfachen Beispiel zu illustrieren, beschränken wir uns auf den ein- [435 
fachsten Fall s= 1. Verlangt man sodann zunächst Invarianten gegen- 
über allen Df ausgenommen: x?p + xygq, so findet man unter anderen 


die Größen: 
a £, we ee 
2. 


2 en, 
x %YJı —XıJe 


soll dabei eine Funktion f von &, und « sich gegenüber der ausge- 
schlossenen infinitesimalen Transformation: x®p+xyq als Invariante 
verhalten, so ist erforderlich und hinreichend, daß die Relation: 
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besteht. Daher ist: 

sn 25 

%Jı, — u 2x 
eine Invariante der Gruppe Df. Also findet man y, nachdem x bestimmt 
ist, durch Integration einer linearen Gleichung dritter Ordnung mit den 
beiden Partikularlösungen 1 und x, d. h. durch Quadratur. 

Hat s einen allgemeinen Wert, so bestimmt man ebenfalls zuerst x 
durch Integration einer Riccatischen Gleichung erster Ordnung, und 
darnach y durch Integration einer linearen Gleichung (s + 2)-ter Ord- 
nung mit den s+ 1 Lösungen: 1, x, ...., x*. 

31. Kennt man die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 
kanonischen Form: 


(B) 9 xX,..,x%qg p 2xp+syq, Xp+sxyq 6>0), 


so sieht man leicht, daß die Gruppe Df außer den Bf nur noch die 
infinitesimale Transformation yq enthält. Man verfährt daher ganz wie 
bei der Bestimmung der Gruppe der vorangehenden Nummer. 

32. Seien jetzt vorgelegt die Definitionsgleichungen einer [436 
Gruppe mit der kanonischen Forn: 

$ 8, ..,2Q, p xp+(ey+kx't')g, 

wobei k, wenn ce von s+ 1 verschieden ist, gleich Null gesetzt werden 
kann; ist dagegen c=s-+ 1, so kann %k gleich 1 oder Null gesetzt 
werden. 


Ist s= 0, so sind, wenn e 20: 


Ar „de an_y „a: an _p 


day Br gay "dx dx 


die Definitionsgleichungen der kanonischen Gruppe. . Wir können daher 
annehmen, daß c gleich 1, und % von Null verschieden und gleich 1 
ist, weil sonst zwei Gleichungen der Form (v), und demzufolge zwei 
invariante Kurvenscharen: f(x, y) = Const. aufträten. Die Form der 
kanonischen Gruppe wird somit: 


geB pt tng 


Da x = Const. die einzige invariante Kurvenschar liefert, so haben die 
Transformationen Df die Form: 


Xx)p + Ya y)q 
und bilden dabei, wie man leicht verifiziert, die Gruppe: 


g, P, xXp+ryq, xq 


a REITER 





De at an a 
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mit den Invarianten: 
er De Es DL 
2,’ x] 
Daher findet man zuerst x und darnach y durch Quadratur. 
“Ist s>0, so gibt es unter den Definitionsgleichungen der kano- 


nischen Gruppe nur zwei von erster Ordnung, nämlich: 
de de an 


Dementsprechend gibt es unter den Definitionsgleichungen der unbe- 
kannten Gruppe in den Variabeln x, y zwei von erster Ordnung: [437 


ds ds _dn an 
a a 


A 
a Age + BGE + 0g2+ Dg + E&+ Fn=0 
und zwar müssen sich die Gleichungen (A,) durch den Übergang von 
den Variabeln x, y zu den Variabeln x, y in die Relationen (A,) um- 
wandeln. Dies gibt nun eine gewisse Anzahl Relationen zur Bestim- 
mung von x, y als Funktionen von x, y. Zur Bestimmung der Kon- 
stanten c ist es, wie ich hier nicht ausführlicher nachweisen werde, 
notwendig und hinreichend, die Gleichungen erster Ordnung zu bilden. 
Ist dabei c verschieden von s+ 1, so setzen wir k—=0. Ist dagegen 

—s-+ 1, so kann k entweder gleich Null sein oder auch gleich 1 
gesetzt werden. Um zu entscheiden, welcher unter diesen beiden Fällen 
vorliegt, muß man die Definitionsgleichungen höherer Ordnung berück- 
sichtigen, worauf ich jedoch hier nicht näher eingehe. 

Hat die kanonische Gruppe die Form: 


(B) ge 20..20.,24.D xD. 04 (Zs+1), 


so enthält die Gruppe Df außer den B/ nur noch die Transformation 
yqg. Die weitere Behandlung dieses Falles wird daher ganz analog der 
in Nummer 29 entwickelten Theorie. 

Hat die kanonische Gruppe die Form: 


es ara ps. tyd, 


so enthält die Gruppe Df außer den Bf noch die beiden infinitesimalen 
Transformationen: 
20,30 


Auch in diesem Falle geschieht daher die Behandlung nach der [438 
in Nummer 29 entwickelten Theorie. 


412 XIV. Klassifikation und Integration. III. Arch. VII, 1883 
Hat endlich die kanonische Gruppe die Form: 
>23 29 9 mie by u, 


so enthält die Gruppe Df außer den Bf nur noch die Transformation 
x’+ig" Wir behandeln diesen Fall etwas näher unter der speziellen 
Annahme s= 1. 

Die einfachsten Invarianten der Gruppe: 


(D) 4, x, x’, p xp+2yq 
sind: 

% Yı(Kı X — 3)— X, (X Js — 3%,y;) : 
x’ 2 








Daher findet man zuerst x durch zwei Quadraturen und darnach y 
durch Integration einer linearen nicht-homogenen Differentialgleichung 
dritter Ordnung, die ebenfalls durch Quadraturen erledigt wird, weil 1; 
x und x* drei bekannte Partikularlösungen der entsprechenden homo- 
genen linearen Gleichung dritter Ordnung darstellen. 

Die Behandlung des allgemeinen Falles gelingt in ganz entsprechen- 
der Weise durch eine Anzahl Quadraturen. 

33. Seien jetzt vorgelegt die Definitionsgleichungen einer Gruppe 
mit der kanonischen Form: 


(B) a Rd Na 


Ist r= 1, so findet man selbstverständlich die betreffende infini- 
tesimale Transformation durch Quadratur. 
Ist r— 2, so können wir offenbar X,=1,X,=x setzen, so daß: 


(B) vxq 
unsere kanonische Form wird. Die entsprechenden infinitesimalen Trans- 
formationen Df sind: 

P, xp, Xp+xyg, yq, Fix)g, 


wo F eine arbiträre Funktion von x bezeichnet. Unter "den In- [439 
varianten der Gruppe D/ befindet sich die Größe: 


so daß x durch Integration einer Riccatischen Gleichung erster Ord- 
nung gefunden wird. Weitere Invarianten sind: 


d ‚ E x. d , ‚ 8x. 
aaay, n7)-.., ar au 2) 5, 


REN NED UIERIUEEIEU.ERNNUUL NEN... nm. 
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Daher findet man nach der Bestimmung von x die Größe x'y,— x,y’ 
durch Quadratur. Hiernach integriert man eine Gleichung der Form: 


or PET 23 eg f(z, Y), 


was nur Quadratur verlangt, weil y=x eine partikuläre Lösung der 
reduzierten Gleichung: x’y,— x,y’ = 0 darstellt. 

Ist r >2, so muß man eine andere Methode benutzen, was darauf 
beruht, daß die X, unbekannte Funktionen von x darstellen, unter 
denen allerdings immer X,=1, X,=x gesetzt werden können; da- 
gegen lassen sich die Werte der übrigen X, nicht ohne Integrationen 
feststellen. 

Unter den vorgelegten Definitionsgleichungen der unbekannten 
Gruppe befindet sich eine von nullter Ordnung, etwa: 


BE—- Ayn=0. 


Daher haben die unbekannten infinitesimalen Transformationen in den 


Variabeln x, y die Form: 
p(Ap + Ba), 


wo A und B gegebene Funktionen von x, y sind, während die unbe- 
kannte Größe p die Form: 


9y=c9p +%P%t+t'''+%9, 


besitzt. Daher genügt p einer bekannten linearen Gleichung r-ter [440 
Ordnung, durch deren Integration p gefunden wird.') 

Ist die besprochene Gleichung r-ter Ordnung integriert, so wird x 
gefunden durch Division von zwei Partikularlösungen, etwa von @, durch 
9,. Zur Bestimmung von y bilden wir die Gleichung: 


df an. a, 
Aut Ba) ur 
woraus: 
83 dy 1 
a er 


Nun aber ist x eine bekannte Lösung der Gleichung: 


dx 


af af 


daher verlangt die Bestimmung von y nur Quadratur. 

1) Diese lineare Gleichung r-ter Ordnung ist im allgemeinen nicht reduk- 
tibel. Um zu entscheiden, ob eine Reduktion möglich ist, sucht man ihre Gruppe. 
Gestattet sie infinitesimale Transformationen, bei denen die unabhängige Variable 
x transformiert wird, so kommen die Theorien der folgenden Nummern zur An- 
wendung. 
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34. Kennt man die Definitionsgleichungen (A) einer Gruppe mit 
der kanonischen Form: 


(B) re ) X.g, y9g, 


so kann die Bestimmung dieser Gruppe dadurch geleistet werden, daß 
man zuerst die Definitionsgleichungen (A,) der Gruppe: (B,B))—-B, 
d. h. der Gruppe [mit der kanonischen Form]: 


0, 0x0 


aufstellt, was bekanntlich immer ohne Integration möglich ist. Sodann 
bestimmt man wie in der vorangehenden Nummer die Transformationen: 


X,q=g,(Ap + Bo) 


durch die Integration einer linearen Gleichung r-ter Ordnung, wo- [441 
mit gleichzeitig x gefunden wird. Um jetzt den Ausdruck der fehlen- 
den infinitesimalen Transformation yq in den Variabeln x, y zu finden, 
nehmen wir wiederum die linearen Gleichungen (A), unter deren r-+1 
Lösungen schon r partikuläre gefunden sind. Daher bestimmt man die 
fehlende yq durch Quadratur, womit gleichzeitig y gefunden wird. 

35. Seien jetzt vorgelegt die Definitionsgleichungen (A) einer 
Gruppe mit der kanonischen Form: 


X,q, nr X,0, pP >). 
Unter den Definitionsgleichungen (A) der kanonischen Gruppe befinden 


sich drei von erster Ordnung: 


dE 0 dn 


(a) et 


Dementsprechend befinden sich unter den Gleichungen (A) drei von 
erster Ordnung, etwa: 


d d d d 
rer BE non N, 
de dE dN, „An ne 
(a) At er Day ri En 0: 
De Ery-0. 





Wir bemerken, daß die Gleichungen (a) die unendliche Gruppe: 
b) p, fix)q 


mit der arbiträren Funktion f bestimmen. Dementsprechend bestim- 
men die Gleichungen (a) eine ähnliche unendliche Gruppe. Wir be- 


Maba el a Al an a AAa nun ll al an u du u de 12 


a aa un aan dl. 





I 
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merken ferner, daß die der Gruppe (b) entsprechende Gruppe d(f) die 
infinitesimalen Transformationen: 


(d) DaB Ben. yo 


mit der arbiträren Funktion F' enthält. Also befindet sich unter den [442 
Invarianten der Gruppe (d) die Größe!) x”:x’, so daß x durch Quadra- 


, 
tur bestimmt werden kann. Eine weitere Invariante ist die Größe: 
x? Er. er y x 


x 


[2 [2 ’ [2 ’ F2 
ih 3, 35 an en Aue ME 
‚2 ’ [4 [2 (4 ’ [2 ’ 
x xy,—Xxy 2 27 2% ay. 87 





Man kann sich nun denken, daß die soeben bestimmte Größe x schon 
als x gewählt worden ist. Unter dieser Voraussetzung erhält die so- 
eben aufgestellte Invariante die einfache Form y,:y,, und dabei kennt 
man den Wert dieser Größe als Funktion von « und y: 


Ne 


Dies gibt: 
yet, y-je/"ay. 


Man sieht, daß der gefundene Wert von y die Form: 


y=®d,(@)yo + ®;(k) 


besitzt, wobei ®, und ®, arbiträre Funktionen von x sind, und y, eine 


gegebene Funktion von x und % bezeichnet. 


Wir setzen: &,—=0, ®,—=1 und führen sodann die Größen x, y 


als neue Variable ein. Dann erhalten die gesuchten infinitesimalen 
 Transformationen, die x invariant lassen, die Form: X(x)q, und dabei 


genügt X einer bekannten linearen Gleichung r-ter Ordnung: 
Ko Kot uote 
Dabei muß es möglich sein, statt y eine solche Größe: [443 
Yı= Pay 
als neues y einzuführen, daß die Größe: 
X, = b(z)X 
einer linearen Gleichung r-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 


a 


1) Die im Texte besprochenen Invarianten der Gruppe (d) werden berechnet, 
indem man verlangt, daß die Gleichungen (a) durch die Einführung von den 
Variabeln x, y die Form (a) annehmen. 


416 XIV. Klassifikation und Integration. III. Arch. VIII, 1883 


genügt, und man kann sogar verlangen, daß die Konstante c, 
Null ist. Hierdurch wird ® vollständig bestimmt. 

Man integriert die gefundene lineare Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten und findet hierdurch alle infinitesimalen Transformationen, 
die x invariant lassen. Darnach wird die fehlende infinitesimale Trans- 
formation: 


_, gleich 


p+ Ya 


durch Quadratur bestimmt, und durch Einführung einer zweckmäßigen 
Größe der Form: 

y=y+ Ike) 
als neuem y gelingt es endlich, die gesuchte Gruppe auf ihre kanonische 
Form zu bringen. 


36. Unter den Definitionsgleichungen der kanonischen Gruppe: 


X.» X,9, 74, P 
befinden sich zwei erster Ordnung, nämlich: 
’ de de 


und neben den drei aus ihnen durch Differentiation hervorgehenden 
noch zwei weitere von zweiter Ordnung, nämlich: 


d’n d’n 
(23) m IT =(. 





Dementsprechend enthalten die Definitionsgleichungen einer [444 
auf die vorgelegte kanonische Form reduktiblen Gruppe zwei Glei- 
chungen erster Ordnung (a,) und 3+ 2 Gleichungen zweiter Ordnung (a3). 

Wir bemerken, daß der Inbegriff der Gleichungen (a,) und (a,) 
eine unendliche Gruppe, d. h. eine Gruppe mit unendlich vielen infini- 
tesimalen Transformationen, nämlich mit allen der‘ Form: 

b(f) p, Fra, Fdya 
bestimmt. Dementsprechend bestimmen auch die Gleichungen (a,), (a3) 
eine ähnliche unendliche Gruppe. 

Wir suchen alle infinitesimalen Transformationen d(f), die zu den 
Transformationen b(f) in solcher Beziehung stehen, daß eine Relation 
der Form: ’ 
b(df)) — d(bif))= cp + Dlx)g + Pılx).yq 
stattfindet. Diese Forderung wird erfüllt von allen Transformationen 
der Form: 
af) p, xp, Fix)q, Fıls)ya, 


deren Inbegriff somit die gesuchte Gruppe d(f) bildet 


a a ann 
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Wir suchen die Größen x, y derart als Funktionen von x, y zu 
bestimmen, daß die beiden Gleichungssysteme (a,, a,) und (a,, @,) 
identisch werden. Hierdurch erhalten wir wie gewöhnlich eine Reihe 
Relationen der Form: 


JI(x, y; 2,3% .. ) ze Bir, ul 


wobei die ./ Invarianten und zwar beliebige Invarianten der Gruppe 
d(f) darstellen, während die B gegebene Funktionen von z, y bezeichnen. 
Eine solche Invariante ist x”:x’, woraus folgt, daß x durch Qua- 
draturen bestimmt werden kann. Eine andere Invariante ist die Größe: 
DEE EIER SE [as 
v 2 I, 79% u Pe 0 u A 
Denkt man sich nun die soeben gefundene Größe x schon als x ein- 
geführt, so daß: 


sind, so geht die letzte Invariante über in die Größe y„:y,, deren 
Wert als Funktion von x, y somit ohne Integration angegeben werden 
kann. Daher erhält man durch zwei Quadraturen eine Bestimmung 
von y: 


y= da)y+ D,(@), 


wobei ® und ®, arbiträre Funktionen von x, dagegen y, eine bestimmte 
Funktion von x und y bezeichnen. 

Führen wir die gefundenen Werte x, y statt x, y ein, so nehmen 
die Definitionsgleichungen (a,, a,) nach dem Vorangehenden die Form an: 


de de 
eh: 
wozu noch zur vollständigen Bestimmung der gesuchten Gruppe einige 
weitere Gleichungen hinzukommen. In den gefundenen Variabeln x, y 
haben daher die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe die 


Form: 
ep+(ay+X@)g, 


wo c und c, arbiträre Konstanten sind, während X eine gewisse lineare 
Differentialgleichung, deren Form von c und c, abhängt, erfüllt. Setzen 
wir vorläufig voraus, daß c und c, gleich Null sind, so erhalten wir 
zur Bestimmung von X eine lineare Gleichung r-ter Ordnung: 


KNra XP. toX—0, 
die durch eine zweckmäßige Substitution der Form: 


y‚=yII(), X,= XII(x) 


Soplıus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd V 27 
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in eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten übergeht: [446 


Relax, 


und dabei läßt sich sogar erreichen, daß die Konstante a,_, gleich Null 
wird. Dies geschieht, wenn wir: 


1 
fer 182 
IC X 


setzen. Durch Integration der gefundenen linearen Gleichung erhalten 
wir die Ausdrücke der gesuchten infinitesimalen Transformationen der 
Form: X, (x,)4:- 

Sodann setzen wir in der früher besprochenen linearen Gleichung, 
die von c und c, abhing, e=0, c,=1; dann erhalten wir zur Bestim- 
mung von X eine Gleichung (r + 1)-ter Ordnung mit r [bekannten] 
partikulären Lösungen, so daß die allgemeine Lösung durch Quadratur 
gefunden wird. Darnach setzen wir: 


ytX=y, ı=-x=x. 


In den hiermit gefundenen Variabeln y,, x, hat die gesuchte Gruppe 
die verlangte kanonische Form. 


$ 9. Bestimmung von Gruppen mit unendlich vielen invarianten 
Kurvenscharen. 


Alle Gruppen mit unendlich vielen invarianten Kurvenscharen sind 
nach mir reduktibel auf vier kanonische Formen, die wir der Reihe 
nach behandeln werden. 


37. Die Definitionsgleichungen einer Gruppe, die aus einer ein- 
zigen [infinitesimalen] Transformation besteht, umfassen eine Gleichung 
fr 
nullter Ordnung: 


A&E+Bn=0 


und vier Gleichungen erster Ordnung, welche die Differentialquotienten 
von & und n als Funktionen von x und y bestimmen. Daher fin- [447 
den wir die betreffende infinitesimale Transformation durch Quadratur. 

38. Seien jetzt vorgelegt die Definitionsgleichungen einer Gruppe 
mit der kanonischen Form: 


(B) a 


Die entsprechende Gruppe Df besteht aus den infinitesimalen Trans- 
formationen: 
(D) 4% PB 394, eq 


ER EEREL UNTER REN EM 


EREEERN 


wi 


er 
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mit den Invarianten: 


= ar zu A +32’ +) 
& xy’—y(a”+x9 





T 
7-1. 


Man findet daher zuerst x durch eine Quadratur. Darnach bildet man 
die lineare Gleichung dritter Ordnung: 

T= NI 
mit den bekannten Partikularlösungen: y=1, y=e*. Die Bestimmung 
von y gelingt daher vermöge Quadraturen. 


39. Kennen wir die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 
kanonischen Form: 


(B) pP, 


so bemerken wir, daß die zugehörige Gruppe Df aus den sechs infini- 
tesimalen Transformationen: 
P» 00 2p,. 72,730, vg 


besteht. Die weitere Behandlung dieses Falles ist ganz analog mit der- 
jenigen Theorie, die wir in Nummer 42 entwickeln werden. 


40. Seien endlich vorgelegt die Definitionsgleichungen einer Gruppe 
mit der kanonischen Form: 


(B) | ps 9 pt ya. 


_ Die zugehörige Gruppe Df besteht wiederum aus den sechs infinitesi- 
- malen Transformationen: 


pP, 9, xp, JP, xg, Yq. [448 


Was die weitere Behandlung dieses Falles betrifft, verweisen wir wiederum 


- auf Nummer 42. 


$ 10. Bestimmung von Gruppen mit keiner invarianten Kurvenschar. 


In diesem Paragraphen denken wir uns, daß die Diskussion von 


‚ den vorgelegten. Definitionsgleichungen einer unbekannten Gruppe zu 


dem Resultate geführt hat, daß sich keine bei der Gruppe invariante 
Kurvenschar finden läßt, so daß als die zugehörige kanonische Form 


‚eine lineare Gruppe mit acht, sechs oder fünf Parametern gewählt 
- werden kann. Wir entwickeln für einen jeden unter diesen drei Fällen 
" die einfachste Integrationstheorie der betreffenden Definitionsgleichungen. 


41. Kennen wir die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 


' kanonischen Form: 


re P, 4, xp, ygq, xq, Jp, “p+txyq, xyp+y’g, 


27° 
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so bemerken wir, daß die Gruppe (B) in keiner umfassenderen end- 
lichen Gruppe enthalten ist, so daß die Gruppe D/ mit der Gruppe Bf 
identisch ist. 

Die Gruppe B hat ($ 1) vier Invarianten zweiter Ordnung, näm- 
lich, wenn wir: 








Ada IK, „ah. 1m _ENZIK 
xy,—yx,’ xXy,—yx,’ xXy,—yx’ 

PA SEI NN I 2 
xy—yx,’ an I Xy,—y'xz, 


setzen, die vier Größen A, a, B+2C, b-+2c. Diese vier Größen 
können daher als gegebene Funktionen von x, y betrachtet werden, 
so daß die Bestimmung von x, y nach den Regeln des ersten [449 
Paragraphen durch die Integration einer gewöhnlichen linearen Glei- 
ehung dritter Ordnung geleistet wird. 

Man käme übrigens offenbar zu demselben Resultate durch Be- 
trachtung von solchen Invarianten, die nur Differentialquotienten hin- 
sichtlich einer einzigen unabhängigen Variabeln enthielten. Die hiermit 
angedeutete Behandlungsweise ist für gewisse Gesichtspunkte einfacher 
als die früher entwickelte. 


42. Kennen wir die Definitionsgleichungen einer Gruppe mit der 
kanonischen Form: 


(B) 05 PD, 20,70, =D, DB 


so bemerken wir zunächst, daß die Gruppe (B) in keiner Gruppe mit 
sieben Parametern enthalten ist, und daß die zugehörige Gruppe Df 
daher mit der Gruppe Bf identisch ist. Die Gruppe Df hat ($ 1) sechs - 
Invarianten zweiter Ordnung, nämlich die sechs Größen, die wir in der 
vorangehenden Nummer mit A, B, C, a, b, c bezeichnet haben. Zur 
Bestimmung von x, y führen wir als Babkaanr ein die Invariante 
erster Ordnung der fünfgliedrigen (invarianten) Untergruppe: 


05.95 24, IP xp- y4, 
nämlich die Größe: 


ıy,— xy= 8: 
Nun ist: 
i dlog I 
re 


so daß / durch eine Quadratur gefunden wird. 
Darnach nehmen wir die (nicht invariante) viergliedrige Unter- 
gruppe‘ 
9,.P, 29, ıP 774 
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von unserer fünfgliedrigen Gruppe. Diese viergliedrige Gruppe hat zwei 
Invarianten erster Ordnung, nämlich die soeben bestimmte Größe I 
und die Größe: 


en [450 
Es ist: 
ARE N Tee 


und der Differentialquotient von U hinsichtlich y drückt sich in ähn- 
licher Weise aus, so daß U durch die Integration einer Riecatischen 
Gleichung erster Ordnung gefunden wird. 

Man verifiziert unmittelbar, daß diese Gleichung fortwährend er- 
füllt wird, wenn wir der Größe U den einen unter den beiden Werten: 


J, «+ 


y’ a+y) 





beilegen. Durch Integration einer Riccatischen Gleichung erster Ord- 
nung erhalten wir somit eine Bestimmung von: 


als Funktionen der Größen x, y. Dabei kennen wir von früher den 
Wert von x’y,—x,y. Also finden wir die vier Größen x’, x,, y', y„ 
so daß x und y durch Quadraturen bestimmt werden. 

Es ist leicht einzusehen, daß die entwickelte Methode sich in mehr 
facher Weise modifizieren läßt. 


43. Endlich setzen wir voraus, daß die Definitionsgleichungen 
einer auf die Form: 


(B) pa sd 0. y., p 


reduktiblen Gruppe vorgelegt sind. Da bemerken wir, daß die Gruppe B 
nur in einer einzigen sechsgliedrigen Gruppe (als invariante Untergruppe) 
‘enthalten ist, nämlich in: 


(D) PD: gd, 24, 30, sp, pP. 


Die hiermit gefundene Gruppe Df bestimmt (siehe die vorangehende 
Nummer) die Invarianten A, B, C, a, b, c. Daher geschieht die [451 
Bestimmung von x und y genau wie in der letzten Nummer durch die 
Integration einer Riccatischen Gleichung erster Ordnung. 
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Note 1. 
Resume einer bekannten Theorie. 


P. du Bois Reymond machte zuerst die äußerst wichtige, 
wenn auch für eine geometrische Auffassung naheliegende Bemerkung, 
daß die Integration einer unbeschränkt integrablen Gleichung: 


Kaaı  ıXde 0 


auf die Integration einer einzigen gewöhnlichen Gleichung erster Ord- 
nung zwischen zwei Variabeln: 

f(x, yy)=V 
reduziert werden kann. 

In gleichzeitigen Arbeiten entwickelten sodann A. Mayer und ich 
Verallgemeinerungen dieser Theorie, unter denen die von mir her- 
rührende die weitestgehende war. Ich gebe im folgenden ein kurzes 
Resume von unseren alten Betrachtungen in der Ausdehnung, wie es 
für das vollständige Verständnis der vorangehenden Entwickelungen 
erforderlich ist. 

Seien x, y bestimmt als Funktionen von x, y durch gewisse par- 
tielle Differentialgleichungen, deren allgemeinste Lösungen keine arbi- 
trären Funktionen sondern nur arbiträre Konstanten enthalten. Wir 
können annehmen, daß unsere Differentialgleichungen sich in der Um- 
gebung des Wertsystems: «= 0, y— 0: regulär verhalten, d. h. daß x 
und y sich in Potenzreihen nach x und y entwickeln [lassen], welche 
gewisse arbiträre Konstanten, nämlich die Anfangswerte von x,y,... 
enthalten. Wir geben diesen Anfangswerten bestimmte Zahlenwerte [452 
u cd... 

Hiernach setzen wir: 


sn, y-yı+Pßa 


und fassen dabei ß als Parameter auf. Wir führen x, und y, als neue 
unabhängige Variabeln ein und suchen diejenige Differentialgleichung, 
welche x (oder y) als Funktion von x, bestimmt. Laß mich annehmen, 
daß es gelingt, diese neue Differentialgleichung, die nicht mehr eine 
partielle sondern eine gewöhnliche Differentialgleichung ist, zu inte- 
grieren. Ich wähle sodann für die durch diese Integration eingeführten 
Konstanten diejenigen vollständig bestimmten Werte, welche den früher 
gewählten Anfangswerten: a, b, c, d,... entsprechen. Kehren wir so- 
dann zu den unabhängigen Variabeln x, y zurück, so erhalten wir die- 
jenigen Funktionen x,y von &, y, welche den besprochenen Anfangs- 
werten: a, b, c, d, ... entsprechen. Hiermit ist die Integration der ur- 


AL DL Sn DE md 2 hamaıı mia na a). il ı 2 uU le Zn ni 
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sprünglich vorgelegten partiellen Differentialgleichungen reduziert auf 
die Erledigung einer gewöhnlichen Differentialgleichung. 

Eine erste Anwendung dieser Theorie machten wir in $ 1, wo wir 
die Größen c und C durch die Gleichungssysteme (3) und (4) bestimm- 
ten. Es ist dabei evident, daß diejenigen Gleichungen, welche e und C 
als Funktionen von x, bestimmen, eine ganz analoge Form besitzen. 
Daher geschieht die Bestimmung von e und Ü als Funktionen von &, 
durch die Integration einer linearen Gleichung dritter Ordnung ($ 1, (7)). 

Es ist übrigens zu bemerken, daß es hinreichend gewesen wäre, eines 
unter den Gleichungssystemen (3), (4) und ebenso eines unter den 
Systemen (5), (6) aufzustellen. Stellt man indes die Frage nach den 
einfachsten Kriterien, vermöge deren sich entscheiden läßt, ob eine 
Gleichung der Form: 


en enter 


auf die Form: y”= 0 reduktibel ist, so ist es nützlich, sowohl die [453 
Gleichungen (3) wie die Gleichungen (4) des Paragraphen 1 aufzustellen. 
Die Integrabilitätsbedingungen dieser Gleichungssysteme, die man leicht 
berechnet, liefern offenbar die gesuchten Kriterien. 


Note 2. 


Neue Bestimmung einer kontinuierlichen Gruppe mit 
bekannter kanonischer Form. 


In der vorangehenden Abhandlung gab ich unter anderem eine all- 
gemeine Methode zur Integration von gewissen partiellen Differential- 
gleichungen, welche x, y als Funktionen von &, y bestimmten, dabei 
vorausgesetzt einerseits, daß die allgemeinsten Lösungen x, y nur von 
arbiträren Konstanten abhingen, andererseits, daß diese allgemeinsten 
Lösungen sich durch zwei partikuläre Lösungen x’, y’ durch Gleichungen: 


(1) x=M(x\,y,ab,o...), J=N(&,y,ab,e,...) 


ausdrückten, welche eine bekannte Gruppe bestimmen. 

Ich deute jetzt eine neue allgemeine Behandlung dieses Problems 
an; ich führe nämlich dasselbe zurück auf meine allgemeine Integra- 
tionstheorie eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen. 

Setze ich: 


Fr, dar 2 .. au en .. 
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so kann ich immer zwei solche ganze Zahlen m und q wählen, daß 
die Größen: 

(2) % Y X, Xp er Im Y5 Yır 9 9 


durch keine Relation verknüpft sind, während x„,, und y,,, ge. 
gebene Funktionen der soeben geschriebenen Größen sind: [454 


rm F, Sr P. 


m 


Setze ich sodann: 





d d d | 
artnet tg In rn 
d d d 
nat tn +9, 
q 


so kommt alles darauf hinaus, die lineare partielle Differentialgleichung 
Af=0 zu integrieren. 

Es ist dabei möglich, m +q-+ 2 bekannte infinitesimale Trans- 
formationen in den Variabeln (2) anzugeben, welche Af=0 in sich 
transformieren. Die Gruppe (1) gibt ja nämlich durch Differentiation 
eine Gruppe der Variabeln (2), und die infinitesimalen Transformationen 
dieser neuen Gruppe: 


k=m k=q 
df df 
Bf= I 9au + Way 
k=0 k= 


transformieren Af=0 in sich. Es bestehen sogar Relationen der ein- 


fachen Form: 
BAM) — ABN) = 0. 


x! 


Dabei gibt es keine lineare Gleichung der Form: 
aAf+BBf+ BRB,f+ a. 


Hiermit ist in der Tat die Bestimmung von x, y zurückgeführt 
auf die Integration einer Gleichung: Af= (0 mit m +q + 3 Variabeln 
und m + q-+2 wesentlichen infinitesimalen Transformationen. 

Die Erledigung dieses reduzierten Problems wird nach meinen 
alten Untersuchungen geleistet durch sukzessive Anwendung des fol- 
genden Fundamentaltheorems, dessen Analogie mit Galois Behandlung 
der algebraischen Gleichungen ich möglicherweise noch nie in ge- [455 
druckten Arbeiten ausdrücklich hervorgehoben habe. 

Sei: 

Af-I9 Lf=0, ..,„ Af=d 


a N VE NND UN EEE NED. ME 0. | 
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ein vollständiges System in x,, ..., x, mit den bekannten infinitesi- 
malen Transformationen: 
Der, DB eh 


die eine Gruppe bilden und dabei keine Relation der Form: 
20,Af+ ZB,Bf—=0 


erfüllen. Sei B,,,, .. -, B,, eine Untergruppe und. BD ,,...,D, eine 
andere Untergruppe. Ich setze dabei voraus, daß die letzte Gruppe die 
größte in B,,1, ---, B,, enthaltene Untergruppe ist, welche in B,,,, 
..., B, invariant ist. Gelingt es jetzt, das vollständige System: 


Af=d,.:,Af=0, Bufmd --., Buf—0 
zu integrieren, so verlangt die Integration des vollständigen Systems: 
AD. AT Died) 


nur Differentiation. 

In diesem Satze ist keineswegs vorausgesetzt, daß B,,1, ---, D, 
eine größte Untergruppe von B,,,, -.-, D,„ bilden. 

Wenn man indes dieses Theorem zur Integration vermöge der nie- 
drigsten Hilfsgleichungen von A,f= 0 verwerten will, so hat man zu- 
erst die Annahme zu machen, daß B,,,, ---, B,, eine größte Unter- 
gruppe bilden. In gewissen Fällen (wenn B,,,,..., D, eine zusammen- 
gesetzte Gruppe bilden) kann man unser Theorem später auch [456 
in allgemeiner Form anwenden. 

Die Anwendung dieser Theorie gibt nun die Bestimmung von x, y 
als Funktionen von x und y durch die einfachsten Hilfsglei- 
chungen. Daß dieselben immer linear sind, folgt a priori aus einer 
allgemeinen Theorie, die ich früher angedeutet habe, und die ich bald 
ausführlich darstellen werde. 

Ebenso ist leicht einzusehen, daß die vorangehenden Theorien 
dieser Note sich auf n Variabeln ausdehnen lassen. 

Neben die beiden in dieser Note (wenn auch nur in partikulärer 
Form) besprochenen Theorien stellt sich eine dritte, die ich in den 
Abhandlungen der hiesigen Gesellschaft der Wissenschaften 8. Dezbr. 
1882, Nr. 22!) angedeutet habe. Eine jede unter diesen drei Theorien 
umfaßt für eine gewisse Auffassung die beiden anderen als spe- 


zielle Fälle. 





1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XL, 8. 551—555.] 
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Note 3. 
Einige Desiderata. 


Die in dieser Abhandlung (Abh. III) gegebenen Entwickelungen 
sollen nicht als eine definitive Form der betreffenden Theorie aufgefaßt 
werden. Die vorangehenden Betrachtungen reduzieren nämlich allerdings 
die Bestimmung der Gruppe einer vorgelegten Differentialgleichung auf 
die einfachsten Hilfsgleichungen. Ich bin aber fast nicht auf die Frage 
nach der zweckmäßigsten Anordnung der erforderlichen sogenannten 
ausführbaren Rechnungsoperationen (Differentiationen und Eliminationen) 
eingegangen. 

Man kann insbesondere nach den einfachsten algebraischen 
Kriterien fragen, vermöge deren sich entscheiden läßt, ob 
eine vorgelegte Gleichung: f(x,y,y',...)=0 eine Gruppe mit 
einer gewissen kanonischen Form gestattet. Auf diese inter- 
essante Frage hoffe ich bei einer späteren Gelegenheit zurückzu- [457 
kommen. Die Behandlung derselben beruht auf einer allgemeinen 
Theorie, die ich schon 1872 ganz beiläufig berührt habe, nämlich auf 
der Theorie der Invarianten einer Gleichung f=(0 gegenüber 
allen Punkt- oder Berührungstransformationen. 


Note 4. 


Anwendung auf algebraische Differentialgleichungen. 


Gestattet ein System von gewöhnlichen oder partiellen Differen- 
tialgleichungen F.—= 0 eine kontinuierliche und endliche Gruppe 
mit r Parametern, so reduziert sich die Bestimmung dieser Gruppe _ 
(d.h. die Auffindung ihrer infinitesimalen Transformationen) jedenfalls 


auf die Erledigung einer linearen Hilfsgleichung r-ter Ordnung: 


da’! 


1 rl 
du” 1 


Ares +...4+ I=0. 
du” 
Sind dabei insbesondere die Gleichungen F\ = 0 algebraisch, so ist 
auch die Hilfsgleichung algebraisch. In diesem speziellen Falle wird 
daher die Bestimmung der gesuchten Gruppe jedenfalls durch Ver- 
knüpfung von meinen Untersuchungen mit Poincar@s bekannten 
glänzenden Entdeckungen geleistet. Hiermit ist dann jedenfalls 
die Integration des Gleichungssystems F,— 0 gefördert. (Ges. d. W. 
zu Christiania 1881, Nr. 15).') 

Im Vorangehenden reduzierten wir die betreffende lineare Glei- 
chung auf eine gewisse einfachere lineare Gleichung, die immer auf 


1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVI, 8. 525—529.] 
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algebraische Form reduktibel ist. Es ist daher naturgemäß, zuerst diese 
einfachste Hilfsgleichung vermöge der von Poincare untersuchten 
Funktionen zu integrieren. Ich behalte mir vor, hierauf bei einer [458 
anderen Gelegenheit zurückzukommen.!) 


August 1883.?) 


XIVa. 


Selbstanzeige von X., XI. und XIV. 
F.d.M. Bd. XV, Jahrg. 1883, S. 751—753 Berlin 1886. 


Diese drei ausführlichen Abhandlungen bilden drei Abschnitte aus 
einer zusammenhängenden Arbeit, deren Inhalt die Einleitung folgender- 
maßen resumiert. 

[Es folgt der größte Teil der Einleitung von Abh. X, und zwar 
sind die folgenden Stücke: 8. 240, Z. 8 v.0.—8 v. u, 8. 241, Z. 1—23 
v. 0, 13—10 v. u, 6—1 v. u, 242, 2. 13—7 v. u, 242, 2. 1—6, 12—14, 
15—24, von kleinen stilistischen Änderungen abgesehen, wörtlich ab- 
gedruckt. | 





1) In Nummer 15 der vorangehenden Arbeit [S. 391] bemerke ich soeben 
eine kleine Ungenauigkeit. Für die kanonische Gruppe: 


P, 9, ap+ eyq (eZ0, eZı) 
gab ich die charakteristischen Zahlen: 
.=3, ,=6, )W=2, M=0, 


die allerdings im allgemeinen richtig sind. Ist indes c= —1, so wird A)=1; 
dieser Ausnahmefall wird außer durch die betreffenden Zahlen dadurch charak- 


‚terisiert, daß die Gleichungen A, neben den Relationen A noch weitere Glei- 


chungen umfassen. 

2) Die Verspätung in der Publikation dieser Arbeit beruht darauf, daß es 
einige Zeit meine Absicht war, einige Paragraphen umzuarbeiten und insbesondere 
ausführlicher zu redigieren, um die praktische Anwendung meiner Theorien zu 
erleichtern. 


November 1883. 


XV. 
Mathematiske Meddelelser. 1.') 1 


Af Sopnus Lie. 


(Mathematische Mitteilungen. I.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh. Aar 1884, Nr. 8. 4 Seiten 8°. Christiania 1884. 
Vorgelegt in der Sitzung am 1. Februar 1884. 

Zu meinen Noten in den beiden letzten Bänden der Verhandlungen 
füge ich, um die Möglichkeit eines Mißverständnisses oder unvollstän- 
digen Verständnisses zu vermeiden, ausdrücklich folgendes hinzu: 

1. Man nehme an, daß die in Nr. 18, VI (1883)?) erwähnte Gruppe 
G, mit n Parametern eine größte Untergruppe G,, mit m Parametern 
enthält, und lasse G@,, die größte invariante Untergruppe von @, sein, 
die in @,, enthalten ist. Dann ist der Grad der ersten Hilfsgleichung 
gleich n— m. Durch deren Integration wird das Problem auf die Be- 
handlung von G,, zurückgeführt. Die Gradzahlen der aufeinanderfolgen- 
den Hilfsgleichungen werden: j 


G ’ „ ” 
n—m n—m, n —m, 


(Archiv for Math. og Naturv., Bd. VIII, S. 455.)°) 

Wird durch die außerhalb @, in @, enthaltenen » — n’ infinitesi- 
malen Transformationen in einem Sinne, den ich hier nicht präzisieren 
werde, eine Gruppe @,_,, bestimmt, die gleichzusammengesetzt ist mit 
der allgemeinen projektivischen Gruppe einer Mannigfaltigkeit R,_,, sO 
ist die erste Hilfsgleichung eine allgemeine lineare Gleichung von 
der Ordnung n — m + 1. (Diese Verhandlungen 1882, Nr. 22, 8. 4.) *) 

2, Genau hiermit verwandt ist die Integrationstheorie der Glei- [2 
chung: 

df ed 
0-, + Ant +4 td E:.=Ap, 


1) Vgl. hier Abh. XVII, 8. 449—452. Anm. d. H. 
2) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XLI, S. 559, Z. 16—34.] 

3) [Hier Abh. XIV, Note 2, S. 424f.] 

4) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XL, S. 553, 2. 4—1 v. u.] 
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die ich im November 1882") angekündigt habe unter der Voraussetzung, 
daß jeder Mannigfaltigkeit: z— Const. eine Untergruppe der allgemeinen 
linearen Gruppe zugeordnet war, z. B. durch ein Integral: 
KOT EP 

Das Problem ist hierdurch zurückgeführt auf die Integration einer 
Gleichung: 

Af-% (Y; Ya 23 Y,.) 
mit n’ wesentlichen infinitesimalen Transformationen, die eine Gruppe 
mit bekannten endlichen Transformationen bilden, welche mit der eber. 
erwähnten Untergruppe gleichzusammengesetzt ist. 

Eine ähnliche Theorie gilt, wenn eine beliebige Gruppe (mit be- 
kannten endlichen Transformationen) die Stelle der linearen Gruppe 
einnimmt. 

8. In Nr. 22, 8. 3 (1882)°?) können die Worte: „deren endliche 
Transformationen bekannt sind“, gestrichen werden. Hierdurch 
bekommt die betreffende Theorie eine größere Ausdehnung, als ich ihr 
ursprünglich gegeben hatte. 

' 4, Ist eine Schar von oo! Linienkomplexen gegeben, so gibt es 
immer eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


r+2Ns+N’t=0, 


auf deren Integralflächen jede Haupttangentenkurve des einen Systems 
je einem der Komplexe angehört. 
5. Der erste Satz in Nr. 18, VII (1883)?) ist nicht genügend präzis. 
Soll man eine Gruppe @ mit bekannter kanonischer Form bestimmen, 
so kommt es in gewissem Grade auf die größte Gruppe H an, in der 
G invariant ist. Wenn H endlich ist und höchstens fünf Parameter 
hat, so verlangt die Bestimmung von @ im ungünstigsten Falle die 
Integration einer Riecatischen Gleichung erster Ordnung. Meine all- 
gemeinen Prinzipien umfassen übrigens auch den Fall, daß H unend- 
lich ist. In den Math. Ann. Bd. XI, S. 519, Z. 15%) muß 5 durch 6 er- 
setzt werden. 
6. Bei dieser Gelegenheit stelle ich ferner ausdrücklich den [3 
folgenden fundamentalen Satz auf, dessen Beweis unmittelbar aus mei- 


1) [D. Ausg. Bd. Ill, Abh. XXXIX, S. 548.] 

2) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XL, 8. 553, 2. 15f.] 

3) [D. Ausg. Bd. III, Abh. XLI, S. 559, Z.4, 3 v.u. — 560, 2.2. 
4) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, vorletzte Zeile von Nr. 31.) 

5) [Hier Abh. IV, $ 5, S. 96—103.] 
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Sollen zwei Gruppen von Punkttransformationen: 
Die Bf 05.00) 
Ne N; Br) 


gleichgebildet!) (ähnlich) sein, so ist dazu folgendes erforderlich: 
Bestehen Gleichungen von der Form: 


B,,= P1(&)B, Tee kg.de) 2; (B,B,) = &0,,B. 


iks 


und: 


Während BR, n.2,B unabhängig sind, so muß man Bu 
-.., B,; so wählen können, daß: 


Br= pn @)B + +9,,@)B;, (B/Bl)= Ze,.B 


ik) 


während B,,..., B, unabhängig sind. Ferner dürfen die Gleichungen 
P,;= $,, nicht kontradiktorisch sein. Diese notwendigen Kriterien sind 
zugleich hinreichend. 


‘. Ich habe neue partielle Differentialgleichungen von zweiter 
Ordnung gefunden, deren Integralflächen isotherm sind. Verlangt man, 
daß die Haupttangentenkurven: u= C, v— D einer Fläche harmonisch 
liegen sollen zu den Kurven: = a,y)=b, deren Tangenten einem 
gegebenen linearen Komplexe angehören oder eine gegebene gerade 
Linie schneiden, so bestehen Relationen der Form: 


“= dp) + Fo), v-B(p)+ Ey). 


Wendet man auf diese Flächen meine bekannte Berührungstransforma- 
tion an, so bekommt man die erwähnten isothermen Flächen. 


8. Eine Berührungstransformation: [4 
= X (&,..,2), = Pla,» 
wird durch die Gleichungen: 
(X,X,)=(X,P)=(P,P)=0, (PX) = 4 
bestimmt. Ist nun die Transformation ınfinitesimal, so hat sie die Form: 


dp dp 
It, du — = + Bp,)öt. 


2 


Gestattet eine partielle Differentialgleichung: 


RR, -.., 2, DM, -.,P)=a 


1) Norwegisch: „ligedannede.“ 








Dun Bu Aid 2 rail a du a de Bar Ze 


Nr. 6—8. Ähnlichkeit von Gr. von P. T. — Isotherme Flächen. — B.T. 431 


diese infinitesimale Transformation, so besteht selbstverständlich die 


Relation: 
[2, Bz+gy]=0. 


Ist indessen & homogen von der Ordnung Null, so kann B gleich 
Null gesetzt werden. 

Es hat gar keine Schwierigkeit zu entscheiden, ob eine gegebene 
Gruppe mit infinitesimalen Transformationen von der Form Bz +9 
auf eine gegebene Form gebracht werden kann. Durch Zusammen- 
setzung zweier infinitesimaler Transformationen: Dz2+ 9, Cz-+v be- 
kommt man: [Bz +9, Ü2+Y). 


XVI 


Klassifikation und Integration von gewöhnlichen jası 
Differentialgleichungen zwischen %& v, die eine Gruppe 
von Transformationen gestatten. IV. 

j Von SopnHus Lie. 
Arch. for Math. Bd. IX, Heft 4, S. 431—448, Kristiania, gedruckt im Juli 1884, 
erschienen im August. 
Eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen x, y: 
me En,uy,..;W)) 
ist bekanntlich immer reduktibel auf die lineare partielle Differential- 
gleichung: 


d ‚d : 
Ar 0 ya en. Di De 





Setzen wir insbesondere voraus, wie in dieser Abhandlung geschehen 
soll, daß F die Größe y"-» gar nicht enthält, so kennt man einen 
Jacobischen Multiplikator von Af=0, nämlich 1. Gestattet nun 
y®» = F überdies eine bekannte (oder unbekannte) infinitesimale Trans- 
formation, so kommen meine allgemeinen Untersuchungen über Be- 
ziehungen zwischen Integralen, Multiplikatoren und infinitesimalen 
Transformationen eines vollständigen Systems zur Anwendung. 

In der nachstehenden Arbeit betrachte ich zuerst ein (n — 2)-glie- 
driges vollständiges System zwischen n Variabeln: 


Af=9, a) A,..‚f=0 (215 Tg, N %,) 
und nehme dabei an, daß ich schon einen Multiplikator M und [432 
eine infinitesimale Transformation: 


Bf=b0 4 er 


desselben kenne. Sind dann die A,f=0 auf eine solche Form ge- 
bracht, daß alle (A,A,) identisch verschwinden, während Gleichungen 


der Form: 
BA A,Bf= AuAıf + ke un sdAn-ıt 
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bestehen, so ist der Ausdruck: 
ee EL 


dx, 


(Math. Ann. Bd. XI, $. 508)') nach mir entweder eine Konstante oder 
aber eine Lösung des vollständigen Systems. Tritt der erste Fall ein, 
und ist dabei die betreffende Konstante gleich Null, so ist M, wie ich 
bei einer früheren Gelegenheit ohne Beweis angedeutet habe, ein Mul- 
tiplikator des vollständigen Systems: 
Af=d, =, Ausf=), Bf=V4, 

so daß die zugehörige Lösung sogleich durch eine Quadratur gefunden 
wird; hiernach gibt eine neue Quadratur die noch fehlende Lösung des 


Systems A,f—=0. Ist dagegen der Ausdruck I identisch gleich einer 
nichtverschwindenden Konstanten, so verlangt die Bestimmung der Lö- 


sung des Systems: A,f = 0, Bf=0 die Integration einer gewöhnlichen 


Gleichung erster Ordnung, die im allgemeinen nicht durch Qua- 
dratur erledigt werden kann. Ist diese Integration geleistet, so 


- kann, beweise ich, die Bestimmung der noch fehlenden Lösung 
- des Systems A,f=0 nicht allein, wie im früheren Falle, durch 


Quadratur, sondern sogar durch Differentiation geleistet 
werden. 

Nach der Auseinandersetzung dieser allgemeinen Theorie betrachte 
ich überhaupt Differentialgleichungen »-ter Ordnung: 


ya Fla,yy,..., v9), [488 


welehe die Größe y”-% nicht enthalten, und bestimme zunächst alle 
' Transformationen, welche jede derartige Gleichung in eine Gleichung 


ähnlicher Form umwandeln. Darnach bestimme ich alle solchen Glei- 


‘ chungen, die eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen in sich 
gestatten, und reduziere sie auf einfache kanonische Formen. Endlich 
zeige ich, wie die Integration einer derartigen Gleichung in einfachster 


Weise geleistet werden kann. 


$ 1. Beziehungen zwischen Multiplikatoren und infinitesimalen 
Transformationen eines vollständigen Systems. 


Ein vollständiges System kann nach Clebsch und Mayer immer 


_ auf eine solche Form: 


d i } 
Af=X, H +’. + X, ie a ER ER 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 23, Satz 16.] 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 28 


434 XVl. Klassifikation und Integration. IV. Arch. IX, 1884 


gebracht werden, daß die Jacobischen Ausdrücke (A,A,) sämtlich 
gleich Null sind. Setzen wir nun voraus, daß unser vollständiges System 
eine bekannte infinitesimale Transformation: 


Beh H + 


2dz, 
gestattet, daß also g Relationen der Form: 
BAf-ABf=AuAft:- + A;,0Aof 


bestehen, ferner, daß ein Multiplikator M des vollständigen Systems 
vorgelegt ist, so bestimmt der Ausdruck: 


d ö 
B(log M) + 2 + De 


bekanntlich entweder eine Lösung von den A,f=(0 oder eine Kon- [434 
stante (Math. Ann. Bd. XI, S. 508.) 


1. Wir werden den wichtigen Fall, daß I eine absolute Kon- 
stante darstellt, näher diskutieren und setzen dabei zunächst voraus, 
daß / identisch gleich Null ist. 

Zu den q vorgelegten Ausdrücken: A,f, ..., A,f fügen wir, wie 
bekanntlich immer möglich, n — q solche weitere Größen: A,,ıf) --»» 
A,f, daß die Ausdrücke (A,A,) sämtlich verschwinden und dabei keine 


ltelation der Form: 
At + ft 
stattfindet. Bringen wir sodann Bf auf die Form: 


Bf=«Af+ RER +0,47 


und setzen: 


Bf=Bf-,4f-: -w«Af=-,AHft°°° +a,4A,f, 


19 i 
so wird einerseits: iR 
B’Af- 4,Bf= Aut Au)Aft + (h,+ Aa)Af 
und andererseits: 

B’A,f Bes A,Bf= =“ A, 41 e a ER RE Ayo, £ A,f, 
woraus hervorgeht, daß die rechten Seiten in diesen beiden Gleichungen 
identisch verschwinden, und daß daher die A die Werte: 

= — At or = — Ar, 
besitzen. 
Ich behaupte nun, daß M einen Multiplikator des vollständigen 
Systems: | : 
A/=- 0, ort Af= 0, Bf- Zug, 


81; Nr. 1,2 Multiplikator u. inf. Trf. eines vollst. Syst. 435 
darstellt, anders ausgesprochen, daß der Ausdruck: 


B’ (log M) + zu 
identisch verschwindet.!) 


Zum Beweis bilden wir zunächst die Gleichung: [435 
B’loegM = B(loegM)— «,.A, (legM)—:-:—«,. A, (log M) 
und darnach mit Berücksichtigung der Relationen: 
; a I, 0X 
die Gleichung: 
Anz a5, AX,: AXor 
re ee de 
de, .dey 
Lg, Ar Lg, Au 


die, da M einen Multiplikator des a Systems A,f=0 dar- 
stellt, die Form: 


Ze _ 2 + 0,4, (logM) +--: + 0,4, (log M) — 


dx, 
ee 
_ annimmt. Also wird: 
B’logM + 24% = Blog M) + 25% - A: — Aa, = 


— B(log M) + zii a 


| so daß wir wirklich den folgenden Satz DR können. 


| Satz 1. Ist die früher besprochene Größe I gleich Null, so ist der ge- 
; gebene Multiplikator M des vollständigen Systems: A,f= 0 zugleich ein 
 Multiplikator des vollständigen Systems: A,f=0, Bf=0. 

Gelingt es daher, n—q— 2 Lösungen des Systems: A,f=0, Bf=0 
zu bestimmen, so findet man die fehlende Lösung durch eine Quadra- 
‘tur; hiernach findet man die noch fehlende Lösung des Systems [436 
4,f=0 durch eine neue Quadratur (Math. Ann. Bd. XI, S. 503-5043). 
| 2. Wir betrachten jetzt den Fall, daß die Größe I konstant und 
_ von Null verschieden ist. Dabei können wir uns auf den Fall be- 
' schränken, daß g=n— 2 ist. 

| Die Gleichungen: 


AO AO Bm 


1) Siehe Math. Ann. Bd. XI, 8. 505—509 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 9, 10, 
‚ Nr. 20—23] und Mayers Abhandlung im XII. Bande, $. 182—142. 
2) [Diese Ausgabe Bd. IV, Abh. III, 8 9, Nr. 19.] 

28* 


436 XVI. Klassifikation und Integration. IV. Arch. IX, 1884 


bilden ein vollständiges System, dessen Lösung ® bekanntlich durch 
die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
gefunden wird. Setze ich nun: 


ad Er Ba 
in m Smrat. Fon han: 
so behaupte ich, daß unser vollständiges System: A,f=0, Bf=0 die 
infinitesimale Transformation Cf gestattet. 
Ist in der Tat # eine ganz beliebige Lösung dieses vollständigen 
Systems, so ist @ immer eine gewisse Funktion von ®: 
Y— (9), 
und dabei ist CP immer selbst eine Funktion von ®, nämlich: 
j AR daR 
cp) — d® C(®) de’ 


was wieder heißt, daß die infinitesimale Transformation Üf das voll- 
ständige System: A,f=0, Bf=0 in sich transformiert (Math. Ann. 
Ba. XI, S. 495.)') 


- Es bestehen somit n — 2. Relationen. der Form: 
CAf- Alf ru Afr + v,A,f + v,Bf. 
Setze ich nun: 
Df=Cf+oBf, 
so wird: 
DA 4,Df = + 04, )Aıf vet (", 7 04, )A,f+ 
+ (v, — 4,0)Bf, i 
und dabei ist es, werden wir sehen, immer möglich, die Größe 0 [437 
in solcher Weise zu wählen, daß die Ausdrücke v, — A,o sämtlich ver- 
schwinden. z 
Setzen wir in der Tat: 


df en 
A,ft+ v2 - #f, 
so wird: 


(E,E,) en (A,v, it A,v,) ar 
und wenn wir in die Jacobische Identität: 
((4,A,)C) + (A; C)A,) T; ((CA,)A,) = 0 


die Werte der Größen (4A,4A,), (4,0) eintragen, so erkennen wir, daß 
die Größe A,v, — A,v, gleich Null ist, das heißt, daß alle (E,E,) ver- 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 7, Nr. 15.] x 
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schwinden, so daß die Gleichungen: E,f=0 ein vollständiges 
System bilden. Also gibt es eine infinitesimale Transformation der 
Form: Df=Cf+oBf, die das vollständige System: A,f= 0 in sich 
transformiert. Andererseits wissen wir aber, daß Bf eine infinitesimale 
Transformation dieses Gleichungssystems darstellt. Setzen wir daher: 


a, Bene 
1=lKsı ; a Ars, === Ne en Kun], 

5 Be oe ee cc $, | 

Ba ee nr N 


so ist 1:A ein Multiplikator des vollständigen Systems: A,f=0. 
(Math. Ann. Bd. XI, S. 507)'), und gleichzeitig ein Multiplikator des 
_ vollständigen Systems: A,f=0, Bf=0. 

| Nun aber ist M ein Multiplikator des vollständigen Systems: 
 A,f=0, dagegen kein Multiplikator des vollständigen Systems: A,f=0, 
 Bbf=0, weil sonst die Größe / nach den Entwickelungen der voran- 
gehenden Nummer verschwinden müßte, was nicht der Fall ist. Also 
schließen wir, daß 1: A und M zwei wesentlich verschiedene Multipli- 
_ katoren des vollständigen Systems: A,f—= 0 darstellen, und daß [438 
daher das Verhältnis: 


1 
Mm, -Mn 


/ ‚eine wirkliche Lösung der Gleichungen A,f = 0 liefert. 
| Dabei darf diese Lösung keine Funktion der früher gefundenen 
Lösung ® sein. Bestände in der Tat eine Relation der Form: 


MA=x(b), 
so wäre die Größe: 
Mm" 
N 


ein Multiplikator des vollständigen Systems: A,f=0, Bf=(0, was in- 
des nicht der Fall sein kann. Also ist MA eine von ® unabhängige 
„Lösung der Gleichungen A,f=0. 

Fügen wir hierzu die Bemerkung, daß es nach dem Vorangehen- 
den nicht notwendig ist, die Größe o zu kennen, um A berechnen zu 
können, so erkennen wir, daß die Integration des vollständigen Systems 
4,f=0 mit dem bekannten Multiplikator M und der bekannten in- 
_ finitesimalen Transformation Bf, wenn I konstant und von Null ver- 
schieden ist, nach der Erledigung einer Gleichung erster Ordnung, keine 
Quadratur sondern nur Differentiation verlangt. 


1) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 22.) 
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Wir stellen die Frage, ob die soeben besprochene Differentialglei- 
chung erster Ordnung durch Quadratur erledigt werden kann. 

Nehmen wir dabei an, wie wir ohne Beschränkung können, daß 
Bf in solcher Weise gewählt worden ist, daß alle (A,B) gleich Null 
sind, so deckt sich das Integrationsproblem der Gleichungen A,f = 0, 
welche die bekannte infinitesimale Transformation Bf gestatten, mit 
der Auffindung von n solchen neuen unabhängigen Variabeln: %,, %, 
Ya: 





af i d d 
(Ar dy,’ 4f= g, 3 Anl —. ee ni [439 


wird. Denkt man sich in den bekannten Multiplikator M die neuen 
Variabeln y eingeführt und den hervorgehenden Ausdruck mit der 
Funktionaldeterminante: 


Yo Yo Hp 
By ger &n | 
dividiert, so ist der Quotient: 
M 
(2) Ten 
ein Multiplikator der Gleichungen: 
a a 
a eng dy,_s =(, 


was durch die Relationen: 
d M d M 
ausgedrückt wird. Überdies ist: 
th m _ 
@ DOM) + 2 = 2, (85) 7 


wobei die von Null verschiedene Konstante K gegeben ist. Hieraus 
ergibt sich, daß der neue Multiplikator N die Form: 


logN=Ky,_ı+ %(y,) 


besitzt, und dabei können wir festsetzen, daß 2 gleich Null sein soll. 
Wir betrachten die Gleichungen: 


d d M 
Af=3, , Bf, lg = Ky.-ı 


als Definitionsgleichungen von den Größen y, als Funktionen von den 
%,. Sind 2, 25, .-., 2, ein partikuläres System Lösungen und Y, , [440 


sr tee ee 


1 dd. u. 30. ZU. 21 24 0nı U 00 0 a ZU ZB LE Z 
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Yyy -.., Y, das allgemeinste System Lösungen dieser Definitionsglei- 
chungen, so wird der Übergang von den Variabeln 2, zu den Varia- 
beln y, vermittelt durch die Gleichungen: 


af -df 3 N 
rer Pl > TTREIGENT TSERR, lg = Ky,_ı, 
wenn N, den den Variabeln z, entsprechenden Multiplikator bezeich- 
net, und: 
u 4, 
BIN, 








gesetzt wird. Hieraus folgt nun: i 
yzatflan) + main then Yale): 
log z FR 
oder durch Berechnung von D!: 


N 
log BZ (2,) = Ky,_ Es = Kz2,_ı € Kf,_1(2,) x 


Nun aber ist: log N,—= Kz,_,, also wird: 
= log f,(2,) -K. fn-1&)- 


Zwischen den » Funktionen f,(2,), - - -, f„(2,) besteht somit nur eine 
einzige Relation, welche nur dazu dient, f,_, ohne weiteres anzugeben, 
nachdem y,= f,(z,) berechnet worden ist. Da y, eine ganz arbiträre 


- Funktion von z, darstellt, so verlangt die Auffindung von y, die Inte- 


gration einer Differentialgleichung erster Ordnung, die keiner Reduk- 
tion fähig ist. 

Wir fassen die bemerkenswerten Ergebnisse dieses Paragraphen 
in folgendem Satze zusammen: 


Theorem. Besitzt das vorgelegte vollständige System: 
Af-0, 5 2.,f=d, 14,4)=0 


zwischen n unabhängigen Variabeln x, eine bekannte infinitesimale [441 
Transformation: 


Bf= ze5t 


und einen bekannten Multiplikator M, so bildet man zunächst den Aus- 


| druck: 


a5 


Ist I keine Konstante, sondern eine wirkliche Funktion von den x,, so ist 
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I eine Lösung des vollständigen Systems; ebenso ist BI eine solche Lösung, 
Sind daher I und BI unabhängige Funktionen von den x,, so geschicht 
die Integration des Systems: A,f = 0 durch Differentiatiom. Ist dagegen 
BI eine Funktion der schon gefundenen Lösung I, so verlangt die In- 
tegration des vollständigen Systems eine Quadratur. — Ist andererseits I 
eine Konstante, so stellt sich die Sache wesentlich verschieden, je nachdem 
I gleich Null oder von Null verschieden ist, in welchem letzten Falle I 
ohne wesentliche Beschränkung gleich 1 gesetzt werden kann. Ist I gleich 
Null, so ist M ein Multiplikator des vollständigen Systems: A,f=(, 
Bf=0, dessen Lösung somit eine Quadratur verlangt; hiernach liefert 
eine neue (Quadratur die noch fehlende Lösung des Gleichungssystems 
A,f=0. Ist dagegen I gleich 1, so findet man eine Lösung des voll- 
ständigen Systems: A,f—=0, Bf=0 durch die Integration einer Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung, die sich nicht durch Quadratur erledigen 
läßt; hiernach findet man die noch fehlende Lösung des Systems: A,f = V 
durch Differentiation. 


$ 2. Transformationstheorie von allen Gleichungen der Form: 
y’= F(x, y). 


3. Ich stelle in diesem Paragraphen zunächst die Frage nach der 
allgemeinsten Transformation: 


y-Yay, x=- X y) 
vermöge deren alle Gleichungen der Form: [442 
„-Fixy) 
in Gleichungen der analogen Form: ' 


y"— dla, y) 
übergeführt werden. 
Setzen wir zur Abkürzung immer: 


dU d?U 
7-0, dudo uo) er) 
so wird: 
‚_47 _ Y+Yıy 
JIHTX, try’ 
| X,+YXy Xaat2Xoyy + Lyy’+R,y" 
„_I\BtyYY% Yet2Ylyytlay’+ Hy, 
(Xz+yXy,)’ 





Dabei ist klar, daß im Ausdrucke der Größe y” sowohl der Nenner 
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wie der Zähler von y’ frei sein muß, wenn jede Gleichung: y”= F(x, y) 
die Form: y’= ©(x, y) erhalten soll. Also muß: 

2-0 LY,=0 2X, Y,X,,= 0 
sein, so daß X und Y die Form: 
(4) X -X(a),: Z- AYR.y+ X,(@) 
besitzen. Dies gibt: 
Satz 2. Die Gleichungen: 
1 Kia), J-AVX.y+ X) 

bestimmen die allgemeinste Transformation, welche alle Gleichungen der 


Form: y” = F(x, y) in Gleichungen der analogen Form: y’=®(z, y) um- 


wandelt. 
Dieser Satz wird uns später sehr nützlich sein. 


4. Wir suchen sodann alle Gleichungen: y’= F(x, y), die eine in- 
finitesimale Transformation: 


dr= Ele, y)dt, öy= n(®, y)ot 
gestatten. Dabei sehen wir von allen linearen Gleichungen; 
y’= X(a)y+ X, @) 


ab; dieselben sind ja nämlich reduktibel auf die Gleichung: y”=0), [443 
deren Gruppe bekannt und zwar mit dem Inbegriffe aller projektivi- 
schen Transformationen der Cartesischen Ebene x, y identisch ist. 

Bei der infinitesimalen Transformation erhalten y’ und y’ die In- 
kremente: 


Yet, 
— = (m, 2, 35, Er ln 2 
+ Amy 5 H Nez 
Diese Werte substituieren wir in die Gleichung: 
By — (Pu6+ Fyn)dt— 0 
und erhalten hierdurch die Bedingungsgleichung: 
2,35 + a 2 tr 
Ber io. 
die hinsichtlich x, y und y’ identisch bestehen soll. Also wird zunächst: 
ET 
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so daß & und n jedenfalls die Form: 
5=-Xy+ X, n=-Xy+Xy+ X, 
besitzen müssen. Ferner wird: 
—3XF+3X’y+2X%,— X =0, 
-2X)F+n,—- Fi En-0. 
Wäre nun X verschieden von Null, so wäre F' linear hinsichtlich y, 


und da wir diesen Fall schon ausgeschlossen haben, so können wir 
setzen: 


X=0, 2%, —- X =0, 
(X,—2X)F+ Ky+ X —- FX- F (X,y +X,)=0 
so daß: 
%,=%X,+B (B= Const.) 


wird. Die gesuchte infinitesimale Transformation besitzt [444 
daher die. Form: 


$=X,, n=3X,y+By+X, 


und die entsprechende Gleichung: y’"= F(x,y) wird bestimmt 
durch die Relation: 


(B-3X)F+3X, y+ X, — 
— F.X,— F,\4X,y+ By+ X) = 0 
5. Indem wir nun die Resultate der beiden vorangehenden Num- 
mern verbinden, gelingt es, alle Gleichungen der Form: y"= F(z, y), 
die eine kontinuierliche Gruppe gestatten, auf einfache kanonische 


Formen zu bringen. Gleichzeitig erhalten wir eine Bu Klassi- 
fikation der betreffenden Gleichungen. 


Sei! 
ee F(&, y) 
eine vorgelegte Gleichung mit der infinitesimalen Transformation: 
(5) dx X,()dt, dy-(dX/y+By+ X,)öt. 


Um diese infinitesimale Transformation und die Gleichung: Y=-F af 
möglichst einfache kanonische Formen zu bringen, führen wir neue 
Variabeln &, y durch die Substitution: 


2-0), y-AVD.y+f@) 


ein; alsdann wird: 


dx = P(x)X,(x)dt, 
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und dabei kann ®’(x) immer derart gewählt werden, daß dx konstant: 
dx= (Oöt 


wird. In den Formeln (5) können wir daher ohne wesentliche Be- 
schränkung X, = C setzen; also wird: 


öx=(öt, dy=(By+X,)dt. 
Um diese Formeln noch mehr zu vereinfachen, setzen wir: 


x, y-Ay+fl), 
woraus: [445 


öz=(0öt, öy=(By+Cf— Bf+AX,)dt. 


Ist nun C oder B verschieden von Null, so kann C— Bf+AX, 
ohne Beschränkung gleich Null gesetzt werden. Die entsprechenden 
Formen unserer infinitesimalen Transformation sind: 


2, 2+.Byg, 4ya- 


Ist dagegen B=(0=0, so ist die entsprechende infinitesimale Trans- 
formation X,gq, wie man leicht einsieht, reduktibel auf die Form: q. 
Wir müssen jetzt die den gefundenen infinitesimalen Transforma- 
tionen entsprechenden Formen der Gleichung: y”—= F(x, y) bestimmen. 
| Der infinitesimalen Transformation p entspricht die Gleichungsform: 
 y’=F(y). Die infinitesimale Transformation p + Bygq ist ohne Be- 
schränkung reduktibel auf die Form p + yg; daher wird F' in diesem 
Falle bestimmt durch die Gleichung: 
ar _ ‚dr _ 


een 


F 


und besitzt somit den Wert: y2(e”*y). Hat dagegen unsere infinitesi- 
male Transformation die Form ygq, so wird F bestimmt durch die 


Gleichung: 
F— yF,= 0 


und ‚besitzt daher die lineare Form: F= Xy, die wir ausgeschlossen 
haben. Hat endlich unsere infinitesimale Transformation die Form g, 
so besitzt die entsprechende Differentialgleichung die lineare Form: 
y' = F(x), die ebenfalls ausgeschlossen worden ist. 

Satz 3. Gestatiet daher eine nichtlineare Gleichung: y" = F(x, y) eine 
infinitesimale Transformation, so besitzt diese Transformation jedenfalls 
die Form: 

Xp +G@Xy+By+ %), 


und dabei ist X sicher von Null verschieden. Durch Einführung [446 
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von zweckmäßigen Variabeln ist unsere Transformation reduktibel auf die 
eine unter den beiden Formen: 


pP, p+tyg. 


Die entsprechende Differentialgleichung besitzt im ersten Falle die Form: 
y'—= F(y), im zweiten Falle die Form: y" = y&(e”*y). 
Es stellt sich nun die Frage nach allen nichtlinearen Glei- 


„ . ° . . . 
chungen: y"= F', die zwei oder noch mehr infinitesimale Transforma- 
tionen gestatten. 
Alsdann wählen wir zwei infinitesimale Transformationen, die eine 
Gruppe bilden, und denken uns dieselben, wie.immer möglich, auf die 
Formen: 


p+(Boy + Xg, zp +(Cy+ Xı)q 
gebracht. Dabei muß D, gleich Null sein, und X kann ohne Be- 
schränkung gleich Null gesetzt werden, woraus wieder folgt, daß X/=0 
ist. Hierdurch erhalten unsere infinitesimalen Transformationen die 
Formen: ; 
pP, 2p +Gy+By+ Ola. 
Die entsprechende Gleichung y”—= F(y) wird bestimmt durch die Re- 
lation: 
3 1 dF 
(B-HYF-[B+Hy+ lE=0, 
sie ist daher reduktibel auf die eine unter den beiden kanonischen 
Formen: | 
Y=y” und Y"=e. 
Besonders bemerkenswert ist die Gleichung: y”= y”°?, die, wie man 
leicht verifiziert, drei infinitesimale Transformationen gestattet. 
6. Sei jetzt vorgelegt eine (nichtlineare) Gleichung: y’— F(x, y) 
mit einer bekannten infinitesimalen Transformation: 
Xp+GXy+Kyt Ayg- 
Wir ersetzen: y’— F durch die äquivalente lineare partielle Diffe- [447 
rentialgleichung: 


as at 
a He ra 


mit dem bekannten Multiplikator 1 und der bekannten infinitesimalen 
Transformation: 


. d ‚ df 
Bf= XS + X yı+Ry+ R)g,+ 


‚ RA [2 4 df 
+(Ky-3Xy+z3X y+X)ay' 
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Jetzt ist: 
B(AN)— ABN)-— X’Af, 


und also besitzt die Differentialinvarıante /J den Wert: 
I=2K=.Const., 


so daß man nie eine wirkliche Lösung durch Differentiation 
bildet. Ist X=0, so ist 1 Multiplikator des vollständigen Systems: 
Af=0, Bf=0. Also ist die entsprechende totale Differentialgleichung: 


0-(-4Xy?+4X"yy + X, y—4X’yF— X,F)dx + 
FF YSITRY RK, )ayr GIY HR, Ry)ay, 


wie man auch leicht verifiziert, unmittelbar integrabel, weil der ent- 
sprechende Eulersche Integrabilitätsfaktor gleich 1 ist. Das in dieser 
Weise durch Quadratur bestimmte Integral: 


EAU ELIA Ay 
+f(XF- 3X"y— X)dy— [(4X’yF + X,F)da 


ist gleichzeitig eine Lösung von Af=0, und also wird die noch 
fehlende Lösung dieser Gleichung durch eine neue Quadratur gefunden. 
Ist X verschieden von Null, so findet man die Lösung des [448 
vollständigen Systems: Af=0, Bf=0 durch Integration einer Glei- 
ehung erster Ordnung, die sich nicht vermeiden läßt. Hiernach findet 
man die noch fehlende Lösung von Af= 0 durch Quadratur. 
In diesem letzten Falle kann man auch folgendermaßen verfahren: 
Wir führen zunächst: 
re 
BE VXx 
als neue unabhängige Variable ein. Hierdurch erhält unsere infinitesi- 
male Transformation die Form: 


öx=dt, öy=-(Ky+ pw)öt, 


und dabei kann @ ohne Beschränkung gleich Null, und K gleich 1 
gesetzt werden. In den hiermit bestimmten Variabeln x, y erhält die 
Gleichung: y”—= F die Form: 


"=yKlye®). 
Hier führen wir: 


ye*=v, =u 


|; 


als neue Variable ein und erhalten so die Gleichung erster Ordnung: 


du -wW+ 2) 
dv vum—1) 
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die auf die bemerkenswerte Form: 


d 
ps - ß?+2ßB + f(e) 
reduktibel ist. 


(Fortsetzung im nächsten Bande.) !) 


XVla. 


Selbstanzeige von XVI. 
F. d.M. Bd. XVI, Jahrg. 1884, S. 247—248. Berlin 1887. 


Besitzt das vorgelegte vollständige System: [248 

ATI nA sl (sw), 

dessen Gleichungen paarweise in der Beziehung: 4,A,f — A,A,f=0 
stehen, eine bekannte infinitesimale Transformation: 


i d x 
bf= oı B(A,N)) ee A,(Bf)) = Audıft..-+ A,n-3A4u_rf 


und einen bekannten Multiplikator M, so bildet man zunächst den 
Ausdruck: 


od 
J= BlogM + > + Dir: 


Ist J keine Konstante, sondern eine wirkliche Funktion von den &, 
so ist .J eine Lösung des vollständigen Systems, ebenso ist BJ eine 
solche Lösung. Sind daher J und BJ unabhängige Funktionen der x, 
so verlangt die Integration des vollständigen Systems: A,f=0 nur 
Differentiation. Ist dagegen BJ eine Funktion von J, so ist noch eine 
Quadratur erforderlich. 

Ist andererseits JJ eine Konstante, so stellt sich die Sache wesent- 
lich verschieden, je nachdem J gleich Null oder von Null verschieden 
ist, in welchem letzten Falle J ohne wesentliche Beschränkung gleich 
| gesetzt werden kann. Ist J=0, so ist M ein Multiplikator des 
vollständigen Systems: A,f=0, ..., A,_sf=0, Bf=0, dessen Lösung 
somit eine Quadratur verlangt. Ist dagegen J gleich 1, so findet man 
eine Lösung des vollständigen Systems: A,f=0, Bf=0 durch die In- 
tegration einer Differentialgleichung erster Ordnung, die sich nicht durch 
Quadratur erledigen läßt; hiernach findet man die noch fehlende Lösung 
des vollständigen Systems: A,f=0 durch Differentiation. 

Diese Theorien werden angewandt auf Differentialgleichungen m-ter 
Ordnung: 

yn= Fa, y, Yo... 1022); 


in denen y*-% nicht vorkommt. L. 


1) Diese Fortsetzung ist nicht erschienen. A.d.H. 





BE FRE MIR 


a Bu 27 cd, 0 Ligenaul nu Uöt a BIc a 1 Ara fr ZUR u 


XVII. 


Zur Theorie der Transformationsgruppen. [449 
Von SopHus Lie. 
Arch. for Math. Bd. IX, Heft 4, S. 449—451, Kristiania 1884. 


In früheren Abhandlungen behandelte ich die Frage, wann zwei 
Gruppen von Punkttransformationen: 


BRBL. Bf. und 0.0 er 


in den Variabeln: 
RE 5 


durch eine Berührungs- oder Punkttransformation ähnlich sind. Ich 
fand unter anderem den Satz: 


Satz I. Sind sowohl die B,f wie die O,f in dem Sinne unabhängig, 
daß kein Ausdruck Zu, D,f oder &y,C,f identisch verschwindet, ist es 
andererseits möglich, die C,f derart zu wählen, daß in den Relationen: 


(B,B) = Z0,,B, (GC) = 4,0, 


s 
jedesmal b,,, = C;,, ist, so sind unsere Gruppen ähnlich. Ist insbesondere 
(wie wir annehmen können) v=r, so bildet man das vollständige System: 


Bf+Gf=9; 
die zugehörigen Integralgleichungen : 
2, YA 2) = 4 hart 
geben die allgemeinste Transformation, vermöge deren jeder Ausdruck [450 


B,f die Form C,f annimmt.‘) 


1) Die zur Ähnlichkeit von zwei beliebigen Gruppen B,f und B/f notwendigen 
und hinreichenden Kriterien sind nach meinen älteren Untersuchungen die fol- 


genden: Sind B,f,..., B,f unabhängig und bestehen dabei die Relationen: 


By++= P9ıBı ++ Yan Bas (BB) = Zu Bi, 
so muß es möglich sein, die B; derart zu wählen, daß BA,..., B;, unabhängig 
sind, während die Gleichungen: 

Bm WaBi +: 49, B, (BB) Zen. B, 
bestehen. Dabei dürfen die Gleichungen g,;—=9;; nicht kontradikto- 
risch sein. 
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Aus meinen Untersuchungen in den Math. Ann. Bd. VIII [d. Ausg. 
Bd. IV, Abh.1] fließen unmittelbar, wie ich längst hervorgehoben habe, 
die allgemeinen Kriterien für die Ähnlichkeit durch Berührungstrans- 
formation von zwei beliebigen Gruppen von Berührungstransformationen. 

In einer soeben erschienenen Arbeit!) von Herrn Killing findet 
sich der folgende Satz ohne Beweis aufgestellt: 

„Zwei Raumformen, für welche die in den Gleichungen (6) auf- 
tretenden Konstanten“ (d.h. meine Konstanten c;,,,) „denselben Wert 
haben, können stetig so auf einander abgebildet werden, daß diese Be- 
ziehung bei jeder Bewegung der einen Raumform bestehen bleibt, wenn 
gleichzeitig die andere in entsprechender Weise bewegt wird.“ 

Der hiermit angedeutete Satz ist, wenn ich ihn richtig verstehe, 
ein Korollar von meinem Satze 1. 

Man führe nämlich, wie ich in meinen Untersuchungen über Dif- 
ferentialinvarianten pflege, neben &,,..., x, gewisse zugehörige Dif- 
ferentialquotienten (x) ein, indem man zum Beispiel die Größe x, als 
Funktion von &,, ..., &,_, betrachtet; ebenso führe man neben 
Yır +, Y, gewisse zugehörige Differentialquotienten (y') und einige 
weitere Größen y”, die nicht transformiert werden, ein. Werden dann 
die x, durch eine Gruppe B,f transformiert und ebenso die y, durch 
eine gleichzusammengesetzte Gruppe (©,f transformiert, dann werden be- 
kanntlich die Größen x, x’ und die Größen y, y', y" durch zwei gleich- 
zusammengesetzte Gruppen B’f und C’f transformiert, und indem [451 
man hinlänglich viele Differentialguotienten mitnimmt, kann man immer 
erreichen, daß kein Ausdruck Zß’B’f oder &y’C’f verschwindet. Also 
sind die Gruppen B’f und C’f ähnlich. 

Es mag ausdrücklich hervorgehoben werden, daß die Zahlen v und u 
verschieden sein können. Es ist selbstverständlich, daß man meinen 
allgemeinen Satz über die Ähnlichkeit zweier beliebiger Gruppen 
B,f und B/f in ähnlicher Weise verwerten kann. Hierauf halte ich 
es indes für unnötig näher einzugehen, da die von mir gegebenen Prin- 
zipien alles leisten. 


XVlIlIa. 
Selbstanzeige von XVII. 
F. d. M. Bd. XVI, Jahrg. 1884, S. 326. Berlin 1887. 


Ein von Herrn Killing ohne Beweis angedeuteter Satz über iso- 
morphe Transformationsgruppen wird als Korollar aus einem älteren 
Satze des Verfassers abgeleitet. L. 


1) [Erweiterung des Raumbegriffs. Braunsberg 1884, s. insbesondere 
87,8. 19.] 
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XVIH. 
Mathematiske Meddelelser. IL‘) ei 


Af Sopnaus Lie. 


(Mathematische Mitteilungen. II.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh. Aar 1884, Nr. 9. 4 Seiten 8°. Christiania 1884. 


Diese kurze Abhandlung enthält drei kleine Noten von ziemlich 
verschiedenartigem Inhalt. Die erste hat der Generalsekretär am 12. Juni 
1884 erhalten, die zweite am 8. August, die dritte ist in der allgemeinen 
Sitzung vom 19. September 1884 vorgelegt. 


1. Ich habe früher alle Gruppen von linearen Raumtransforma- 


- tionen bestimmt, die eine nichtgeradlinige Fläche in sich selber 


überführen. Hierzu füge ich jetzt die Bemerkung, daß die Cayleysche 
Linienfläche dritter Ordnung die einzige Linienfläiche mit einem 
Systeme krummer Haupttangentenkurven ist, die mehr als zwei (näm- 
lich drei) infinitesimale lineare Transformationen gestattet. 

Eine Cayleysche Linienfläche dritter Ordnung, die den imaginären 


' Kugelkreis enthält, nimmt bei Ausführung aller Bewegungen und Ähn- 
- liehkeitstransformationen 00° verschiedene Lagen an. Deshalb eignet 
' sie sich, als Punkt in einem (imaginären) Raume von fünf Dimensionen 
- eingeführt zu werden. 


2. Ich finde mich veranlaßt, zur Aufnahme in die Verhandlungen 
der Gesellschaft ein Resume von zwei ausführlichen Abhandlungen mit- 
zuteilen, die ich im vorigen Semester der Redaktion der Mathe- 
matischen Annalen in Leipzig zugestellt habe.?) 

In der ersten Abhandlung gab ich eine vollständige Begründung [2 


des früher von mir aufgestellten fundamentalen Satzes, daß jede unend- 


liche kontinuierliche Gruppe eine unendliche Reihe von Differential- 
invarianten bestimmt (die als Lösungen von gewissen vollständigen 


1) Vgl. hier Abh. XV, S. 428—431. A.d.H. 
2) Erschienen in Bd. XXIV, 8. 537—578 (1884) und in Bd. XXV, 8. 71—151 
(1885), d. Ausg. Bd. VI, Abh. II und III. A.d. H. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 29 
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Systemen definiert werden können) und illustrierte gleichzeitig dieses _ 
Theorem durch viele wichtige Beispiele, die aus der allgemeinen Theorie 
der Differentialgleichungen entnommen waren. Es wurde zum Bei- 
spiel bewiesen, daß jedes System von partiellen Differentialgleichungen 
eine unbegrenzte Anzahl von Differentialinvarianten und -kovarianten 
bestimmt. Jede Frage, ob gegebene analytische Ausdrücke durch Trans- 
formationen, die einer gegebenen Gruppe angehören, auf gegebene | 
Formen gebracht werden können, wird dadurch beantwortet, daß man 
untersucht, ob gewisse invariante Differentialrelationen stattfinden. 

In der zweiten Abhandlung nahm ich meine alten Untersuchungen 
(1812, 1874) wieder auf über lineare partielle Differentialgleichungen 
‚erster Ordnung, die eine bekannte Gruppe gestatten. Es wurde zu- 
erst ausführlich bewiesen, daß man wirklich durch eine algebraische 
Diskussion der Zusammensetzung der Gruppe von vornherein Anzahl 
und Ordnung der notwendigen Hilfsgleichungen angeben kann. Sodann 
wurden die notwendigen und hinreichenden Kriterien dafür aufgestellt, 
daß eine gegebene Gruppe von Punkttransformationen durch eine Punkt- | 
transformution auf eine gegebene Form gebracht werden kann. Be- 
sonders wurden die früher aufgestellten Sätze über zwei reziproke, eın- 
fach transitive Gruppen: B,f, . . , B,f; Of - - -, C„f zwischen den Ver- 
änderlichen &,, .. ., &, bewiesen. 

Die Integration eines ganz beliebigen Systems von partiellen Dif- 
ferentialgleichungen, (dessen allgemeines Integral nur willkürliche Kon- 
stanten enthält und) das eine bekannte Gruppe gestattet, kann nach 
meiner alten allgemeinen Methode (1874) ausgeführt werden. Man 
kann z. B. hierdurch jede kontinuierliche endliche Gruppe G mit be 
kannter kanonischer Form bestimmen, wenn man die endliche. 
Gruppe @’ kennt, die diese kanonische Form invariant läßt. Enthält 
@G’ weniger als sechs Parameter, so ist höchstens die Integration einer 
Riecatischen Gleichung erster Ordnung erforderlich. Ist @ gleich- 
zusammengesetzt mit der allgemeinen projektivischen Gruppe eines 
Raumes von n Dimensionen, so findet man @ immer (das heißt, selbst 
wenn @’ unendlich ist) durch Integration einer linearen Gleichung von 
der Ordnung n +1. 

Ist B,f,.. ., B,f eine Gruppe in &,, ..., %, (mit bekannten end- [8 
lichen Transformationen), so kann man die Gleichung: 


Af=0-, + IA) Bif 


betrachten; ist ein Integral (oder ein Integralsystem) von Af= (0 be 
kannt, so werden neue Integrale durch Differentiation gefunden; wie 


Nr. 2, 3. Invarianten- u. Integrationstheorien. — Zusammensetzung von Gr. 451 


viele neue, kann immer von vornherein angegeben werden. Das zurück- 
bleibende Integrationsproblem wird nach meiner Methode von 1874 
behandelt, so daß Ordnung und Anzahl der Hilfsgleichungen von 
vornherein angegeben werden können, nämlich durch Diskussion der 
Zusammensetzung der zugeordneten Untergruppe y. Alles re- 
duziert sich auf die Integration einer Gleichung: 


AF-0 Wr. m) 


mit »n’ bekannten wesentlichen infinitesimalen Transformationen, die 
' eine mit y ähnliche Gruppe bilden. Besonders wurde der Fall behan- 
delt, daß B,f eine lineare Gruppe ist. 
| Ich beweise eine Reihe von früher von mir aufgestellten funda- 
mentalen Sätzen über kontinuierliche Gruppen. Mit Hilfe von diesen 
‚ wird bewiesen, daß die Hilfsgleichungen, die in meiner Integrations- 
theorie von 1874 auftreten, wirklich auf die früher angegebenen kaıo- 
‚ nischen Formen reduziert werden können und zwar selbst dann, wenn 
die endlichen Transformationen der Gruppe nicht bekannt sind. 
Endlich wird im letzten Paragraphen ein Resume mitgeteilt von 
‚ einer allgemeinen Methode zur Bestimmung einer ganz beliebigen 
kontinuierlichen und endlichen Gruppe. 
| 3. Ich habe die Zusammensetzung einer jeden kontinuierlichen 
' Gruppe mit weniger als sieben Parametern bestimmt. Jede solche 
| Gruppe @, enthält eine Untergruppe G,_, mit r — 1 Parametern. Ent- 
hält zum Beispiel eine @, keine invariante G,, so enthält sie eine in- 
variante G,, deren infinitesimale Transformationen B,, B,, B, seien. 
Die drei übrigen infinitesimalen Transformationen C,, C,, C, können 
ni so gewählt werden, daß: 


E0,C)= 0, +20,B, (UC)=20, + Zß,B,, (6,0,) = (0, + 2y,B 


Man findet leicht die entsprechenden Werte aller Konstanten c,,,. 

Ist eine ganz beliebige Gruppe G, vorgelegt, so findet man [a 
‚leicht eine einfach transitive und near Gruppe von 
- Punkttransformationen. Man nehme nämlich eine Figur, die keine in- 
) finitesimale Transformation der Gruppe @, gestattet und die somit oo” 
i verschiedene Lagen annimmt; alsdann Decke man nur diese Figur als 
j Punkt in einem Raume von r Dimensionen zu interpretieren. 

Wendet man ähnliche Betrachtungen auf eine Figur an, die eine 

‚ oder mehrere infinitesimale Transformationen der Gruppe @G, gestattet, 
‚so findet man ebenfalls eine isomorphe Gruppe; dieses Tenach unter der 
- Voraussetzung, daß es keine infinitesimale Transformation gibt, die alle 
.. der gewählten Figur auf einmal invariant läßt. 


Da Lulu ung 07a zu ı 


29* 


E 
E 
E 
: 
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Es hat besonderes Interesse, eine ganz beliebige Untergruppe zu 
wählen und den Inbegriff aller gleichberechtigten Untergruppen als Punkte 
in einem Raume zu interpretieren, der durch unsere Gruppe transformiert 
wird. Mehrere längst von mir aufgestellte allgemeine Sätze werden durch 
solche Betrachtungen bewiesen. 

Durch algebraische Betrachtungen findet man, wie bekannt, die 
Zusammensetzung aller r-gliedrigen Gruppen. Man kann immer ohne 
Integration eine r-gliedrige transitive Gruppe zwischen &,,..., 2, von 
gegebener Zusammensetzung angeben. Hiernach findet man alle 
gleichzusammengesetzten Gruppen ohne Integration. 





XIX. 


Untersuchungen über Transformationsgruppen. I. [74 


Von SoPHus LIE. 
Arch. for Math. Bd. X, Heft 1, S. 74—112, Heft 2, S. 113—128, Kristiania. Gedruckt 
im Sept. 1884. Heft 1 erschien Sept. 1884, Heft 2 März 1885. 
In dieser Arbeit stelle ich eine Reihe von getrennten Unter- 
suchungen, die sich indes sämtlich auf Transformationsgruppen be- 
ziehen, zusammen. 


$1. Über kontinuierliche Gruppen von Punkttransformationen 
einer Ebene. 


Die Bestimmung aller Gruppen von Punkttransformationen einer 
Ebene, die ich in den Math. Ann. XVI [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I] aus- 
führlich und erschöpfend durchgeführt habe, soll in diesem Paragraphen 
in einigen Detaillen vereinfacht werden. Gleichzeitig reproduziere ich 
einige wichtige synthetische Betrachtungen, die in der zitierten Arbeit 


- in analytischer Form dargestellt wurden. 


1. Um in einfacher und elementarer Weise alle Gruppen der Form: 


X), BG, --, LH Pp+ng 


‘ zu finden, kann man folgendermaßen verfahren: 


Es bestehen Relationen der Form: 
(2:0; p+ng)= 20,X,9; 
welche zeigen, daB n die Form: 
n=h&)y+ rl) 


besitzt. Daher ist es immer möglich, eine solche Größe: y® (x) + ®, (x) [75 
als neues y einzuführen, daß unsere Gruppe die Form: 


X,9, X39 .-., X,9, 2 
erhält. Alsdann bestehen Relationen der Form: 
ER a a a 
X, 3 d., X, % ds X, ot d,,X, 


X, = hı X, > la X, er X,» 
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welche zeigen, daß X, eine lineare Differentialgleichung r-ter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten: 


(1) AR, ok ta.) 


erfüllt. Es ist dabei leicht zu erkennen, daß man annehmen darf, daß 
die Koeffizienten a, nicht von dem Index % abhängen, daß es also eine 
Gleichung (1) gibt, die gleichzeitig von X,, X,,..., X, erfüllt wird. 
Es ist in der Tat immer möglich, diejenige Differentialgleichung 
niedrigster Ordnung und mit konstanten Koeffizienten: 


xe 2% Da +...+5,X +bX=0 


zu bilden, die sowohl von X, wie von allen Differentialquotienten x 
befriedigt wird. Nach dem vorangehenden ist og jedenfalls nicht größer 
als r. It o=r, so ist:. 


PD OR. 


offenbar eine Form unserer Gruppe, und daher ist unsere Behauptung 
erwiesen für den Fallo=r. 
Ist e<r, so können wir uns die X, derart gewählt denken, daß: 


Korn NooaXoNo x 0 


r 


eine Form unserer Gruppe darstellt. Hiernach bilden wir diejenige 
lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und von [76 
niedrigster Ordnung: 


(e+e) e+e'-) £ - 
ae 


die nicht allein von X,, X/,..., X», sondern gleichzeitig auch von | 
er a ... und überhaupt von allen Differentialquotienten 4 
erfüllt wird. Ist dabei die Zahl o + 0’, die jedenfalls nicht größer als 
r sein kann, eben gleich r, so ist die Richtigkeit meines Satzes er- 


wiesen, Ist e+0’<r, so bringt man die Gruppe auf die Form: 
X,9 X, RE X, EB! X,-00 elss x 9 
20 20. PR p 


und bildet diejenige lineare Differentialgleichung mit konstanten Koef- 
fizienten und von niedrigster Ordnung: 


xKWereHNL...+4X’+aX-0, 


die von X, X „Ar. und allen zugehörigen Differentialquotienten 


erfüllt wird, und so weiter. 
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| Man erkennt also unter allen Umständen die Richtigkeit meines 
alten Satzes: 


Satz 1. Jede Gruppe: X,q,p+nq ist reduktibel auf die Form: 
X,9, %9,.:-, X, P. 


‘Dabei sind die X definiert durch eine lineare Differentialgleichung r-ter 
Ordnung: 
xOın XI). Tax LoX=0 


| mit konstanten Koeffizienten. Diese Gleichung kann übrigens im all- 
gemeinen in mehrere derartige Gleichungen zerlegt werden. 


2. Besitzt eine Gruppe die Form: 
| X,(2), 4, P+N9; 
| so erkennt man sogleich, daß n die Form yf(x) besitzt. Führt man 


‚ biernach eine zweckmäßige Größe der Form yF'(x) als neues y ein, so 
' erhält unsere Gruppe die Form: 
Xp: 0 40 Ps 


und da die infinitesimalen Transformationen: X,q,p eine Untergruppe [77 
erzeugen, so geben die Entwickelungen der vorangehenden Nummer 
unmittelbar den Satz: 


Satz 2. Jede Gruppe: X,g, yQ, p+nq ist reduktibel auf die Form: 


RE... 80 96D 


dabei sind die X definiert durch eine lineare Differentialgleichung r-ter 
Ordnung: 


Tee ae 
mit konstanten Koeffizienten. 
3. Besitzt eine Gruppe die Form: 

X ::, X, P + mM pP +95 


so ist nach dem obenstehenden zunächst klar, daß n, gleich Null ge- 
setzt werden kann. Dabei zeigen die Relationen: 


(X, zp+ ng) == Z0,X,;0; 
(p, z2p tnd)=Pp+ Zd,X;g, 
n=cy+f(&) (c= ÜConst.) 


i besitzt. Bezeichnen wir daher mit X eine beliebige unter den X,, so 
erkennen wir durch Bildung der Ausdrücke: 


(p, Xq), (ep -+icey+Ng, Xg) 


i daß n die Form: 
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die Existenz von Relationen der Form: 
X = 2ZaX, ıX'- 5X, 
aus denen die neuen Relationen: 
X’ (ZaX) - Z1X, 
XXX 
z(2X') = ZıAX, 
oder die äquivalenten: 


Ks IS 0 220% 


hervorgehen Eine analoge Überlegung zeigt, daß eine jede unter den 


Größen: 
> Da s x? Ir, x Be 


’ 


wie überhaupt eine jede unter den Größen: 
RI DN EN. ort 

die Form ZAX besitzt. Setzen wir daher insbesondere «= r, so [78 
erkennen wir die Existenz einer Relation: 

a +1,2+092%° +. +a,0)=0, 
deren konstante Koeffizienten a, nicht sämtlich verschwinden können. 
Also ist X” = 0, so daß wir: 

XZKuelX ey XL, =4%,..,X, = er 
setzen können. Unsere Gruppe besitzt daher sicher die Form: 

9,29... 27'149, 2p+ (ey+ kar)g, 


und dabei erkennen wir, wie bei einer früheren Gelegenheit, daß die 
Konstante k, wenn eZr ist, gleich Null gesetzt werden kann. 


Satz 3. Eine jede Gruppe der Form: X,q,P + 9, ©p+nq ist daher 
reduktibel auf die eine unter den beiden Formen: 
9, 29, ..., 2°7'q,9, 2p +cyg 
29:27, ap +(ry+ar)a. 
4. Ist eine Gruppe der Form: 


X. X, 9, P +09 2p + ng 
vorgelegt, so erkennt man zunächst, wie in Nummer 2, daß n, gleich 
Null gesetzt werden kann, und daß hiernach 7 gleich czy gesetzt 
werden kann. Führen wir hiernach ye”‘* als neues y ein, so erhält 
unsere Gruppe die Form: 


X, :-, &,9 D 2D, Yy9; 
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besteht. 


i 


; trachten, die durch eine lineare Gruppe transformiert wird. 
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und da die r + 2 erstgeschriebenen infinitesimalen Transformationen 
offenbar eine Untergruppe bilden, so liefern die Entwickelungen der 
vorangehenden Nummer den Satz: 


Satz. 4 Eine jede Gruppe der Form: 


X%-:. X,9 99, P + 909, 2P +09 
ist reduktibel auf die Form: 


19 ©9, .. , 2°", 49, P, ap. 
Ich werde die synthetischen Betrachtungen, die mir ursprüng- [79 
lich die vorangehenden Resultate lieferten, kurz andeuten. 


5. Ist eine Gruppe: X,q,..., X,9, p + nq vorgelegt, so bilden die 
X,q eine invariante Untergruppe und deren 0”! infinitesimale Trans- 
formationen Za,X,g eine homogene r-fach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keit!), die bei der vorgelegten (r + 1)-gliedrigen Gruppe linear trans- 
formiert wird. Da indes die X,g paarweise vertauschbar sind, so wird 
unsere homogene Mannigfaltigkeit nur durch eine einzige infinitesimale 
Transformation, nämlich p + ng in sich transformiert. Wenn indes auf 
eine Mannigfaltigkeit eine infinitesimale lineare Transformation aus- 
geführt wird, so gibt es unter den Punkten dieser Mannigfaltig- 


keit jedenfalls einen invarianten. Die durch einen invarianten 
‘ Punkt gehenden Geraden (d.h. einfach ausgedehnten ebenen Mannig- 


faltigkeiten) bilden eine (r — 1)-fach ausgedehnte hamogene Mannig- 
faltigkeit, die ihrerseits durch unsere infinitesimale Transformation 
linear transformiert wird. Also geht durch jeden invarianten 
Punkt jedenfalls eine invariante Gerade. Die durch eine solche 


' invariante Gerade gehenden Ebenen (d.h. zweifach ausgedehnten ebenen 
‚ Mannigfaltigkeiten) bilden eine (r — 2)-fach ausgedehnte homogene 
 Mannigfaltigkeit, die selbst linear transformiert wird. Daher geht 


durch jede invarıante Gerade eine invariante Ebene, usw. 
Wir wenden jetzt diese allgemeinen Sätze auf die homogene 
Mannigfaltigkeit: Za, X,g, die durch die infinitesimale Transformation 
pP + ng linear transformiert wird, an. Es gibt, schließen wir, jedenfalls 
einen invarianten Punkt, d.h. eine invariante infinitesimale Transforma- 
tion. Wir können annehmen, daß X,g eine solche invariante Trans- 
formation ist, daß also eine Relation der Form: [so 


(XHPp+ng) = CıXı9 


1) Bei Untersuchungen über Gruppen ist es überhaupt nützlich, die infini- 


_ tesimalen Transformationen &«, B,f als eine homogene Mannigfaltigkeit zu be- 
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Durch den invarianten Punkt: X,g geht, wissen wir, jedenfalls eine 
invariante Gerade. Wir denken uns die infinitesimale Transformation 
X,q derart gewählt, daß die oo! infinitesimalen Transformationen 
«, X,9+@X,g eine solche invariante Gerade darstellen. Alsdann 
besteht eine Relation: 


(K,P+ngd)= SG °ıQ + Ca LT: 


Durch die invariante Gerade: & X,9q +, X,q geht, wissen wir, 
jedenfalls eine invariante Ebene. Wählen wir die infinitesimale Trans- 
formation X,g, wie wir können, derart, daß die oo? infinitesimalen 
Transformationen: , X,9g+%X,qg + ,X,qg eine solche invariante 
Ebene darstellen, so besteht eine Relation der Form: 


KHPp+tngd)= Cl tel + % Xyq. 


Indem man in dieser Weise fortfährt, erkennt man überhaupt, 
daß die infinitesimalen Transformationen X,q in solcher Weise gewählt 
werden können, daß für jedes % eine Relation der Form: 


(K,P+Nng) = Lil t sr Xg+ +09 


besteht, und eben in dieser Weise war es, daß ich ursprünglich diese 
wichtigen Formeln fand. 
6. Laß uns jetzt eine beliebige Gruppe der Form: 


9... 2 +6 2474 


betrachten. Alle infinitesimalen Transformationen X,q bilden offenbar 
eine invariante Untergruppe. Daher bilden alle infinitesimalen Trans- 
formationen der Form Z«,X,g eine r-fach ausgedehnte homogene 
Mannigfaltigkeit, die durch eine jede unter den 'Transformationen: 
?+99 2p +nq linear transformiert wird. Die betreffenden linearen 
infinitesimalen Transformationen, die ich mit den Symbolen P und XP 
bezeichnen werde, bilden eine zweigliedrige lineare Gruppe, in der die 
infinitesimale Transformation P offenbar eine invariante Unter- [81 
gruppe bestimmt. 
Wenn aber eine Mannigfaltigkeit durch die beiden linearen infini- 
tesimalen Transformationen P und XP (unter denen die erste in- 
variant ist) transformiert wird, so gibt es, werden wir zeigen, jedenfalls 
einen absolut invarianten Punkt. Denn es gibt nach dem voran- 
gehenden einen oder mehrere Punkte, die gegenüber P invariant bleiben, 
Alle unter diesen Punkten, die vereinzelt liegen, bleiben offenbar bei 
jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe P, XP invariant. 
Bildet der Inbegriff von allen bei der infinitesimalen Transformation P; 
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invarianten Punkten eine kontinuierliche und zwar eine ebene Mannig- 
faltigkeit M, so bleibt diese Mannigfaltigkeit M bei der infinitesimalen 
Transformation XP invariant, während allerdings ihre Punkte linear 
transformiert werden. Daher enthält M sicher einen bei XP in- 
varianten Punkt, der dann selbstverständlich gleichzeitig bei eine 
jeden infinitesimalen Transformation der Gruppe P, XP seine Lage 
behält. 

Wird daher eine Mannigfaltigkeit durch eine zweigliedrige lineare 
Gruppe P, X P (mit der invarianten infinitesimalen Transformation P) 
transformiert, so gibt es jedenfalls einen absolut invarianten Punkt. 


Die durch einen solchen invarianten Punkt gehenden Geraden werden 
hiernach durch die zweigliedrige Gruppe P, X P linear transformiert. Also 
geht durch jeden bei der Gruppe P, XP invarianten Punkt 
jedenfalls eine invariante Gerade. Ebenso erkennen wir, daß 
jede invariante Gerade jedenfalls eine invariante Ebene ent- 
hält, usw. 

Wenden wir diese allgemeinen Sätze an auf die homogene Mannig- 
faltigkeit Za,X,g, die durch die beiden infinitesimalen Transforma- 
tionen: P + 2,9, £P + ng linear transformiert wird, so erkennen wir wie 
in der vorangehenden Nummer, daß die X,q immer in solcher Weise 


' gewählt werden können, daß für jedes % Relationen der Form: 


(p +Nn: HN HK te %d+t + X,q 
(Pt, KM) AK + haidt + d,, X;q 


bestehen. Hiernach erkennt man durch Bildung der Jacobischen [82 


- Identität: (+09 2P+n9 X,q)+:=0, daß alle c,, gleich Null sind. 


Das vorangehende synthetische Räsonnement, das mir ursprünglich 


' diese Formeln lieferte, habe ich in meinem Archive Bd. III'), und in 
- den Math. Ann. Bd. XVI?) in analytischer Form dargestellt. Doch ist 


jedenfalls in der erstzitierten Arbeit der synthetische Ursprung leicht 


zu erkennen. 


$2. Über kontinuierliche Gruppen von Berührungstransformationen. 


4, Sind, ,.....,.%, Ennktionen Yon 2,2... Pr «.,.2,,; die in 
solcher gegenseitiger Beziehung stehen, daß jede Größe (u,u,) sich als 
Funktion von den u: 


wen. (u,%) = Far (Un, - - +, W,) 

1) [S. 105—111, hier Abh. IV, 8. 88—93.] 

2) [S. 491—495, 497—498, 501—503, 505, d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 13, Nr. 33 
bis 36; $ 14, Nr. 40; $ 15, Nr. 45, Nr. 46.] 
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ausdrückt, so bilden alle « nach der von mir eingeführten Termino- 
logie eine Gruppe (Ges. d. Wiss. zu Christiania 1872: Zur Invarianten- 
theorie der Berührungstransformationen; Math. Ann. Bd. VIILS. 248').) 
Die linearen partiellen Differentialgleichungen: 


Wwf)=9...,(m,f) = 0 
bestimmen ein vollständiges System, dessen Lösungen: ®,,..., Un_r; 
wie ich in den zitierten Arbeiten bemerkte, eine neue Gruppe: die 
Polargruppe der ursprünglich vorgelegten bilden. Ich bezeichnete zwei 
solche Gruppen als reziproke Gruppen. „Jede Gruppe besteht aus 
allen Funktionen, die mit allen Funktionen der zweiten 
Gruppe in Involution liegen.“ Diese Bemerkung, die ich wort- 
lautend aus meiner zitierten Abhandlung?) in den Math. Ann. Bd. VIII, 
S. 252, Theorem VI?) entnehme, ist absolut identisch mit dem fol- 


genden Satze: 
Satz 5. Bilden die linearen partiellen Differentialgleichungen: |s3 
Af=0, Af=0, .., 4f=0 
in den unabhängigen Variabeln &,,..., ns Pır -:-, P, ein vollständiges 
System mit den Lösungen fj, -. -, fan_, und bestehen dabei Relationen 
der Form: 
er een fan_.) Y=he9n 9: ksh..n2n-g), 


so ist unser vollständiges System reduktibel auf die Form: 


Hf)=0, (Ppf)=0, es, (9,f) =, 
und dabei bestehen Relationen der Form: 
(9:9) = Da(pır -- 9,): 

Dieser Satz wurde für den speziellen Fall g= 1 von Cayley ge- 
geben, ohne daß er bemerkte, daß derselbe nur einen speziellen Fall 
eines von mir aufgestellten allgemeinen Theorems bildet. 

8. Durch meine Untersuchungen über kontinuierliche Gruppen von 
Berührungstransformationen wurde ich dazu geführt, das folgende noch 
viel allgemeinere Problem zu stellen: 

Problem. Finde das allgemeinste System von linearen partiellen 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung mit einer unbekannten Funk- 
tion D und 2n unabhängigen Variabeln X, .:., us Pıs =» + Pa! 

49-0, 4,9 =0,..,40=-0, 
1) [D. Ausg. Bd. III, Abh. VI, 8. 29f.; Bd. IV, Abh. I, $ 9, Nr. 21.] 
2) Siehe ebenfalls Verh. d. Ges. d. W. zu Christiania 1873 |d. Ausg. Bd. ll, 


Abh. VII, S. 38.] 
3) [D. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 10, Nr. 23. ] 
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dessen Lösungen in solcher gegenseitiger Beziehung stehen, daß zwei be- 
liebige Lösungen ®,, ®, immer eine dritte Lösung (®, ®,) liefern. 

Ist ein Gleichungssystem vorgelegt, das diese Forderung erfüllt, so 
liefert dasselbe jedesmal eine gewisse kontinuierliche Gruppe. Der In- 
begriff von allen Lösungen ® liefert nämlich alle infinitesimalen Be- 
rührungstransformationen einer kontinuierlichen Gruppe. 

Das aufgestellte Problem ist daher identisch mit dem folgenden 
Probleme, mit dessen allgemeiner Erledigung ich mich schon lange [84 


beschäftigt habe: 


Problem. Finde alle kontinuierlichen Gruppen von Berührungs- 
transformationen, welche die Form (®f) besitzen.‘) 


Diese beiden äquivalenten Probleme teilen sich in zwei Unter- 
probleme, je nachdem die allgemeinste Lösung ® des Gleichungssystems 
4A,® = 0 arbiträre Funktionen oder nur arbiträre Konstanten enthält. 
Dementsprechend zerfallen alle kontinuierlichen Gruppen in zwei Kate- 
gorien: unendliche und endliche kontinuierliche Gruppen. 

. Man kann die Beschränkung hinzufügen, daß sich unter den Glei- 
chungen A,f—= 0 die Relation: 
tritt ® 
befinden soll. Das hierdurch definierte fundamentale Problem ist nur 
hinsichtlich der Form spezieller als das vorangehende. Man kann so- 
gar diese beiden Probleme in solcher Weise umformen, daB das erste 


Problem sich als ein spezieller Fall des letzten darbietet. 


1) Eine Berührungstransformation: 


ae Re De De u De De) 
wird nach mir definiert durch die Gleichungen: 


Im allgemeinen kann man ohne Beschränkung A=1 setzen. Alsdann erhält eine 
infinitesimale Berührungstransformation nach mir das einfache Symbol (®f). 
Ist dagegen A von 1 verschieden, so besitzt die betreffende infinitesimale Be- 
rührungstransformation das Symbol [z2+®,f]. Betrachtet man homogene Be- 
rührungstransformationen, die bekanntlich als die allgemeinsten Berührungstrans- 
formationen aufzufassen sind, so ist die Annahme A—=1 gar keine Beschränkung. 
Die Theorie der Berührungstransformationen der Form [2-+ 8, f] subsumiert sich 
unter meine alte Theorie der homogenen Berührungstransformationen. (Ges. d 
‚Wiss. zu Christiania 1884, Nr. 8. [Hier Abh. XV, S. 430f.)). 
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83. Über den Multiplikator eines vollständigen Systems. 


9. Nachdem ich in den Verh. der Ges. d. Wiss. zu Christiania für 
1874 den Begriff: Multiplikator eines vollständigen Systems ein- [s5 
geführt hatte [d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, $. 197], stellte ich in den 
Math. Ann. Bd. XI u. a. den folgenden Satz auf [S. 505f., d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, $ 9, Nr. 21]: 


Bilden q vorgelegte Gleichungen: 
d 
Af=- Xu a + DE “rn (k=1,9,...,9) 


*02, 


ein Imvolutionssystem, so haben die linearen partiellen Differential- 


gleichungen: 
AX;; 


° 


A,M + MzZ'&& 0 


die größtmögliche Zahl gemeinsamer Lösungen. Jede solche Lösung ist 
ein gemeinsamer Jacobischer Multiplikator von allen Gleichungen 
A,f=9. 

10. Hierzu fügte Mayer in dem nächsten Bande der Annalen den 
folgenden Satz: 


Der gemeinsame Jacobische Multiplikator von allen einzelnen Glei- 
chungen des Involutionssystems: 


af 
u Tre 
ist gleichzeitig ein Multiplikator des Involutionssystems: A,f=. 
Dieser Sutz, der mir entgangen war, geht, wie ich Mayer bald 
nach der Publikation seiner zitierten Note bemerkte, fast unmittelbar 
aus meinen ursprünglichen Untersuchungen auf diesem Gebiete hervor. 
Man füge nämlich zu den g Ausdrücken A,f n — q weitere solche 
Ausdrücke: A, ,ıh -- -, Auf: 
df 
Ayri = EX rnsdn 
daß jedesmal (A,A,) =0 ist, während keine lineare Relation Za,A,f=0 
stattfindet. Setzt man sodann: 


AED 
Nee 
X, X,s w 2. 








ist (Math. Ann. Bd. XI, S. 507 [d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, [86 
Nr. 22]) 1: A nicht allein ein Multiplikator des vorgelegten Involutions- 
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systems, sondern gleichzeitig auch ein Jacobischer Multiplikator einer 
jeden einzelnen Gleichung A,f= 0. 
Hiermit ist der betreffende Satz erwiesen. 


83*. Ein allgemeiner Satz über Transformationsgruppen, die keine 
invariante Untergruppe enthalten. 


| 11. Bei den äußerst wichtigen Untersuchungen über die Zusammen- 
setzung der Transformationsgruppen handelt es sich zunächst um ein- 
_ fache Methoden zur Bestimmung von allen invarianten Untergruppen, 
dabei vorausgesetzt, daß solche existieren. 
| Ich gebe in diesem Paragraphen einen bemerkenswerten Satz, der 
_ häufig, wenn eine r-gliedrige Gruppe vorgelegt ist, die Bestimmung 
einer invarianten (r — 1)-gliedrigen Untergruppe leistet. Gleichzeitig 
| erkennt man, daß gewisse Funktionen von den Zusammensetzungs- 
 koeffizienten c,,, verschwinden müssen, wenn keine invariante (r — 1)- 
- gliedrige Untergruppe sich (durch die betreffende Methode) finden läßt. 
Ich beschränke mich zunächst auf einfach transitive Gruppen von 
- Punkttransformationen und dehne hiernach meine Theorie auf beliebige 
- Gruppen aus. 
12. Seien also: 
af 


d 
Bf= Es ee +...4+ e: 2 (k=1,...,n) 


%n 
' n unabhängige infinitesimale Transformationen, die paarweise in der 
3 Beziehung: . (B,B,) - Ser BD 
' stehen und dabei keine Relation der Form: 
2p,(8, = 2) B,f= 0 








erfüllen. 
Ich setze: [87 
&1 SE De 
Be N 
; Ei r es 2 


und bemerke dabei, daß diese Determinante von Null verschieden sein 
muß. Ich berechne den Ausdruck BA. Es ist: 


Sn 3 at En 





zn . a 

: ) 

i BA=D BE BPiöua  - - Diöan 
k=1 
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und durch Berücksichtigung der Formeln: 


B;E,, = 9 + Zn ©; 
ergibt sich die wichtige Formel'): 


PR, din 
BA = ( 5; r Fr > .+ Fi + 6ı Fort Fre EZ 


dx, 


die wir folgendermaßen schreiben: 
od is % 
(L) B; (log A) — 2 = Cork: 


Nehme ich nun eine beliebige infinitesimale Transformation unserer 
Gruppe: 
Bf=aBf+a,Bf+-. -+0B,f, 
bilde die Formel: 


B (log 2 an, a mon a 


und setze: [88 
2,500, 


so erhalte ich, wenn diese Relation nicht zufälligerweise iden- 
tisch besteht, 00”! infinitesimale Transformationen Bf, welche diese 
Forderung erfüllen. Die hierdurch bestimmten 0”! infinitesi- 
malen Transformationen bilden, behaupte ich, immer eine 
invariante (a — 1)-gliedrige Untergruppe. 

13. Ich werde einen synthetischen Beweis dieses Satzes andeuten. 
Ich beschränke mich dabei auf den Falln= 2. 

Die beiden entsprechenden infinitesimalen Transformationen seien: 
n st 
ay 
Die infinitesimale Transformation Af ordnet a Punkte x, y die in- 
finitesimale Strecke: Xöt, Yöt zu, und ebenso ordnet Bf dem Punkte 
x, y die Strecke: 861, ndt zu. Diese beiden Strecken bestimmen ein 
infinitesimales Parallelogramm. Jedem Punkte der Ebene ist somit ein 
infinitesimales Parallelogramm zugeordnet. Ich denke mir nun das Maß 
des Flächeninhalts derart gewählt, daß alle diese Parallelogramme ein- 
ander gleich sind. 

Dies vorausgesetzt nehme ich statt Af und Bf zwei andere in- 
finitesimale Transformationen unserer Gruppe etwa: 


„Af+BBf, Af+B,Bf 


1) Siehe Math. Ann. Bd. XVI, S. 474—476 [d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 10, 
Nr. 24]. 


Af=XUl+Y 5, Bf: 
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und konstruiere wiederum für jeden Punkt x, y das zugeordnete in- 
finitesimale Parallelogramm. Dann werden wiederum alle diese Paral- 
lelogramme nach dem eingeführten Maßstabe einander gleich, und 


zwar gleich den früher konstruierten multipliziert mit «, BR, —- wbhı- 


ale al Da 00 





EAN 


Ich betrachte wiederum alle 00° infinitesimalen Parallelogramme, 
die Af und Bf entsprechen. Führe ich nun auf alle Punkte der Ebene 
irgend eine infinitesimale Transformation unserer Gruppe aus, so werden 
alle soeben besprochenen infinitesimalen Parallelogramme infinitesimal 
verschoben und gleichzeitig, der Formel (L) zufolge, nach konstantem 
Verhältnisse geändert. Nehme ich insbesondere alle infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe, die den Flächeninhalt aller Parallelo- 
gramme invariant lassen, so ist es klar nicht allein, daß alle diese [89 
Transformationen eine Untergruppe bilden, sondern gleichzeitig auch, 
daß diese Untergruppe eine invariante sein muB. 

14. Ganz in ähnlicher Weise räsonniert man, wenn n einen belie- 
bigen Wert besitzt. 

Satz 6. Bilden daher die infinitesimalen Transformationen: 


d e 
B,f= 5 Er En m Eis: Fr (k=1,2,...n) 


eine Gruppe: 


(B,B,) = Ze, Bf 

und besteht dabei keine Relatim: ZB,B,f = 0, bezeichnet man ferner die 
Determinante der Größen &,; mit A, so besteht die Formel: 
B, og A) — Ige - Daun 
Gibt es nun infinitesimale Transformationen in der Gruppe, für welche 
die rechts stehende Konstante von Null verschieden ist, so bildet der In- 
begriff von allen in der Gruppe enthaltenen infinitesimalen Transforma- 
tionen, für welche diese Konstante verschwindet, eine invariante Untergruppe. 

Ist nun eine ganz beliebige Gruppe von Berührungstransforma- 
tionen vorgelegt, so gibt es immer eine gleichzusammengesetzte einfach 
transitive Gruppe. Also bleibt der aufgestellte Satz auch 
gültig, wenn Relationen der Form Zß,B,— 0 bestehen. 

Als Korollar ergibt sich der Satz: 

Satz 7. Enthält die r-gliedrige Gruppe B,f keine invariante (r — 1)- 
gliedrige Untergruppe, so verschwinden alle Summen der Form &46;,:- 


“ 


Es war übrigens durch synthetische Betrachtungen, die mit den 
soeben entwickelten genau verwandt sind, daß ich ursprünglich auf [v0 
den Begriff Multiplikator eines vollständigen Systems wie auch auf die 


von mir über diesen Begriff aufgestellten Sätze geführt wurde. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 30 
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$4. Bestimmung von allen projektivischen Gruppen einer Ebene. 


Nachdem ich 1873—74 alle kontinuierlichen Gruppen von Trans- 
formationen einer Ebene bestimmt hatte, gelang es mir sehr leicht, 
insbesondere alle projektivischen Gruppen der Ebene 'zu berechnen. 
Wenn ich diese an und für sich wichtige Theorie nicht früher in ex- 
tenso publiziert habe, sondern nur ihre Durchführung als leicht be- 
zeichnet habe (diese Zeitschrift Bd. 1II, S. 165, 1878 [hier Abh. IV, 
S. 133, Z. 2,1 v. u]), so liegt das nur daran, daß ich fortwährend mit 
schwierigeren Untersuchungen beschäftigt war. 

15. Bei der Bestimmung von allen projektivischen Gruppen einer 
Ebene können verschiedene Methoden angewandt werden, wenngleich 
immer meine fundamentalen Formeln: 


(B; B,) I Z0u,D. 


als Grundlage benutzt werden müssen. Ich sehe jedenfalls nicht ein, 
wie man sie vermeiden kann. Die Methode, die ich heute zunächst 
benutze, verlangt einige Rechnungen, die sich durch Zuhilfenahme von 
anderen Methoden reduzieren lassen. Um Rechenfehler zu vermeiden, 
ist es zweckmäßig, mehrere Methoden zu benutzen. 

Ich nehme im folgenden sukzessiv alle von mir bestimmten Gruppen 
einer Ebene, stelle für jede derartige Gruppe die Frage, ob sie sich in 
eine projektivische Gruppe umwandeln läßt, und führe hernach diese 
Umformung in allgemeinster Weise durch. 

Wünsche ich z. B. zu entscheiden, ob die kanonische Gruppe: 


1, €qP,yq 


sich in eine projektivische Gruppe transformieren läßt, so bestimme [91 
ich nach meinen früher entwickelten Regeln die allgemeinste bei der 
vorgelegten kanonischen Gruppe invariante Differentialgleichung zweiter 


Ordnung: . 
Bat 


Kuala 
0eee| 
el 
KOrgEy ge 


e(y’—y)=0 


und frage hernach, ob sich die gefundene Gleichung: y’ — yY=0 in 
die Gleichung: y”= 0, die bei jeder projektivischen Gruppe invariant 
bleibt, transformieren läßt. 

In casu ist es leicht zu sehen, daß die Gleichung: y’— y’— 0 
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sich auf die Form: y”= 0 bringen läßt, und zwar z. B. durch Einfüh- 
rung der neuen Variabeln: 

yee, Y=Y; 
gleichzeitig erhält die vorgelegte Gruppe die projektivische Form: 


91, LıQı, FıPı, Yıfı- 


Wünscht man die vorgelegte Gruppe in allgemeinster Weise in eine 
projektivische Gruppe umzuformen, so muß man die allgemeinsten 
Variabeln x,, y, aufsuchen, durch deren Einführung die Gleichung: 
y —y=0 die Form: y”—=0 annimmt. Dabei wird der Zusammen- 
hang zwischen x,, y und &,%, durch die allgemeine projektivische 
Transformation: 
(P) Bon, byrta Net 

n ax +by te ’ ; ax, +by +e 
ausgedrückt, und daher geht die allgemeinste projektivische Gruppe, in 
die sich die vorgelegte Gruppe: 


9, eq,P,yq 


umwandeln läßt, aus der speziellen gefundenen Gruppe: 


915 41 91» FıPı, Yıdı 


durch die allgemeine projektivische Transformation (P) hervor. 
In ganz ähnlicher Weise verfährt man nun immer, wenn man [92 


' eine beliebige vorgelegte kanonische Gruppe in allgemeinster Weise in 
- eine projektivische umzuwandeln wünscht. Man bestimmt zuerst die 
 allgemeinste bei der vorgelegten kanonischen Gruppe invariante Dif- 


ferentialgleichung zweiter Ordnung: y”— F(x, y, y') = 0; diese Bestim- 
mung geht übrigens ohne weiteres aus meiner Abhandlung: Klassifika- 
tion und Integration ... I, diese Zeitschrift, Bd. VIII, S. 187 [hier 
Abh.X, 8. 240ff.] hervor. Hernach entscheidet man nach den in diesem 
Archive Bd. VIII, S. 372—382 [hier Abh. XIV, S. 363—370] gegebenen 
Regeln, ob y"= F(x, y, y') durch eine Punkttransformation die Form 


y’=0 erhalten kann, was jedenfalls nur eintreten kann, wenn F eine. 


ganze Funktion von y' von höchstens dritter Ordnung ist. Darnach 
bestimmt man, was keine Schwierigkeit darbietet, neue Variabeln: 


| 4=Yl&y), &% =X(a, y), in denen y„"—F=0 die Form y’—=0 


annimmt, und zwar genügt es nach dem obenstehenden, ein spezielles 

Variabelnsystem y,, x, zu finden, in dem y’— F=0 die Form y/ = 0 

annimmt. In diesen neuen Variabeln wird die vorgelegte kanonische 

Gruppe eine projektivische Gruppe, und nach dem obenstehenden erhält 
30* 
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man in dieser Weise alle projektivischen Gruppen, in die sich die vor- 
gelegte transformieren läßt. 


16. Die Durchführung dieser Theorie wird bedeutend erleichtert 
durch den folgenden (bekannten) Satz: 


Es gibt keine projektivische Gruppe von vertauschbaren Transforma- 
tionen einer Ebene, die mehr als zwei infinitesimale Transformationen 
enthält. 


Beweis. Es ist zunächst bekannt, daß eine r-gliedrige Gruppe 
der Ebene mit mehr als zwei vertauschbaren infinitesimalen Trans- 
formationen: B,f, ..., B,f die kanonische Form X,(x2)g besitzen muß, 
und diejenige Differentialgleichung zweiter Ordnung: f(x, y, y', y") = 0 
die eine solche Gruppe gestattet, befriedigt die r Gleichungen: 

ee [93 
also ist r nicht größer als zwei. 

Unter den unendlich vielen von mir bestimmten kanonischen Trans- 
formationsgruppen einer Ebene gibt es somit nur eine sehr a he 
Anzahl, die wir zu diskutieren brauchen. 


17. Es gibt nach meinen früher zitierten Arbeiten keine Gruppe 
von Punkttransformationen mit mehr als acht infinitesimalen Transfor- 
mationen, die eine Differentialgleichung zweiter Ordnung: y"— F=0 
invariant läßt. Die einzigen Gruppen mit mehr als vier infinitesimalen 
Transformationen, die eine Gleichung: y”’— F = 0 invariant lassen, sind 
die fünf folgenden: 


(D) D, 9 xp, xq, yp, yq, @p + xyq, zyp + Y’q, 
(I) D, 9, XP, ©q, YP, Yq, 

(II) 9, %q, y9, P, 2P, pP + 249 

(IV) PD, 9% 29, yP, pP — Y9; 

(V) g, xq, P, 22p + y9, p + 299, 

(VI) D, 9, %9, 99, &P, 


und zwar gibt es in jedem unter diesen fünf Fällen nur eine einzige 
solche invariante Gleichung, nämlich y”= 0. Die aufgestellten fünf 
Gruppen sind somit (wie bekannt) projektivische Gruppen und sie gehen 
überdies durch keine transzendente (d. h. nicht projektivische) Trans- 
formation wieder in projektivische Gruppen über.‘) 


1) Die Gruppe (I) ist bekanntlich einfach. Die Gruppen (II) und (III) sind 
dualistische Gruppen; dasselbe ist mit (IV) und (V) der Fall. Die Gruppe (VE 
geht durch eine dualistische Transformation in sich über. Die Gruppe II enthält 
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18. Um alle viergliedrigen projektivischen Gruppen zu finden, 
müssen wir sukzessiv die folgenden kanonischen Gruppen nach den 
oben angegebenen Regeln diskutieren: 


(A) g, X(2)q, 99 P, [94 

(B) g, 29,9, 2p + Kyg, 

(©) g, 29, 9, 2p + (2y+2°)q, 

BP) 9, 99, D, pP, 

E) : yg, p, xp, ap + xyg, 

(F) 9, 49, Y’G P, 

unter denen die erste Form durch die Differentialgleichung: 
X=atmX 


näher bestimmt wird. Daher ist die Gruppe (A) reduktibel auf die 
eine unter den beiden Formen: 


(A) :9, 29, 99, P; 
(A”) | 9, €q, 49, P; 
und dabei ist es vorteilhaft, die letzte Form durch die äquivalente: 
(A) g, 29, 99, cp 


zu ersetzen. 
19. A’) Die Gruppe: g, xq, yq, p läßt eine einzige Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, nämlich: 


1-0 90 
05.00 a 
Ders. 
0 Yy y y" 








invariant. Daher gibt es keine nichtprojektivische Transformation, 
welche die Gruppe A’ wieder in eine projektivische Gruppe um- 
wandelt. 

A”) Die Gruppe: gq, xq, yq, xp läßt ebenfalls nur eine einzige 
Differentialgleichung zweiter Ordnung invariant, nämlich: 


x 0 —y — 2y" 
een 

ey 
ee, Y» 








0 y y y" 
nur drei invariante Untergruppen, nämlich (IV), ?2, q, zp+ygq und: p, q. Die 
Gruppe IV enthält die einzige invariante Untergruppe: p, q. Diese Sätze sind sehr 


spezielle Fälle von Sätzen über allgemeine lineare Gruppen, die ich früher aufge- 
stellt und überdies längst verwertet habe. 
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und wird daher nur durch projektivische Transformationen wieder [95 
in eine projektivische Gruppe übergeführt. 

B) Wünschen wir alle zu der Gruppe (B) gehörigen invarianten 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu finden, so bilden wir zu- 
nächst die Determinante: 


i 90 0 0 
0 0 

N= ı = KR ee 
0 x 1 0 y" 


x Ky (K-Ny (K-2)y' 


Ist X verschieden von 2, so läßt unsere Gruppe A nur die Gleichung: 
y'= (0 invariant. Ist dagegen X = 2, so verschwindet A identisch, 
und dann gestattet unsere Gruppe jede Gleichung der Form: 


„ 


— 2a = Const. 
Diese Gleichung erhält in den Variabeln: 
(D) 1-2, Y=y-—ar 


die Form: y/ = 0, und gleichzeitig liefert unsere Gruppe: q, 29, P, 
xp + 2yg die neue Gruppe: 


4, FT» pı — 2a2, 91, 29 + 2Yy9» 


die mit der gegebenen identisch ist. Wir haben also hier eine projek- 
tivische Gruppe, die durch eine nichtprojektivische Transformation (T) 
in sich selbst übergeführt wird. 

C) Die Gruppe (C) läßt, da die Determinante: 





100 0 0 
01 0 Dar 
10% 0 


x 2y+2° y+2ı 2| 


den Wert 2 besitzt, keine Differentialgleichung zweiter Ordnung in- 
variant und kann daher nicht in eine projektivische Gruppe überge- 
führt werden. / 

D) Die Gruppe (D) läßt nur eine Gleichung zweiter Ordnung, 


nämlich: 


1.0 0 0 [96 
=D 0 0 3 

| ee 

Sy 2 

I x 0 —y — 2y” | 
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| invariant und wird daher durch keine nichtprojektivische Transforma- 
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tion wieder in eine projektivische Gruppe übergeführt. 
E) Die Gruppe (E) läßt nur eine Gleichung zweiter Ordnung, 
nämlich: 


1770 0 0 

0 ”„ er 
Y “ Y £ | Yy 

ee —2y 

2 0 y—-ay —Bxy" 








invariant und wird daher durch keine nichtprojektivische Transfor- 
mation wieder in eine projektivische Gruppe übergeführt. 
F) Die Gruppe (F) läßt, da die Determinante: 


et 
wc 
Deere | 
0 2yy Ayy’+2y® | 


den Wert 2 besitzt, keine Gleichung zweiter Ordnung invariant und 
ist daher nicht auf eine projektivische Form reduktibel. 

20. Es gibt also vier wesentlich verschiedene viergliedrige pro- 
jektivische Gruppen, nämlich: 


(vn 4, 29, 99, &D, 
‚ vi) 1 P, 99, ©P; 

(RK) 1 P, ©g, map + nygq, 
& in yq, D, 22p + yq, @p + 2yg, 


unter denen die dritte eine wesentliche Konstante, nämlich das Ver- 


 hältnis zwischen m und » enthält. Die Gruppen (VII) und (VII) 


gehen in einander durch eine dualistische Transformation über; da- [97 


- gegen kann eine jede unter den Gruppen (IX) und (X) durch eine 


dualistische Transformation in sich übergeführt werden, wobei jedoch 
zu bemerken ist, daß das Verhältnis m:n gleichzeitig geändert wird. 
Eine jede unter unseren vier Gruppen ist zusammengesetzt und 
enthält jedenfalls eine invariante dreigliedrige Untergruppe (was übrigens, 
wie ich schon 1873 bemerkte, mit einer jeden viergliedrigen Gruppe 
der Fall ist). 
Die Gruppe (VIIT) enthält einfach unendlich viele invariante drei- 


‚gliedrige Untergruppen, welche sämtlich die Form: 


p, g, map tnyq 
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haben; drei invariante zweigliedrige Untergruppen: 


P,94; P, XP; 4 Yq 


und zwei invariante eingliedrige Untergruppen: p und q.') 

Die Gruppe (X) enthält eine invariante dreigliedrige Untergruppe 
und eine invariante eingliedrige Untergruppe. Denken wir uns die 
Gruppe auf die Form: xgq, zp —yq, yp, «p+yq gebracht, so liefert sie 
alle homogenen und linearen Transformationen der Mannigfaltigkeit 
x, y. Die drei infinitesimalen Transformationen: xq, 2p —yq, yp bilden 
die invariante dreigliedrige Untergruppe; die infinitesimale Transfor- 
mation: xp + yq liefert die invariante eingliedrige Gruppe.?) 

21. Um alle dreigliedrigen projektivischen Gruppen zu finden, [98 
müssen wir die folgenden kanonischen Gruppen nach den früher ange- 
gebenen Regeln diskutieren: 


(a) q, %q, 99 

(b) X, X9, ®, 

(e) 999 P; 

(d) 9, P, 2p+ Kyg, 

(e) », 2xp+yg, Pp+zygq=xg, 2P —yg, YP, 
(f) 9», zp+(y+2)q, 

(8) 9, 49, y’9, 

(h) p+q zp+yg p+y?q- 


a) Die kanonische Gruppe (a) läßt keine andere Differentialglei- 


chung zweiter Ordnung als y”—= 0 invariant. 

1) Interpretiert man alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe: q, yq, 
p, xp als die Punkte des Raumes, so werden die drei invarianten Gruppen: p, 2p; 
q, yg; p, q dargestellt durch zwei Gerade (g,, 9,), die eine dritte Gerade g 
schneiden. Alle ©* Geraden, welche auf einmal g,, 9, treffen, stellen zweiglie- 
drige Untergruppen dar; alle Geraden, die durch den Punkt p oder den Punkt q 
gehen, stellen ebenfalls zweigliedrige Untergruppen dar, usw. 

Derartige Vorstellungen, die besonders, wenn man eine Hilfsfigur zeichnet, 
äußerst bequem sind, benutzte ich in großem Maßstabe bei meinen Untersuchungen 
in den Jahren 1873—77. 

2) Interpretiert man alle infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe als 
die Punkte des Raumes, so liefern alle ©! infinitesimalen Transformationen der 
Form: @q+2(ep— yg)—)”yp mit dem Parameter 4 einen invarianten Kegel- 
schnitt; die infinitesimale Transformation: xp + yq liefert einen invarianten Punkt. 
Alle durch den genannten Punkt gehenden Tangentenebenen des Kegelschnitts, 
wie auch die Ebene dieser Kurve liefern dreigliedrige Untergruppen, usw. 
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b) Die Gruppe (b) wird näher bestimmt durch die beiden Glei- 


chungen: 
X=aX, %,=-bX,+cX, 


und ist daher reduktibel auf die eine unter den vier Formen: 
2,9 em eg aeg p, Eq, eg, P- 
Die Gruppe: q, xq, p läßt eine jede Gleichung der Form: 
y" = 2a — Üonst. 
invariant. Man nimmt daher die neuen Variabeln: 
2, y=y-ar, 
in denen unsere Gruppe wiederum die Form: 


I, 9, Pı — 208,9, 
erhält. 
Die mit der Gruppe: q, e”q, p äquivalente Gruppe: q, xq, xp läßt 
jede Gleichung der Form: 


U 2 (a = Const.) 


invariant. Man nimmt die neuen Variabeln: [99 
ee y=ytalogz, 

in denen unsere Gruppe die Form: 
> Ad» AP rt AU» 

die mit der ursprünglichen äquivalent ist, annimmt. 

Die Gruppe: e”q, ze’g, p ist äquivalent mit der projektivischen 
Gruppe: q, xq, p + yg, die eine jede Gleichung der Form: y” = ae* in- 
variant läßt. Wir nehmen daher die neuen Variabeln: 

1-4, =y-ae, 
in denen unsere Gruppe wiederum die Form: 
9, Fl, Pı t Yıı 
erhält. 

Die Gruppe: e“q, e”*g, p ist äquivalent mit der projektivischen 
Gruppe: q, 29, 2p + cyg, wo die Konstante ce von Null und 1 ver- 
schieden ist. Jede zugehörige invariante Gleichung zweiter Ordnung 
hat die Form: 

y' = Le(c— 1)a”? 
und [die Gruppe] erhält in den neuen Variabeln: 
1-12, 1=y—L®, 


die mit der vorgelegten identische Form: q,, &,9, &4Pı + CYı%- 
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Die Form (b) liefert also die vier projektivischen Gruppen: 
9, 29,25 9 2X9,aP; 924, P+tYy9; ,XQ,XPp+cyg, 


uuter denen die letzte die wesentliche Konstante c enthält, die von Null 
und 1 verschieden sein muß. 


c) Jede bei der Gruppe: q, y9, 2 invariante Gleichung zweiter 
Ordnung hat die Form: 
y"—ay=0. 


Diese Gleichung erhält in den Variabeln: 
ren 


die Form: y/ = 0. Gleichzeitig erhält unsere Gruppe die neue eben- 
falls projektivische Form: g, yg, xp. 

d) Die Gruppe: q, p, 2p + cygq läßt, wenn c=1 ist, keine andere 
Gleichung zweiter Ordnung als eben y’ = 0 invariant. Ist c21, [100 


so Ist: 
c—2 


y" a aye-! 


die allgemeine Form einer invarianten Gleichung zweiter Ordnung. Soll 
eine solche Gleichung auf die Form: y’”= (0 reduktibel sein, so muß 
(diese Zeitschrift, Bd. VIII, S.372ff. [bier Abh. XIV, S.363ff.]) der Ex- 
ponent (c— 2): ed gleich Null, 1, 2 oder 3 sein. Die beiden 
Annahmen: 


Ze non 
c—1 re 


——=2, c=(0 und: 





äquivalent. Ist aber c= oo, so hat unsere Gruppe die früher diskutierte 
Form: 9, p, yg. Wir können uns daher auf die Annahme e=2 be- 
schränken. Die betreffende Gleichung: y’—= 2a erhält in den Variabeln: 


y-y-ad, n=% 
die Form y/ = 0, und gleichzeitig nimmt die Gruppe: q, p, zp + 2yg die 
neue Form: g, p — 2axgq, cp + 2yg an. 


e) Die Gruppe: p, 2xp + yq, x?p + xyq läßt jede Gleichung der 
Form: 


y ee: Ay”? me 0 


invariant. Es läßt sich nachweisen, daß diese Gleichung, wenn AZ 0 
ist, nicht die Form y”=0 erhalten kann. Zur Entscheidung dieser 
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Frage bilden wir (Klassif. und Integr. II, Bd. VIII, S. 374f. [hier Abh. 
XIV, S. 364f.] Formel (3) und (4) die Gleichungen: 


ee _a_Ay°C—3AyH, = 0; 


dx d 
dc Bomann 
er ı 


und untersuchen, ob sie die Integrabilitätsbedingungen erfüllen. [101 
Dies ist, finden wir, nur wenn A verschwindet, der Fall. Also ist die 


Gleichung: y’+ Ay ?=0 nicht auf die Form: y’—0 reduktibel, und daher 


gibt es keine nichtprojektivische Transformation, die unsere Gruppe in 
eine projektivische Gruppe überführt. 


f) Die Gruppe: q, 9, 2p + (y+x)q läßt die Gleichung: 
Y+ae'’=0 


invariant, die sich nur, wenn a — 0 ist, in y' = 0 transformieren läßt. 
g) Die Gruppe: q, yq, y’q läßt gar keine Gleichung zweiter Ord- 
nung invariant und ist somit nicht auf eine projektivische Form re- 
duktibel. 
h) Endlich die Gruppe: p + 9, xp + y9 xp + y?q läßt jede Glei- 


chung der Form: 
3 at ui 
(e—-)y’ y +2 (yr + Y s) — A = Const. 


invariant. Diese Gleichung ist nicht auf die Form y’= 0 reduktibel, 
wenn A von Null verschieden ist, weil y’ alsdann keine ganze Funk- 
tion von y’ ist. Dagegen muß diese Reduktion möglich sein, wenn A 
gleich Null ist; denn es ist bekannt, daß unsere Gruppe durch eine 
Punkttransformation in die projektivische Gruppe eines Kegelschnitts: 


p+zxg, zp+2yg, (—y)p+zxyq 


übergeführt werden kann. Die vorangehenden Entwickelungen zeigen, 
daß wir keine andere projektivische Gruppe erhalten. 

In ähnlicher Weise ließen sich nun alle zweigliedrigen und ein- 
gliedrigen projektivischen Gruppen bestimmen. Ich finde es indes 
zweckmäßiger, diese ganze Theorie in neuer Weise zu behandeln. 


$5. 


Ich werde eine neue Bestimmungsweise von allen projektivischen 
Gruppen einer Ebene entwickeln. Dabei stütze ich mich allerdings 
fortwährend, wenn auch nicht in großer Ausdehnung, auf meine [102 
allgemeine Transformationstheorie der Ebene. 
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22. Wenn eine Gruppe von Transformationen keine Kurvenschar: 
p(x, y)=a invariant läßt, so ist sie nach mir reduktibel auf eine 
unter den drei Formen: 


D, 9, ©q, 2p, yq, yp, «®p + zyg, zyp + Yy?q, 
P, 9, %Q, <P, 9Q, YP, 
pP, Q9, %4, pP — yq, YPp. 


Dabei sehe ich wie früher ein, nicht allein, daß diese Gruppen pro- 
'jektivische Gruppen sind, sondern zugleich, daß sie durch keine nicht- 
projektivische Transformation in projektivische Gruppen übergeführt 
werden können. 

23. Wenn eine r-gliedrige projektivische Gruppe eine Kurven- 
schar: p (2, y)=a invariant läßt, so gestattet jede einzelne Kurve: g=a, 
jedenfalls ©”! projektivische Transfurmationen und gehört somit, wenn 
r>1 ist, zu einer von Klein und mir untersuchten Kurvenkategorie.') 
Ist r>2, so ist jede Kurve: = a bekanntlich ein Kegelschnitt oder 
eine Gerade. 

Es läßt sich nun beweisen, daß jede r-gliedrige Gruppe, die eine 
Kurvenschar: = a invariant läßt, entweder einen Kegelschnitt oder 
eine Gerade oder einen Punkt invariant lassen muß. 

- Ist zunächst r = 1, so wissen wir, daß die betreffende infinitesi- 
male Transformation Bf sicher sowohl einen Punkt wie eine Gerade 
invariant läßt. Ist r—=2, und sind dabei die betreffenden infinitesi- 
malen Transformationen B,, B, vertauschbar (das heißt (D, B,) = 0), 
so sind zwei Fälle zu berücksichtigen, je nachdem B, vereinzelte 
Punkte invariant läßt (in welchem Falle jeder einzelne unter diesen 
Punkten auch bei B, invariant bleiben muß) oder nicht. Im letzten 
Falle bilden alle bei B, invarianten Punkte eine Gerade, die auch bei 
B, invariant bleibt (diese Gerade enthält übrigens jedenfalls einen [103 
bei B, invarianten Punkt). Sind B, und B, nicht vertauschbar, so 
können wir (B,B,)— B, setzen. Alsdann lehrt ein ganz identisches 
Räsonnement, daß die betreffende Gruppe sicher einen Punkt (und zu- 
gleich eine Gerade) invariant läßt. 

Ist r>2, so sind, sahen wir, die früher besprochenen Kurven: 
p = a entweder Kegelschnitte oder auch Gerade. Dabei ist sicher, daß 
alle Kurven g eine Umhüllungsfigur bestimmen, und es ist ferner 
a, daß diese Figur die Gruppe gestattet. Ist sie eine Kurve, so 


1) a rendus 1870. [Sur une certaine famille de courbes et de sur- 
faces, Bd. 70; d. Ausg. Bd. I, Abh. VI und F. Klein, Gesamm. math. Abb. Bd. I, 
S. 416—423, Berlin 1921.] 
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muß sie ein Kegelschnitt oder eine Gerade sein; in allen anderen Fällen 


ist sie ein Punkt. 
Wenn duher eine projektivische Gruppe eine Kurvenschar: p(2,y)=a 
invariant läßt, so besteht sie entweder aus allen 00° projektivischen Trans- 


 formationen eines Kegelschnitis oder auch läßt sie eine Gerade oder einen 





| 
| 
| 





Punkt invariant. 

24. Da nun jede projektivische Gruppe, die einen Punkt invariant 
läßt, durch eine dualistische Umformung eine projektivische Gruppe 
liefert, die eine Gerade invariant läßt, so ist unser Problem darauf 
zurückgeführt, alle projektivischen Gruppen zu finden, die eine 
Gerade invariant lassen. Anders ausgesprochen: es genügt, alle 
Untergruppen der bekannten projektivischen Gruppe: 


P, 9, 79, &P, Y9, YP 


welche die unendlich entfernte Gerade invariant läßt, zu bestimmen. 
Hierbei kann ich nun nach meinen früheren Untersuchungen 
(Bd. III, S. 406—410, [hier Abh. V, 8. 159—162]) alle derartigen Unter- 
gruppen, die keinen unendlich entfernten Punkt invariant lassen, hin- 
schreiben. Sie sind und zwar durch eine projektivische Umfor- 


- mung reduktibel auf eine unter den Formen?): 


2x9, &P, 994, YP, P, 9 [104 
xq, 2P — YQ, YP, P, 9 

xq, XP, Y9, YP 

%q, 2P — Y9, YP- 


Alle weiteren Untergruppen sind nach einer zweckmäßigen pro- 


| jektivischen Umformung Untergruppen der fünfgliedrigen Gruppe: 


(G;) i i g, &%4; Yyq, P, XP; 


die wir daher eingehend diskutieren werden. 
Jede solche Gruppe läßt offenbar die Geradenschar: x = Const. in 
variant und transformiert sie dabei höchstens zweigliedrig. 


1) Eine ganz analoge Betrachtung gibt alle projektivischen Gruppen eines 
n-fach ausgedehnten Raumes &,, &,, -.., &,, welche die unendlich entfernte Ebene 
invariant lassen und sie dabei durch ihre allgemeinste projektivische Gruppe trans- 
formieren. Man findet nur die vier Typen: 


1. &, Pr Pr - 2. 2; P, (i k), 9; — LrPrı Pr- 


Z 
> 


) 
3 %;P; 4. x;,Pı (i k) » %Pi — Pr» 
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25. Wir stellen zunächst alle Untergruppen von G, auf, die jede 
einzelne Gerade: <= c invariant lassen. — Wir bemerken dabei, daß ° 
G, die Transformation: 


z=as+b, y„=mzi+ny+i 
gestattet. 
Eine zweigliedrige Untergruppe, welche g enthält, hat die Form: 


q, (ax +by)g; 


ist dabei 520, so kann «= (0) gesetzt werden. Wir erhalten daher 
zunächst die beiden Formen: 


845.999 


Eine zweigliedrige Untergruppe, die qg nicht enthält, ist reduktibel 
auf die Form: 


(ze +a)ga, y+b)g; 


und dabei können a und 5b gleich Null gesetzt werden. 

Unterwerfen wir die eingliedrigen Gruppen einer ähnlichen Dis- 
kussion, so sehen wir, daß alle Untergruppen von G,;, die jede Ge- [106 
rade: = ( invariant lassen, auf die folgenden Formen reduktibel sind: 


9, 29, Yg; 
9, 29; 9, 99; 79, 995 
9, %g, Yq. 


26. Wir suchen jetzt alle Untergruppen von G,, bei denen die 
Geradenschar: x = ( eingliedrig transformiert wird. 
Eine viergliedrige Gruppe von der Form: 


q, 29, yg, (me tn) « 


ist, je nachdem m verschwindet oder nicht, reduktibel auf eine unter 
den beiden Formen: 


9, 29, 99, 2P5; 9 79 Y P- 
Besitzt eine dreigliedrige Gruppe die Form: 
q, 29, (ex +P)p + eyg, 


so kann entweder « oder ß gleich Null gesetzt werden; wir erhalten 
daher die drei Formen: 


9, 29,9; X, P+Yyg9; 9 2X9, zp treyg, 


wo c eine wesentliche Konstante bezeichnet. 
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Besitzt eine dreigliedrige Gruppe die Form: g, yg, (ex +Pß)p + yxg, 
‘so zeigt die Formel: 


(“x + Bp+y2g, yg) = Yrxg; 
daß y= 0 sein muß. Wir erhalten daher die beiden Formen: 


9, 49, P; 4, Yq, XP. 
Besitzt eine dreigliedrige Gruppe die Form: xg, yq, («x +P)p + yq, 
‚so zeigen die Formeln: 
(er +Mp+ra,ya)=rg4, (ar +Bp+Yygag)=uxg+Bg, 
daß y und ß gleich Null sind. Unsere Gruppe ist daher die folgende: 
9, 99, ©. 


\ Hat eine zweigliedrige Gruppe die Form: g, («x +ß)p+(yx+dy)gq, 
so gibt es zwei Hauptformen: 


,ap+(öy+tr2m)g; ,P+(öy+ya)g, [106 
" welche die fünf verschiedenen Formen: 
; yap+öygz ,ap+WYy+R)g; 
PP; pP ty ptaq 
liefern. 


Hat eine zweigliedrige Gruppe die Form: 


29, ex +Pß)p+(yy+9)g, 


| so ist sicher 8 = O0 und wir erhalten daher die beiden Formen: 
29, 2Pptcyg; 29, 2P 74. 
Hat eine zweigliedrige Gruppe die Form: 


yg (exe +P)p+(yx+)g, 


"so ist y=d=0, und dementsprechend finden wir die beiden Formen: 








y9a 2P; 49, P. 
Endlich nehmen wir eine beliebige eingliedrige Gruppe: 
| (ee+Bp+hYyrodr+gp)g 
' und reduzieren sie auf eine unter den folgenden Formen: 
|: zp+teyz ap+Yy+2)g pt ap; 


P+y9 PT2G P- 


2%. Es steht jetzt zurück, alle Untergruppen von @, zu suchen, 
bei denen die Geraden: x = Const. zweigliedrig transformiert werden. 
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Dabei bemerken wir, daß jede solche r-gliedrige Gruppe eine invariante 
(r — 1)-gliedrige Untergruppe enthält, bei der die Geraden: x = Const. 
eingliedrig transformiert werden. 

Wir treffen zuerst die allgemeine Gruppe: 


9, 79, 499, P, IP; 


ferner die viergliedrigen Gruppen: 


g, 29, p, ap + cyg, 
9, 99, P, °P 


und die dreigliedrigen Gruppen: 


q4, P, 2p + cy9, [107 
3,9 29 +(Y+2)% 
,P+xg zp + 299, 
y9 P, XP, 
und endlich die zweigliedrigen Gruppen: 
p +29, 2p + 299, 
P, 2Pp + cyq, 
pP, p +4. 


Zu den gefundenen Gruppen müssen jetzt die dualistischen gefügt 
werden. Dabei ist indes zu bemerken, daß alle in @, enthaltenen Unter- 
gruppen sich paarweise als reziproke zusammenordnen müssen, weil G, 
durch eine dualistische Umformung in sich übergeführt werden kann. 


28. Hiermit sind daher alle projektivischen und kontinuierlichen 
Gruppen einer Ebene gefunden Wir stellen sie im folgenden Schema | 
zusammen. Dabei bezeichnen wir mit dem Zeichen ©, daß zwei Grup- 
pen in einander durch eine dualistische Umformung übergehen. Die- 
jenigen Gruppen, die in sich selbst durch eine dualistische Umformung 
übergehen, sind in einen doppelten Rahmen eingefaßt. Ich benutze 
den evidenten Satz, daß die Gleichungen: 


p 
= Dre, =. Yayıt 4, 
l 1 


eine dualistische Umformung bestimmen.') 
1) Nachdem hiermit alle projektivischen und kontinuierlichen Gruppen einer 
Ebene bestimmt sind, liefert meine Abhandlung: Klassifikation und Integration 
. I, Bd. VIII, [S. 187—248, hier Abh. X, 8. 240—281] ohne weiteres alle bei 
einer beliebigen derartigen Gruppe invarianten Differentialgleichungen: 


a PET y®) —0. 
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Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 31 
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29. Nachdem wir im vorangehenden alle projektivischen [110 
Gruppen der Ebene bestimmt haben, finden wir leicht alle Unter- 
gruppen der linearen homogenen Gruppe: 


(@,) XP; (,k=1,2, 8). 


Diese neungliedrige Gruppe hat ja nämlich eine invariante achtglie- 
drige Untergruppe: 


(G,) AgPı, XaPır KıPa, XsPg, Kids, KaPz, KıPı — XaPa, KıPı — XsPs» 


die mit der projektivischen Gruppe der Ebene gleichzusammengesetzt 
ist. Als infinitesimale Transformationen der Gruppe @, wählt man am 
besten die acht in @, enthaltenen zusammen mit: 


U=2P+%gPs +2: . 


Dabei bemerken wir, daß U mit einer jeden in @, enthaltenen infini- 
tesimalen Transformation vertauschbar ist. 

Suchen wir jetzt alle in @, enthaltenen r-gliedrigen Untergruppen 
G,, so bemerken wir, daß @, eine (r — 1)-gliedrige Untergruppe um- 
faßt, die in @, enthalten ist, wenn nicht zufälligerweise @, selbst eine 
Untergruppe von G, ist. Man nimmt daher sukzessiv alle in @, ent- 
haltenen (r — 1)-gliedrigen Untergruppen und fügt darnach in allge- 
meinster Weise eine weitere infinitesimale Transformation hinzu. 

Es ist übrigens zweckmäßiger, die Berechnung in etwas anderer 
Weise durchzuführen. Man bemerkt dann zunächst, daß alle in @, ent- 
haltenen Untergruppen, in denen U als selbständige infinitesimale Trans- 
formation eingeht, ohne weiteres hingeschrieben werden könneu. Um 
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alle weiteren Untergruppen zu finden, kann man folgendermaßen ver- 
fahren: Man nimmt eine beliebige in @, enthaltene Untergruppe, z. B. 
die dreigliedrige Gruppe: 


LoPı> XıPa, KıPı — XaPa, 


bildet darnach die drei infinitesimalen Transformationen: 
np tal, m +bU, Mr -%m+ceU [111 


und verlangt, daß sie eine dreigliedrige Gruppe bestimmen sollen. 
Hierzu ist, wie man sogleich sieht, erforderlich, daß die drei Konstan- 
ten a, b, c gleich Null sind. 

Man nehme andererseits die viergliedrige Gruppe: 


X Pg, ZoPı, KıPı — EoPg, CıPı + XaPo; 


indem man sie in entsprechender Weise behandelt, findet man die vier- 
gliedrige Gruppe: 


LDg, EoPı, KıPı — FgPe, Pit LPs + Cl Pı + XPg + XyP3)- 


Indem man in dieser Weise verführt, gelingt es sogleich, alle in 
@, enthaltenen Untergruppen aufzustellen. Ist überhaupt: B,,..., B,, 


‚B, eine in G, enthaltene Untergruppe, so bilden alle (B,B,) eine 
Gruppe, etwa B,,..., B,. Dann ist: 


NR a I 


die gesuchte in @, enthaltene Untergruppe. 

Nachdem in dieser Weise alle infinitesimalen Transformationen der 
betreffenden Gruppen gefunden sind, bestimmt man ohne Schwierigkeit 
nach meinen allgemeinen Itegeln die zugehörigen endlichen Transfor- 
mationen. 


$ 6. Über die Bestimmung von allen projektivischen 
Transformationsgruppen des Raumes, 


Im Jahre 1878 führte ich die Bestimmung von allen Gruppen 
von Punkttrausformationen des Raumes durch, wie ich im Archiv for 
Math. Bd. III, S. 93 [bier Abh. IV, $. 78] angegeben hahe. Bis jetzt 
sind indes nur einzelne Bruchstücke (allerdings die schwierigen Teile) 
von dieser weitläufigen Theorie publiziert worden. 


30. Ist eine beliebige Gruppe G,. von Punkttransformationen [112 
des Raumes vorgelegt, so kann man sie immer in allgemeinster 
Weise in eine projektivische Gruppe des Raumes umformen, dabei 
vorausgesetzt, daß eine solche Umformung möglich ist. Man kann 

aL® 
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nämlich nach meiner allgemeinen Theorie der Differentialinvarianten 
das allgemeinste bei G@, invariante Gleichungssystem: 


dy dz 
a -9(% Y 2, 72° z) 


aufstellen und es darnach (in allgemeinster Weise) in das Gleichungs- 
system: 
ar y, 
da? 


d’z, 
dx} 


=0 





== (, 


überführen. In den neuen Variabeln «,, y,, 2, ist dann die Gruppe G, 
projektivisch. 

Wenn man indes alle projektivischen Gruppen des Raumes auf- 
zustellen wünscht, so ist es zweckmäßiger, eine andere Methode zu be- 
nutzen. Ich entwickele im folgenden diese Methode, während ich ihre 
detaillierte Durchführung, die übrigens nur ganz elementare Rechnungen 
verlangt, auf eine andere Gelegenheit verschiebe. 


31. Man reduziert ziemlich leicht unser Problem auf die Bestim- 
mung von allen projektivischen Gruppen, die entweder eine Gerade 
oder einen Punkt oder eine Ebene invariant lassen. Dies soll zunächst 
gezeigt werden. 

Dabei bemerke ich, daß ich schon früher alle projektivischen 
Gruppen bestimmt habe, die sich dadurch definieren lassen, daß sie 
eine Raumfigur (d. h. eine Fläche!), Kurve oder Punkt) in sich über- 
führen. Ich betrachte daher diese letzte Kategorie von projekti- [113 
vischen Gruppen als bekannt. Sehe ich dabei von dem Falle, daß die 
invariante Raumfigur eine Ebene, eine Gerade oder ein Punkt ist, ab, 
so kann ich überdies alle zugehörigen Untergruppen als bekannt be- 
trachten. Denn die Bestimmung von allen projektivischen Gruppen, 
die eine Fläche zweiten Grades oder eine Kurve dritter Ordnung in sich 
überführen, liegt geradezu in meinen alten Arbeiten aus 1874. Alle 
projektivischen Gruppen, die eine ebene Kurve invariant lassen, werden 
(durch Benutzung von bekannten Untersuchungen des Herrn C. Jordan) 
leicht aufgestellt; und diejenigen Gruppen, die eine Öayleysche Linien- 
fläche dritter Ordnung in sich überführen, können ebenfalls ohne wei- 
teres angegeben werden. Was endlich diejenigen Gruppen betrifft, die 


1) Siehe Archiv for Math. Bd. VII, 1882, S. 190 [hier Abh. VII, S. 231f.]. Ich 
habe schon früher eine kleine Ungenauigkeit dieser Arbeit berichtigt. Die Cay- 
leysche Linienfläche dritter Ordnung gestattet nämlich drei (und nicht nur 
zwei) infinitesimale projektivische Transformationen. 
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einen Kegel invariant lassen, so brauchen wir sie hier nicht näher zu 
betrachten, da sie einen Punkt, die betreffende Kegelspitze, invariant 
lassen. 


32. Ich gehe zur allgemeinen Diskussion von allen projektivischen 
Gruppen über. Sei also vorgelegt eine beliebige derartige Gruppe @,. 
Halte ich einen Punkt » des Raumes fest, so werden die hindurch- 
gehenden Richungen dx, dy, dz, die eine zweifach ausgedehnte homo- 
gene Mannigfaltigkeit bilden, durch eine lineare Gruppe g, dieser Man- 
nigfaltigkeit transformiert. Hat dabei g, acht (oder neun) Parameter, 
so ist @, nach einem bekannten Satze von mir jedenfalls ähnlich 
entweder mit der allgemeinen projektivischen Gruppe @,, oder mit 


einer Untergruppe derselben mit 11 oder 12 Parametern, die eine 


Ebene invariant läßt, und im vorliegenden Falle übersieht man leicht, 
und zwar z. B. durch Betrachtung des (allgemeinsten) zugehörigen in- 
varianten Gleichungssystems (A), daß diese Ähnlichkeit durch eine 
projektivische Transformation vermittelt wird. 

Wir können also annehmen, daß g, weniger als acht Parameter 
enthält. Folglich bilden die durch den festgehaltenen Punkt » gehen- 
den Richtungen jedenfalls eine gewisse invariante Figur und zwar [114 
entweder einen elementaren Kegel zweiten Grades, oder eine elemen- 
tare Ebene, oder auch gibt es jedenfalls eine invariante Richtung. — 
Wir formulieren dieses bekannte Resultat folgendermaßen: 


Nimmt man unter den Transformationen einer (projektivischen) 
Gruppe G, alle, die einen arbiträren Punkt invariant lassen, so werden 
die hindurchgehenden Richtungen durch eine lineare Gruppe 9, transfor- 
miert. Hat 9, acht oder neun Parameter, so ist G, durch eine (projek- 
tivische) Umformung ähnlich entweder mit der allgemeinen projektivischen 
Gruppe des Raumes oder mit der projektivischen Gruppe, welche die un- 
endlich entfernte Ebene invariant läßt, oder endlich mit derjenigen pro- 
jektiwischen Gruppe, die alle Volumina nicht ändert. In allen übrigen 
Fällen läßt G, entweder eine Gleichung: 


(B) «da? + Bay? + yde?+ 2idady + Zudade + 2vdyde=0, 


deren Koeffisienten: «,...,v von x, y, z abhängen, oder eine lineare 


| Gleichung: 


Xlz, y, 2)de + Ydy+ Zdze=0 


oder endlich ein simultanes System: 


uwariant. 
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33. Laß uns zunächst alle projektivischen Gruppen betrachten, die 
eine Gleichung (B) vom zweiten Grade in dx, dy, dz invariant lassen. 
Dabei können wir annehmen, daß die Determinante: 


nicht identisch verschwindet, weil sonst eine lineare invariante Glei- 
chung: Xdx + Ydy+ Zdz=0 existierte. Die Gleichung A=0 be- 
stimmt somit eine bei der vorgelegten Gruppe invariante 
Fläche, den Ort nämlich aller Punkte, deren zugeordneter elementarer 
Kegel zweiten Grades zerfällt. Dies bleibt noch richtig, wenn A [115 
gleich einer nicht verschwindenden Konstanten ist, da in diesem Falle 
die unendlich entfernte Ebene bei der Gruppe invariant bleibt. 

Laß uns sodann eine beliebige projektivische Gruppe betrachten, 
die eine Gleichung: 

Xdt + Ydy+Zdz=0 


invariant läßt. Ist diese Gleichung nicht integrabel, so gibt meine 
Bestimmung aller Gruppen von Berührungstransformationen einer Ebene 





ni a Da a a nt an 


die Berechnung der betreffenden Gruppe. Existiert in der Tat, wie wir 


annehmen können, kein invariantes Gleichungssystem: 


dz dy ds 
(0) I RE Aa 


so enthält unsere Gruppe nach den zitierten Untersuchungen zehn | 
Parameter und ist dabei ähnlich mit der allgemeinen projektivischen 
Gruppe eines linearen Linienkomplexes. DaB diese Ähnlichkeit durch 


eine projektivische Transformation vermittelt wird, läßt sich daraus 
schließen, daß die Gleichungen: 


d’y d?z 


dx? 2 dx: 


0 


das einzige bei der projektivischen Gruppe eines linearen Linienkon- 
plexes invariante Gleichungssystem der Form (A) bestimmen. 
Bleibt eine integrable Gleichung: 


Xdz + Ydy+Zdze=0=odpy 
bei einer projektivischen Gruppe invariant, die kein simultanes System: 


dx dy dz 
“ 24 E 57 zZ Z, 
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in sich überführt, so muß eine jede Fläche der invarianten Schar: 
9 — Const. eine Ebene sein. Denn sonst hätten diese oo! Flächen oo? 
Haupttangentenkurven, die ein invariantes simultanes System (C) [116 
gäben, was ausgeschlossen ist. Wenn aber eine Gruppe eine Schar von 
oo! Ebenen invariant läßt, so führt sie die von diesen Ebenen um- 
hüllte Figur in sich über. Diese Umhüllungsfigur ist übrigens nach 
den vorangehenden Voraussetzungen sicher eine Gerade; wäre sie näm- 


lich eine Developpable, so existierte eine invariante Schar von oo? 


Geraden. 


le En de a 


Läßt eine projektivische Gruppe @, eine Schar von 00? Kurven 
invariant, und ist dabei, wie wir annehmen werden, r > 3, so gestattet 
jede solche Kurve sicher zwei infinitesimale projektivische Transforma- 
tionen und ist daher nach Kleins und meinen alten Untersuchungen 
eine Kurve dritter Ordnung, eine ebene Kurve oder eine Gerade. Führt 


' eine projektivische Gruppe eine Schar von 00° Geraden in sich über, 


so bleibt offenbar auch die zugehörige Brennfigur invariant. Existiert 
andererseits eine invariante Schar von 00? ebenen Kurven, so umhüllen 
die Ebenen dieser Kurven eine invariante Raumfigur. Existiert endlich 
eine invariante Schar von oo? Kurven dritter Ordnung, so werden wir 
zunächst annehmen, daß diese Kurven eine invariante Flächenschar: 
p = Const. erzeugen. Jede Fläche: 9=a gestattet dann r — 1, also 
jedenfalls drei infinitesimale projektivische Transformationen und ist 
somit sicher eine Regelfläche; in diesem Falle existierte somit eine in- 
variante Schar von 00? Geraden und gleichzeitig eine invariante Brenn- 
figur. Es bleibt also nur die Annahme übrig, daß die oo? Kurven 
dritter Ordnung keine invariante Flächenschar: $ = a liefern.!) Da nun 
y nicht größer als 5 sein kann, weil eine Kurve dritter Ordnung nicht 
mehr als drei infinitesimale projektivische Transformationen gestattet, 
so läßt sich schließen, daß unsere Gruppe mit der Gruppe: 


pP, 9, %9Q, ZP—Yq, YPp 


gleichzusammengesetzt ist und somit eine invariante zweigliedrige Unter- 
gruppe enthält. Auch in diesem Falle existierte somit eine invariante 
Raumfigur. 

Enthält eine Gruppe weniger als vier unabhängige infinitesi- [117 
male Transformationen, so erkennt man ohne weiteres die Existenz 
einer invarianten Raumfigur. 

Wir erhalten somit den allgemeinen Satz: 


1) Diese Annahme tritt übrigens nie ein. 
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Eine Untergruppe der allgemeinen projektivischen Gruppe des Rau- 
mes läßt entweder einen linearen Linienkomplex oder eine Fläche oder 
eine Kurve oder einen Punkt invariant.') 

34. Da wir nun die Bestimmung von allen projektivischen Grup- 
pen, bei denen eine krumme nicht developpable Fläche oder eine 
krumme Kurve invariant bleibt, als geleistet betrachten können, so 
bleibt uns nur übrig, alle projektivischen Gruppen zu finden, bei denen 
eine Ebene oder eine Gerade oder ein Punkt seine Lage behält. Es ist 
dabei nicht nötig, den letzten Fall, daß ein Punkt invariant bleibt, zu 
diskutieren, weil alle derartigen Gruppen durch eine dualistische Um- 
formung Gruppen, die eine Ebene invariant lassen, liefern. 

Die allgemeinste projektivische Gruppe, die eine Ebene und zwar 
die unendlich entfernte Ebene invariant läßt, besitzt die Form: 


(T) YyPp, 2P, %q, 29, Ir, yr, P—yg, P—2r, 

(6) p, q, 7, ap+ yater. 

Wir bemerken dabei, daß die acht infinitesimalen Transformationen (T) 
eine Untergruppe erzeugen, welche die allgemeinste projektivische Trans- 
formationsgruppe der Punkte der unendlich entfernten Ebene liefert. 
Wir fügen hinzu, daß die vier infinitesimalen 'Transformationen (G) 
die Punkte dieser Ebene gar nicht transformieren. Wir erhalten daher 
eine naturgemäße Klassifikation von allen unseren Gruppen, indem wir 
jedesmal diejenigen zusammenfassen, welche die unendlich entfernte [118 
Ebene in identischer Weise transformieren. 

35. Alle Untergruppen der Gruppe (T) sind im vorigen Para- 
graphen aufgestellt. Wir nehmen sukzessiv alle diese Untergruppen, 
zunächst z. B. die Gruppe: 

(V) yp, ©g, zr, yr, 2P—yg, 2P —2r 

und suchen sodann alle Gruppen, welche die unendlich entfernte Ebene 
invariant lassen und sie dabei in identisch derselben Weise wie die 
Gruppe (V) transformieren. Bezeichnen wir die sechs infinitesimalen 
Transformationen der Gruppe (V) mit dem Symbole V,, so ist klar, 
daß die gesuchten Gruppen sechs infinitesimale Transformationen von 


der Form: 
V,+«p+ Bat rYr +6,(ep +yqa+ er) 


1) Wenn eine Gruppe @, von Punkttransformationen des Raumes x,,..., X, 
keine Untergruppe mit mehr als r—n Parametern enthält, so gibt es keine bei 
der Gruppe in sich transformierte Raumfigur, die durch %k Gleichungen: 


Ylın 2) 0 


definiert wird. Dieser Satz läßt sich selbstverständlich umkehren. 
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enthalten. Laß mich zunächst annehmen, daß gar keine infinitesimale 
Transformation die Form: 


p(ap+ygq+tzr)+ip+tug+tvr 
besitzt. Setze ich dann: 


S=w+tw«.pr+ßatrr +b(lep +yga+zr), 


| S=24 +0 +ßqd+Yor + IK. i ) 
| S=ar tp+ . . +6. ; 
| S,=yr+tePt - re ar 
| Sp —-yg +. - .+(. j )s 
| S,=er-er +.. +: » 


so erkenne ich zunächst durch sukzessive Bildung der Ausdrücke: 
88), 8 5 5, (u), 
et, 


daß: 


während ö, von Null verschieden sein kann. Durch Bildung der Aus- 
drücke ($,S,) ergibt sich, daß die $, die Form: 


 W+Bp, (e+)g, (a+e)r, y+P)r, (ate)p —(y+P)a, [119 
(a+0)p+dla + pP +y+AN)+rr+(d—1)zr 


besitzen und folglich auf die einfachere Form: 
yp, ©q, ar, yr, ap — yg, ap — er +dlap+tyg+tzr)+yr 


 reduktibel sind. Ist dabei d=1, so kann man y=1 oder y=(0), und 
in allen übrigen Fällen y = O setzen. 
Gibt es keine infinitesimale Transformation: 


 ap+tygq+tzr+Ap+tug+tvr, 


wohl aber eine einzige von der Form: Ap+ug-+ vr, so müssen A und u 
gleich Null sein. Wäre in der Tat zum Beispiel die Konstante A von 
Null verschieden, so erhielte man durch Bildung des Ausdrucks: 


(p+tug+vr, ar + 0sP + ßsq + Yar) 


die infinitesimale Transformation r, so daß wir auf Öontradietio ge- 
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führt würden. Unsere infinitesimalen Transformationen haben somit 
die Form: 
r,, &=yp+ pP + Pı9, 

8=24+%p+ Ps, 

S=2r +0pP+ ß34, 

= yr + pP + Big; 

5,=2p—yg +%P + Pd, 

S=ap—er +@P+ßqg + sap +yga+zr), 
und dabei erkennt man ganz wie im vorigen Falle, daß sie auf die 
Form: 

r, 29, yp, &r + ßq, yr—PBp, 2p —yg, zp —er — 2(xp + yq + zr) 
oder auf die Form: 
r, 29, 2P — Yq, yPp, &r, yr, 2p — er +öd(xp-+yq+ er) 


reduktibel sind. 
Enthält unsere Gruppe keine infinitesimale Transformation von [120 


der Form: 
zptyqtzr+Ap+tug+tvr, 


dagegen mehr als eine von der Form: Ap+ug-+vr, so befindet sich 
unter ihnen sicher r, und jedenfalls eine von der Form: Ap + ug. Bil- ' 
‚det man aber die beiden Ausdrücke: 


(Ap+ug zg+ap+Bg), (Ap+ug, yp+ ap -+ Prdg), 


so erkennt man, daß sowohl p wie q auftreten muß. Unsere Gruppe 
hat daher die Form: 


P, 9 Tr, 249, YP, Ir, yr, 2p — yq, pP — zr + ap +yq+ar). 

Jetzt nehmen wir an, daß eine infinitesimale Transformation: 

(A) zp+tyqtzr+Ap+tugtor, 
dagegen keine von der Form: Ap + ug + vr auftritt. In diesem Falle ist 
unsere Gruppe reduktibel auf die Form: 

xq, YPp, ar, yr, XP, yq, Ar. 

Existiert wiederum eine infinitesimale Transformation (A) und 
überdies eine und nur eine von der Form: Ap+ ug + vr, somußA=u=0 
sein. Dabei ist: 

r, xr, yr, 2p, %q, Yq, YP, ?r 


die kanonische Form unserer Gruppe. 
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Gibt es endlich eine infinitesimale Transformation (A) und mehr als 
eine von der Form: Ap+ ug + vr, so ist: 


pP, g, r, Ir, yr, xg, Y», LP, yq, zr 


.die kanonische Form unserer Gruppe. 


36. Durch ganz ähnliche Betrachtungen findet man fast ohne Rech- 
nung alle projektivischen Gruppen des Raumes, die eine Ebene, dagegen 
weder eine in dieser Ebene gelegene Gerade noch einen Kegelschnitt in- 
variant lassen. Ich beschränke mich darauf, alle diese Gruppen in 
einem Schema zusammenzustellen: 


I. Gruppen, bei denen die unendlich entfernte Ebene in allgemeinster [121 
Weise transformiert wird. 





P, q r, 29, &r, YyP, Yr, 2P, 29, XP, 49, 27 











P, Q, r, 249, &T, YP, Yyr, 2P, 294, <P—Y9, ZP—Er 











xq, Tr, YP, yr, 2P, 79, XP, 99, ?7 














xq, £r, yPp, yr, 2P, 29, <P—Yg, IP— Zr 











II. Gruppen, bei denen die Punkte der unendlich entfernten Ebene 
fünfgliedrig transformiert werden. 





ır, yr, 29, YP, <&P—Yq 














ır, yr, x2q, YPp, XP Yg, zptyg+ter 














r, zr+ßgq, yr—B», 79, 2£P—yq, YP 











r, 27, yr, 29, 2P—yYg, yp, ap tygq+er 











r, p. q, Tr, yr, 29, 2P —Yg, YP 














r, pP, q, £r, yr, xq, 2P —yY9, yP, pP. +ygq+er 
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III. Gruppen, bei denen die Punkte der unendlich entfernten Ebene [122 
sechsgliedrig transformiert werden. 





zr, yr, xq, yp, 2p—ygq, zp—ar+6d(ap+yg-+Br) 

















cr, yr, 29, yp, 2p—yg, 2ep+ygq+r 








r, 2r+g, yr—p, 294, 2P—yg, Yyp, 2p+2ygq+ 3er 














| 1, zr, yr, 20, 2D —yYq, yp, per +ölapryater) 











| 2,.g rar, yr, 2q, 2P—yg, yp, zp—er + ö(zp+yq-+er) 








cr, yr, 29. yp, <P—yg, p—er, ap+yg+zr | 














r, £r, Yr, %q, YP, XP, 99, ?r 











r, pP, 9, Xr, yr, 29, YPp, XP, yq, Zr 








Unter diesen Gruppen gibt es mehrere (die man leicht ausschließen 
kann) die eine im endlichen Raume gelegene Gerade invariant lassen. 

37. Es steht jetzt nur noch zurück, alle Gruppen des Raumes, [123 
bei denen eine Gerade ihre Lage behält, aufzustellen. 

Alle diese Gruppen sind Untergruppen der elfgliedrigen Gruppe: 


(T) D, 9 2D, 29, 
(U) xq, 2P — 9, YP, 
(V) r, ap+tygq+2zr, zep+yeg+t er, 
(W) xp +yg. 


Man sieht, daß die 10 infinitesimalen Transformationen T, U, V eine 
invariante Untergruppe mit den invarianten Untergruppen (T, U), (T, V), 
und (T) bilden. 

Unsere elfgliedrige Gruppe ist (siehe Mathem. Annalen Bd. V, 
S. 186, [d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Schluß des ersten Teiles]) gleich- 
zusammengesetzt mit der Gruppe aller Ähnlichkeitstransformationen 
eines vierfach ausgedehnten Raumes. Die vier infinitesimalen Trans- 
formationen (T) sind Translationen, die drei infinitesimalen Trans- 
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formationen (U) wie auch die drei infinitesimalen Transformationen (V) 
bilden eine Gruppe von Rotationen um einen festen Punkt, und diese 
beiden letzten Gruppen liegen in Involution. Endlich die Transforma- 
tion: zp + yq ist eine Ähnlichkeitstransformation. 


Das Problem, alle projektivischen Gruppen des Raumes zu nn 
ist im Vorangehenden reduziert auf die Auffindung aller projektivischen 
Gruppen, die eine Gerade invariant lassen, oder was auf dasselbe hinaus- 
kommt, auf die Bestimmung aller Gruppen von Ähnlichkeitstransforma- 
tionen eines vierfach ausgedehnten Raumes. 


Bei einer späteren Gelegenheit werde ich dieses reduzierte Problem 
_ erledigen.’) Gleichzeitig finde ich alle Untergruppen der linearen 
Gruppe: 


LP; (i,k=1,...,4): 


Unter den projektivischen Gruppen, die eine Gerade invariant [124 
lassen, verdienen diejenigen eine besondere Aufmerksamkeit, bei denen 
keine Ebene und auch kein Punkt in Ruhe bleibt. Hierher gehört die 
achtgliedrige Gruppe?), die eine spezielle lineare Kongruenz in- 
variant läßt, die siebengliedrige Gruppe, die einen linearen Linten- 
komplex und eine Gerade desselben invariant läßt, die sechsgliedrige 
Gruppe, die 00! einander berührende lineare Komplexe sämtlich in 
sich überführt; andererseits die siebengliedrige Gruppe, die eine all- 
gemeine lineare Kongruenz in sich überführt, und eine sechsgliedrige 
Untergruppe. 


87T. Zur allgemeinen Transformationstheorie des Raumes. 


In den Jahren 1876—77 bestimmte ich durch äußerst weitläufige 
Rechnungen alle Gruppen von Punkttransformationen des Raumes, wie 
ich im ersten und dritten Bande dieser Zeitschrift [Archiv Bd.1, S. 152f., 
Bd. III, S. 93, hier Abh. III, S.42, Abh. IV, S. 78] angekündigt habe. 


1) Nach einer früheren Bemerkung von mir (Math. Ann. Bd. V, S. 186) ist 
die projektivische Gruppe des gewöhnlichen Raumes gleichzusammengesetzt, ja, 
wenn man will, sogar ähnlich mit der Gruppe von allen konformen Punkttrans- 
formationen eines vierfach ausgedehnten Raumes. 

2) Die achtgliedrige Gruppe des Textes ist durch eine Berührungstransfor- 
mation ähnlich mit der Gruppe, die aus allen Ähnlichkeitstransformationen und 
Dilatationen des gewöhnlichen Raumes besteht; die beiden folgenden Gruppen 
entsprechen der aller Ähnlichkeitstransformationen und der aller Bewegungen des 
Raumes. Die beiden weiteren Gruppen des Textes sind ähnlich mit den Gruppen 
aller Ähnlichkeitstransformationen und aller Bewegungen eines vierfach aus- 
gedehnten Raumes, bei denen ein endlicher Punkt dieses Raumes seine Lage 
‘behält. 


1 
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Später (1878) gelang es mir, diese ganze Berechnung wesentlich zu 
vereinfachen. Ich fand nämlich, daß es möglich war, das betreffende 
Problem a priori, sozusagen ohne Rechnung, in eine große Anzahl ein- 
fachere Probleme zu zerlegen, nämlich in der Weise, daß man alle 
möglichen Gruppen von Punkttransformationen des Raumes a priori 
in eine Reihe wohlbegrenzte Kategorien einteilen konnte. In diesem 
Paragraphen werde ich dieses Klassifikationsprinzip kurz begründen [125 
und gleichzeitig einige unter meinen Kategorien erschöpfend diskutieren, 
indem ich ihre Gruppen vollständig bestimme. 


38. Ist eine Gruppe G, von Punkttransformationen des Raumes 
vorgelegt, so können wir die allgemeinste Untergruppe betrachten, 
deren Transformationen einen Punkt x, y, z von allgemeiner Lage in- 
variant lassen. Die durch diesen Punkt hindurchgehenden Richtungen 
dx, dy, dz werden durch diese Untergruppe unter einander vertauscht, 
und zwar werden sie, können wir sagen, durch eine lineare Gruppe I, 
transformiert. Ist die Zahl o gleich 8 oder 9, so ist die Zahl r nach 
einem alten Satze von mir gleich 15, 12 oder 11, und dabei ist @, ähn- 
lich entweder mit der allgemeinen projektivischen Gruppe des Raumes 
oder mit zwei bekannten projektivischen Gruppen. 

Dieser Satz, der sich auf n Dimensionen ausdehnt, wird bewiesen 
durch eine direkte Verallgemeinerung meiner in den Math. Ann. Bd. XVI 
[3.509—522, d. Ausg. Bd VI, Abh. I, $ 17, 18] gegebenen Entwicke- 
lungen. 

Ist die früher besprochene Zahl o kleiner als acht, so läßt die 
lineare Gruppe g, sicher eine gewisse Figur invariant, und zwar ent- 
weder eine bestimmte Richtung: dx, dy, dz oder auch den Inbegriff von 
einfach unendlich vielen derartigen Richtungen, die eine elementare 
Ebene oder einen elementaren Kegel zweiten Grades bilden. Dem- 
entsprechend verteilen sich alle Gruppen @, auf mehrere getrennte 
Klassen, die wir sukzessiv besprechen werden. 

Läßt die lineare Gruppe g, einen irreduktiblen elementaren Kegel 
zweiten Grades invariant, so gibt es eine irreduktible Gleichung zwei- 
ten Grades: 


«da? + Bdy? + yda?! + 2ödedy+ 2Edydz + 2pdxıde=0, 
deren Koeffizienten von x, y, 2 abhängen, welche die Gruppe G, gestattet. 


In diesem Falle läßt @, offenbar eine partielle DiSsrennelg re 
erster Ordnung und zweiten Grades: 


dz dz 
F (2, Y, ?, dx’ =) = 0 [126 
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invariant. Interpretieren wir die oo? Charakteristiken dieser Gleichung 
als die Punkte (&, 7, p) einer dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
so liefert die Gruppe G@, eine gleichzusammengesetzte Gruppe @, von 
Punkttransformationen der Mannigfaltigkeit &, n, p, und offenbar gibt 
es eine nicht integrable Pfaffsche Gleichung: 


Ad&+Bay+ (Cdp=0, 


welche die Gruppe @. gestattet. Wir können sogar annehmen, daß 
diese Gleichung einen linearen Linienkomplex des Raumes 8, n, p dar- 
stellt. Bemerken wir, daß die Punkte des Raumes x, y, z bei unserer 
Abbildung oo? Kurven im Raume $, n, @ liefern, deren Tangenten un- 
serem linearen Komplexe angehören, so erkennen wir, daß die ent- 
_ sprechende dreifach unendliche Schar von Komplexkurven die Gruppe @' 
gestattet. Jetzt führen wir statt &, 7, p solche neue Variabeln x, y', p’ 
_ ein, daß die Relation: 


Ads + Ban + Cdp= o(dy — p dr) 


besteht, und interpretieren hiernach x’, y’ als Cartesische Koordinaten 
_ einer Ebene. Für diese Auffassung wird @. eine Gruppe @” von Be- 
rührungstransformationen dieser Ebene. Die früher besprochenen 
00° Komplexkurven liefern in der Ebene 00° Kurven, die wir als Inte- 
gralkurven einer Gleichung: 


 auffassen. Dabei ist klar, daß diese Differentialgleichung dritter Ord- 
_ nung die Gruppe @” gestattet. 


39. Hierdurch ist der folgende Weg zur Bestimmung der gesuchten 
Gruppen @, gefunden: z 

Unter allen von mir bestimmten Gruppen von Berührungstrans- 
_ formationen einer Ebene nehme ich eine bestimmte und betrachte sie 
_ als eine Gruppe @. Ich nehme nach meinen allgemeinen Regeln die 
 allgemeinste bei dieser Gruppe invariante Differentialgleichung [127 
_ dritter Ordnung und interpretiere ihre oo° Integralkurven als die 
Punkte des Raumes &, y, 2. Hierdurch erhalte ich eine Gruppe @, 
' von Punkttransformationen dieses Raumes, die eine partielle Differen- 
_ tialgleichung erster Ordnung: 


dz da 
® (2, Y,?, dx’ n = (0 
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invariant läßt.') Ist diese Gleichung vom zweiten Grade, so erfüllt die 
gefundene Gruppe @, die gestellten Forderungen. Fügen wir die Be- 
schränkung hinzu, daß die Gruppe @, kein simultanes System: 


dz:dy:ds=A:B:C 


invariant lassen soll, so muß die Zahl r, wie eine einfache Betrachtung 
zeigt, größer als fünf sein. Außer den drei Gruppen von Berührungs- 
transformationen einer Ebene, die sich nicht in Gruppen von Punkt- 
transformationen umwandeln lassen, brauchen wir hiernach nur die 
folgenden Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene mit mehr 
als fünf Parametern zu diskutieren, da die übrigen keine Differential- 
gleichung dritter Ordnung invariant lassen: 


(A) 9,29,2°9,Yy9,2,29, 

(B) GA, da, D cp ug aD 2a, 
(C) a, arg, wur, ygd, cf +2Kyg, 
(D) DU UGSDBL ED 


Die Gruppe (A) läßt die dreifach unendliche Kurvenschar: 
yY=a+br+cx'? 


invariant. Dabei werden die Konstanten a, b, c transformiert durch die 
sechs folgenden infinitesimalen 'Transformationen: 


as de df . 
das dabı ac. 


af Di a 


Bl 
Erde lan Dank lüan, do, + 20, 
Nun aber läßt diese Gruppe von Punkttransformationen des Raumes [128 
a, b, c das simultane System: 


invariant, und also liefert uns (A) keine Gruppe G,, die wir zu be- 
rücksichtigen brauchen. 

Die Gruppe (B) läßt ebenfalls die Kurvenschar: Y=a+bx’+.cx’? 
invariant und liefert dabei die folgenden infinitesimalen Transforma- 


tionen von den Konstanten a, b, c: 
af df df »3/ af af ER a. af 
a a 
1) Die im Texte gegebenen geometrischen Abbildungen benutzte ich u.a. 
1874 in meiner ersten Note über die allgemeine Theorie der Transformations- 
gruppen. Gött. Nachr. Dezbr. 1874 [hier Abh. I, S. 6]. Siehe auch z. B. Math. 
Ann. Bd. V [d. Ausg. Bd. II, Abh. I], wie ebenfalls Archiv for Math. Bd. III, 1878 
[hier Abh. V, 157f., 162f., S. 196f.]. 


See ee 


.—r 
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Diese sechsgliedrige Gruppe läßt die Gleichung: 
db? — Adadce= 0 


invariant und ist dabei durch eine projektivische Umformung ähnlich 
mit der Gruppe aller Bewegungen des Euklidischen Raumes. 

Die Gruppe (C) liefert durch ganz analoge Betrachtungen die sieben- 
gliedrige. Gruppe aller Ähnlichkeitstransformationen des Euklidischen 
Raumes. 

Die Gruppe (D) läßt die dreifach unendliche Kurvenschar: 


xy +Ay+BX+C0=0 


invariant. Dabei werden die Parameter a, b, c transformiert durch die 
sechs infinitesimalen Transformationen: 


rag | ar Bs, 
df | df 
Bye, Azı + 055, 


d d | d 1 
Boram nero, (-0+AB) 75+4 lo, 


die eine projektivische Gruppe des Raumes A, B, C bestimmen, die- 
jenige nämlich, welche die Fläche zweiten Grades: 


C—- AB=0 
in sich transformiert. 
(Fortsetzung folgt.)") 


XIXa. 
Selbstanzeige von XIX. 
F. d. M. Bd. XVI, Jahrg. 1884, S. 325—326. Berlin 1887. 
Diese ausführliche Arbeit enthält eine Reihe Untersuchungen, die 
sich auf Transformationsgruppen beziehen. 
Ist eine beliebige kontinuierliche und endliche Transformations- 


; gruppe vorgelegt, so werden ihre Transformationen, als Individuen auf- 
gefaßt, durch eine lineare homogene Gruppe transformiert, die mit der 
vorgelegten isomorph ist. Benutzt man nun die Ausdrucksweise der 
- Mamnigfaltigkeitslehre, so kann man sagen, daß alle Transformationen 
dieser linearen homogenen Gruppe alle Volumina nach konstantem Ver- 
 hältnisse ändern. Diejenigen insbesondere, welche alle Volumina in- 
variant lassen, bilden eine invariante Untergruppe, die allerdings die 


1) Als Fortsetzung erschienen ist nur Abh. XXII, S. 507ff. A.d.H. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 32 
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ganze lineare Gruppe umfassen kann. In dieser Weise findet man 
häufig eine invariante Untergruppe einer ganz beliebigen Transforma- 
tionsgruppe. 

Alle Untergruppen der allgemeinen projektivischen Gruppe der 
Ebene mit acht Parametern werden bestimmt und klassifiziert. Die 
entsprechende Untersuchung wird dem Wesen der Sache nach auch 
für den Raum durchgeführt. Hiernach findet man alle Unter- [326 
gruppen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe in drei oder 
vier Variabeln. 

Das Problem, alle Gruppen von Punkttransformationen des drei- 
fach ausgedehnten Raumes zu bestimmen, wird in eine Reihe einfacherer 
Probleme zerlegt, unter denen die schwierigsten vollständig erledigt 
werden. ” 


XX. 
Meddelelse (Mitteilung). 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 
Christ. Forh. Aar 1884. Oversigt $. 12. Christiania 1885. 
- Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Sitzung vom 17. Oktober 1884. 
Oversigt 8. 12, Z. 11—8 v. u. 

Lie teilt mit, daß es ihm gelungen sei, zu beweisen, daß die 
früher von ihm gegebene Methode zur Bestimmung aller kontinuier- 
lichen Gruppen, deren Transformationen paarweise invers sind, auch 
dann zum Ziele führt, wenn man überhaupt alle kontinuierlichen 
Gruppen untersucht. 


XX*, 
Mathematiske Meddelelser. III‘) 1 
Af Sorpuvs Lie. 
(Mathematische Mitteilungen. III.) 


(Aus dem Norwegischen übersetzt.) 


Christ. Forh. 1884, Nr. 15. 4 Seiten 8°. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Dezember 1884. 


Eine Transformationsgruppe ist diskontinuierlich oder kontinuier- 


lich oder zuletzt gleichzeitig kontinuierlich und diskontinuierlich. Man 


kann alle Gruppen, die zu einer dieser drei Kategorien gehören, in end- 


liche und unendliche Gruppen einteilen. Hier soll nur von endlichen kon- 
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tinuierlichen Gruppen (von Punkttransformationen) gesprochen werden. 


I. Wird eine kontinuierliche endliche Gruppe durch die Gleichungen: 


%; fl, or Rnı Ayye2., @,) 


mit r wesentlichen Parametern a,,..., a, bestimmt, so beweist man 


leicht, ohne auf die Frage einzugehen, ob die Gruppe inverse besitzt 
oder überhaupt auch nur eine identische Transformation, daß man hat: 


df; 3, z £ . 
da, = Div,,(a, BEAT Eee Ar 
1 


1) Vgl. hier Abh. XV, 8. 428 und XVIII, 8.449. A.d.H. 
32? 


500 XX*. Mathematiske Meddelelser. III. Christ. Forh. 1884 


Gleichungen, die auch in bezug auf die &,, aufgelöst werden können. 
Aquivalent mit diesem Gleichungssysteme ist das vollständige System: 


r 


n 
N! G ‚ dF Y dF 

>= Sr %.) da! + Nm; a,) 0, 
1 1 j 





das wir der Kürze wegen so schreiben: 
XF+AF=0-8&F. [2 
Die Integrabilitätsbedingungen desselben werden ausgedrückt durch: 


(KX)-20,.X, (AA)- 204, 
wo die Konstanten e die Jacobische Identität befriedigen, während 
keine Relation Iy,(a) A;,—= O0 besteht. 


2. Ist ein System infinitesimaler Transformationen X,f bekannt, 
das (X,X,) = &e,,,X, ergibt, so findet man leicht ein entsprechendes 
System A,f (oder richtiger gesagt unendlich viele), und dann ist 2,f=0 
integrabel. Es ist indes zu bemerken, daß keineswegs jedes durch 
Integration von 2&,f=0 entstandene Gleichungssystem: 


=D (0.000,70, 0) 


eine Gruppe bestimmt. Setzt man voraus, daß ®, für ein gewisses 
Wertsystem a, gleich x, ist, so erhält man eine kontinuierliche Gruppe 
mit identischer Transformation und infolgedessen mit inversen 
Transformationen. Will man nicht von vornherein verlangen, daß die ge- 
suchte Gruppe eine identische Transformation haben soll, so ist es nichts- 
destoweniger möglich, die bei der Integration von 2,f= 0 auftretenden 
willkürlichen Funktionen zu bestimmen, so wie bei einer anderen Ge- 
legenheit bewiesen werden soll. x" 

Hinzugefügt werden soll, daß es, wenn das System X, gegeben 
ist, im wesentlichen gleichgültig ist, welches entsprechende System A, 
man wählt.') 


3. Ergibt eine kontinuierliche Gruppe: 


a AL A 
die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen X,f, ..., X,f, so 
beweist man zuerst, daß die Schar Zc,X,f beim Übergange von x zu # 
invariant bleibt, hieraus leitet man durch einfache Operationsbetrach- 


1) Hier soll vorläufig erwähnt werden, daß Hr. Engel darauf aufmerksam 
gemacht hat, daß die Gruppe: &=x-+ e“ eigentlich gesprochen keine iden- 
tische Transformation enthält. 
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tungen ab, daß jede Transformation = fi(&,..., 4%, Ay...) 4,) 
einer eingliedrigen Gruppe mit der infinitesimalen Transformation 
3c,X,f angehört. Jede kontinuierliche Gruppe mit r Para- 
 metern wird so durch Einführung neuer Parameter in eine 
 r-gliedrige Gruppe mit identischer und mit inversen Trans- 
_ formationen übergeführt. 
Jede r-gliedrige Gruppe enthält o0”-! eingliedrige Unter- 
gruppen, die dieselbe Rolle spielen wie die Zyklen der Substitutionen- 
| gruppen. Eine eingliedrige Gruppe ist gleichgebildet (ähnlich) mit [3 
| einer Gruppe von Translationen. 

4. Einer gegebenen Gruppe X, entsprechen zwei Parametergruppen. 
Die eine, deren infinitesimale Transformationen die A, F sind, ist ein- 
fach transitiv. Die andere erhält man, indem man die endlichen Trans- 
' formationen 24,X,f als Punkte in einer Mannigfaltigkeit A, inter- 
' pretiert, die durch eine lineare Gruppe transformiert wird, welche 
f den Koordinatenanfang invariant läßt. Diese Gruppe (die adjungierte 
- Gruppe) ist (holoedrisch) isomorph mit der Gruppe X,f (ausgenommen, 
" wenn diese letzte ausgezeichnete infinitesimale Transformationen ent- 
" hält). Die Mannigfaltigkeiten P,(A1,...,4,)=0, die bei der adjun- 
" gierten Gruppe invariant bleiben, spielen eine wichtige Rolle. 
Die Begriffe Untergruppe, invariante Untergruppe, gleichberechtigte 
- Untergruppen, ferner Transitivität, Primitivität, absolute und relative 
> Invarianten werden eingeführt wie früher. 





5. Die allgemeine projektivische Gruppe im R, mit n(n + 2) Para- 
' metern ist einfach und enthält keine Untergruppe mit mehr als n(n+1) 
“ Parametern und nur zwei wesentlich verschiedene Untergruppen mit 
s0 vielen Parametern. Die allgemeine lineare Gruppe enthält nur drei 
- invariante Untergruppen, die allgemeine lineare homogene nur zwei. 
E Gruppen im R, mit größtmöglicher Transitivität im Infinitesimalen 
“ sind ähnlich mit der allgemeinen projektivischen oder mit zwei be- 
- kannten Untergruppen von dieser. 

Enthält eine Gruppe alle infinitesimalen Transformationen: 


Mt, UDHt 


\ und keine weiteren von erster Ordnung, so gibt es keine von höherer 
" Ordnung. Tritt zugleich &z2,p, +: auf, so gibt es entweder keine 
_ infinitesimalen Transformationen weiter oder auch n von zweiter 
Ordnung: 
E 22,22,9, — (Zap; +: -- (=1,...,n). 


" Hierdurch bekomnt man einen wichtigen Beitrag zur Lehre von der 
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Transformation durch reziproke Radien sowie zu den Grundlagen der 
euklidischen und der nichteuklidischen Geometrie Man bestimmt wie 
gewöhnlich die Konstanten c,,, durch die Jacobische Identität und 
wendet sodann meine Kriterien für Ähnlichkeit zwischen Gruppen an. 

6. Es ist von besonderer Bedeutung, alle Gruppen zu bestimmen, 
die die Eigenschaft haben, daß, wenn man einen Punkt festhält, dann 
keine Figur von Linienelementen fest bleibt. Ich vermute, daß [4 
alle derartigen Gruppen @, einfach sind, [sowie daß sie] in projektivi- 
sche übergeführt werden können, die keine Untergruppe mit mehr 
als r— n Parametern enthalten, vorausgesetzt, daß keine Punktfigur 
im R, invariant bleibt. 


7. Man kann ohne Integration alle transitiven r-gliedrigen Gruppen 
im R, bestimmen. Sodann findet man alle intransitiven r-gliedrigen 
Gruppen im R, ebenfalls ohne Integration. 

Man beweist zum Beispiel, daß alle mit der allgemeinen projekti- 
vischen oder linearen Gruppe isomorphen Gruppen von Punkttransfor- 
mationen mit dieser oder mit der entsprechenden dualistischen Gruppe 
ähnlich sind. 

Es ist besonders leicht, alle transitiven Gruppen zu finden, die die 
Eigenschaft haben, daß, wenn man einen Punkt festhält, dann nicht 
zugleich unendlich viele Punkte ihre Lage behalten. 


XXa. 
Selbstanzeige von XV, XVII, XX*. 
F. d. M. Bd. XVI, Jahrg. 1884, S. 326, Berlin 1887. 


Diese drei Noten enthalten eine große Anzahl kurzgefaßter Mit- 
teilungen, die sich größtenteils auf die Theorie der Transformations- 
gruppen beziehen. - E 





XXl 


Über gewöhnliche lineare Differentialgleichungen. 1 


Von Sornus Lie. 
(Vorgelegt 13. Novbr. 1885.) 
Christ. Forh. 1885, Nr. 21. 4 Seiten 8°. Christiania 1885. 


Im Jahre 1874 entwickelte ich die Grundzüge einer allgemeinen 
Theorie der endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen und gab 
andererseits eine allgemeine Integrationstheorie von vollständigen Systemen 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen, die dann immer eine 
kontinuierliche Transformationsgruppe erzeugen. 

1. Diese allgemeinen Prinzipien, die ich in einer großen Anzahl 
von Abhandlungen im Detail ausgeführt habe, geben die Erledigung 
von sehr vielen speziellen Integrationsproblemen, unter anderen auch 
‚eine eingehende Behandlung des folgenden wichtigen Problems, mit dem 
sich in späteren Jahren mehrere hervorragende Mathematiker beschäf- 
tigt haben: 


A. Eine lineare Differentialgleichung: 


WELT HKD + LK =0 


ist vorgelegt; » partikuläre Lösungen: y,, %, -.., y, sind durch gerade 
m bekannte endliche Relationen: 
ER ee (k=1,3,...,m) 


"verbunden. Man soll diese partikulären Lösungen als Funktionen von 
"x bestimmen. 

Sind 4, ..., y® ein spezielles Lösungssystem [, das die Glei- [2 
‚chungen: F,= 0 befriedigt], und: 


(A) yD = c,y0 ++ c,,y Pen 


‚das allgemeinste, so sind die Konstanten c,, dadurch bestimmt, daß 
"das Gleichungssystem: F,—0 die linearen homogenen Transformationen: 
yD = Lc,,y? gestattet, worin liegt, daß alle diese Transformationen eine 
"Gruppe bilden. 
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Das vorliegende Problem ist also ein spezieller Fall des folgenden, 
das, wie ich in den Math. Ann. Bd. XXV [d. Ausg. Bd. VI, Abh. III] 
ausdrücklich hervorhob, unmittelbar durch meine allgemeine Inte- 
grationstheorie von vollständigen Systemen mit einer bekannten Gruppe 
erledigt wird: 

B. Ein System Differentialgleichungen ist vorgelegt, das y,, .. ., %, 
als Funktionen von &,,..., x, bestimmt. Ein allgemeinstes Integral- 
system: yD, ..., y® mit r wesentlichen Parametern geht aus einem 
speziellen Integralsysteme: y, ..., y® durch bekannte Gleichungen: 


(B) Wen U) Ar) 
hervor, die eine Gruppe mit r wesentlichen Parametern bestimmen. 


2. Ein solches Problem verlangt somit nach meiner allgemeinen 
Theorie eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen zu seiner Erledigung die Integration von gewissen Hilfs- 
gleichungen, deren Anzahl, Ordnung und Beschaffenheit allein von der 
Zusammensetzung der Gruppe (B) abhängt, also durch eine al- 
gebraische Diskussion bestimmt wird. Ist insbesondere diese Gruppe 
einfach und enthalten dabei ihre größten Untergruppen o Parameter, 
so gibt es nur eine Hilfsgleichung von (r — e)-ter Ordnung. Wäre 
insbesondere »— og <(4, so wäre diese Hilfsgleichung reduktibel auf eine 
lineare Gleichung (r — eg + 1)-ter Ordnung. Wäre andererseits die 
Gruppe (B) isomorph mit der allgemeinen linearen homogenen Gruppe 
in 6 Variabeln, so hätte man zwei Hilfsgleichungen: eine lineare Dif- 
ferentialgleichung 6-ter Ordnung und eine Quadratur. 

Für alle Fälle, in denen die Zusammensetzung der Gruppe (A) be- 


kannt ist, geben somit meine Theorien unmittelbar eine rationelle [3 


Behandlung des speziellen Problems A. Die Bestimmung der Zusammen- 
setzung verlangt nur sogenannte ausführbare Operationen. 


3. Ist z.B. n = 4, und F, = 0 homogene Gleichungen in %,, Ya, Ya, Yar 
die von x frei sind, so kann man die Gruppe (A) als bekannt betrachten, 
da ich (1882) alle projektivischen Gruppen des gewöhnlichen Raumes 
bestimmt habe, die dadurch definiert sind, daß sie eine Punktfigur in- 
variant lassen. 

Ist m= 1, und F, =0 eine homogene Gleichung zweiten Grades 


mit konstanten Koeffizienten, so hängt alles ab von der Zusammen-, 


setzung der projektivischen Gruppe einer Fläche zweiten Grades im 


(n — 1)-fachen Raume. Ist »n = 3, so ist diese Gruppe bekanntlich iso- 


morph mit der allgemeinen projektivischen Gruppe einer geraden Linie: 


daher ist, wie bekannt, die Hilfsgleichung eine lineare Gleichung zweiter 
Ordnung. Ist n = 4, so hat man die projektivische sechsgliedrige Gruppe 


ALM ELLE uU 20 Zu u all ud La Lau. 1 
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einer Fläche zweiten Grades im dreifachen Raume. Diese zusammen- 
gesetzte Gruppe ist ja isomorph mit der Gruppe: 


p, xp, 2°, q, 49, 9°9; 


daher sind in diesem Falle, wie man weiß, zwei unabhängige lineare 
Gleichungen zweiter Ordnung erforderlich. Ist n = 5, so hat man eine 
Gruppe, die nach meinen alten geometrischen Untersuchungen mit der 
projektivischen Gruppe eines linearen Linienkomplexes isomorph ist: da- 
her eine spezielle lineare Hilfsgleichung vierter Ordnung. Ist n = 6, 
so hat man nach Kleins alten liniengeometrischen Arbeiten eine mit 
der projektivischen Gruppe des gewöhnlichen Raumes isomorphe 
Gruppe: daher eine einzige lineare Hilfsgleichung vierter Ordnung. 
Ist endlich n > 6, so scheint die algebraische Diskussion der be- 
treffenden Gruppe noch nicht ausgeführt. Ich halte es für wahrschein- 
lich, daß diese, jedenfalls einfache, Gruppe eine Zusammensetzung be- 
sitzt, welche die von mir Math. Ann. Bd. XXV, S. 135 [d. Ausg. Bd. WE 
Abh. III, Schluß von $ 9] aufgestellten Vermutungen umstößt. 

Es ist im Vorangehenden vorausgesetzt, daß die Determinante der 
Fläche zweiten Grades nicht gleich Null ist. 


4. Bei dieser Gelegenheit mögen noch die folgenden Bemer- [4 
kungen ausdrücklich gemacht werden. 

Ist eine Kurve im Raume &,,...,%, in keinem ebenen Raume 
mit weniger als n Dimensionen enthalten und gestattet sie dabei zwei 
infinitesimale projektivische Transformationen, so ist sie reduktibel auf 
die Gleichungsform: &,= x* und gestattet somit gerade drei solche Trans- 
formationen. Die betreffende Gruppe ist natürlich isomorph mit der 
projektivischen Gruppe einer geraden Linie. 

Sind p +", 2,+:: die infinitesimalen Transformationen 
nullter Ordnung einer transitiven Gruppe; kennt man ferner die Glieder 
erster Ordnung in den infinitesimalen Transformationen erster Ord- 
nung, usw., und endlich die zwischen allen diesen infinitesimalen Trans- 
formationen bestehenden Relationen: (B,B,) = Ze,,,B,, so sind alle 
entsprechenden Gruppen ähnlich. Dies beruht darauf, daß eine transi- 
tive Gruppe im n-fachen Raume vollständig bestimmt ist, wenn man 
nicht allein ihre Zusammensetzung kennt, sondern auch diejenige Unter- 
gruppe, welche einen Punkt allgemeiner Lage invariant läßt. 

5. Ein Problem B reduziert sich, wenn eine oder mehrere endliche 
Relationen zwischen den y und x vorgelegt werden, ohne Integration 
auf ein einfacheres Problem B. 
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XXlIa. 


Selbstanzeige von XXI. 
F. d. M. Bd. XVII, Jahrg. 1885, S. 283. Berlin 1888. 


Der Verfasser hat schon im Jahre 1874 in den Verhandlungen 
der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania eine allgemeine Inte- 
grationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannten infinitesi- 
malen Transformationen entwickelt und Methoden zur Erledigung jedes 
derartigen Problems mittels Hilfsgleichungen von möglichst niedriger 
Ordnung angegeben. Auf dieses allgemeine Problem lassen sich nun, 
sozusagen, unmittelbar sehr viele Integrationsprobleme zurückführen, 
unter andern auch das folgende, mit dem sich in späteren Jahren 
mehrere Mathematiker beschäftigt haben: 

Es ist vorgelegt eine lineare Differentialgleichung: 


yO+X,_ ad + + Ko)y +Xy=0, 


und man kennt zufälligerweise eine endliche Relation zwischen x und n 
partikulären Lösungen: %,,. .,Y,. Wie findet man diese Lösungen in 
einfachster Weise? 

Man muß jedesmal eine gewisse kontinuierliche Gruppe aufstellen 
und ihre Zusammensetzung, insbesondere ihre größten Untergruppen 
bestimmen. L 
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XXU. 
Untersuchungen über Transformationsgruppen. II. [353 


Von Sornus Lie. 
Arch. for Math., Bd. X, Heft 4, $. 353—413, Kristiania 1886. 3. 353 —400 sind 
gedruckt am 17. 12. 1885, das Ganze erschienen im März 1886. 

Diese Abhandlung enthält wie die vorangehende [hier Abh. XIX] 
eine Reihe getrennte Untersuchungen'), die sich auf Transformations- 
gruppen beziehen. Die betreffenden Resultate sind im wesentlichen 
schon früher publiziert worden. 


$ 1. Bestimmung aller »-gliedrigen Gruppen von Punkttransformationen 
eines n-fach ausgedehnten Raumes. 


Zunächst entwickeln wir eine allgemeine Theorie, von welcher 
schon bei wiederholten Gelegenheiten spezielle Anwendungen gemacht 
worden sind. 

1. Es sei X,f, ..., X,f eine r-gliedrige Gruppe @, und F irgend 
eine Figur im Raume der x, welche bei jeder Transformation 5 der 
Gruppe eine bestimmte neue Lage F’ annimmt. Um alle Fälle zu be- 
rücksichtigen, werden wir voraussetzen, daß F' gerade m infinitesimale 
Transformationen unserer Gruppe gestattet; diese infinitesimalen Trans- 
formationen, etwa X,f,..., X„f, erzeugen dann bekanntlich eine m-glie- 
drige Untergruppe g,„, deren Transformationen sämtlich unsere [354 


Figur F invariant lassen. 


Wenden wir jetzt auf F die allgemeinste Transformation 5 der 
Gruppe G, an, so erhält, wie wir sehen werden, F' im ganzen nicht 
0” sondern nur 00”-” verschiedene Lagen F’, deren Inbegriff bei der 
Gruppe @, invariant Ist. 

Daß der Inbegriff von allen Figuren (F’)= (F)S die Gruppe @, 
gestattet, ist ohne weiteres klar, denn jedes F ' welches aus F' durch 
eine Transformation S entstanden ist: (F’)= (F)S, geht bei einer be- 
liebigen Transformation S, der Gruppe @, über in: 

SORRN (PS, = (F)SS, = (F)8;, 
1) Die Entwicklungen des Textes sind Vorarbeiten zu einem größeren Werke, 
das ich zurzeit mit stilistischem und sprachlichem Beistande von Dr. F. Engel 





in Leipzig vorbereite. 
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so daß jede Figur (F”)S, mit einer gewissen Figur F’ zusammenfällt. 
Die Schar F’ bleibt also wirklich invariant bei der Gruppe G,. 

Um jetzt noch zu beweisen, daß diese Schar bloß aus or-" 
Figuren besteht, bedienen wir uns eines früheren Satzes. Wir haben 
nämlich früher gezeigt, daß alle 0” Transformationen S einer r-glie- 
drigen Gruppe G, sich in gewissem Sinne aus 00” und 00”-” unter 
ihnen zusammensetzen lassen. Wählten wir nämlich irgend welche 00” 
Transformationen 7 der Gruppe aus, so konnten wir immer oor- 
andere Transformationen T unserer Gruppe derart auswählen, daß TT 
allgemeines Symbol einer Transformation S wurde. Davon machen wir 
Jetzt eine Anwendung. Als Transformationen 7 wählen 'wir die oo” 
Transformationen der oben besprochenen m-gliedrigen Untergruppe g,, 
und bestimmen darnach die 00°” Transformationen T nach der früher 
angegebenen Weise. Da nach dem oben Gesagten (F)T = (F) ist, er- 
halten wir: 


(P)JS= (F)TT=(F)T, 


das heißt: F’ nimmt vermöge der 0” Transformationen $ gerade so 
viel, nämlich ©0””” Lagen an wie vermöge der ”-” Transforma- 
tionen T. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


Satz 1. Gestatlet eine Figur gerade m unabhängige infinitesimale 
Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe G,, so nimmt sie bei [355 
Ausführung aller Transformationen der G, genau "=" verschiedene 
Lagen an, deren Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt. 

Nunmehr wenden wir auf den Inbegriff der a" Lagen von F’ 
die Transformationen unserer Gruppe @, an. Der Inbegriff bleibt in- 
variant, aber seine einzelnen Figuren werden unter einander vertauscht; 
dabei kann jede Figur in jede andere übergeführt werden, denn ist 


etwa: (F7)=(F)S,, (F,)=(F)S,, so ergibt sich:.' 
(F)= (F)S = (F)S;. 


Sind %,...,&,_, die Parameter der einzelnen Figuren unserer Schar, 
so geht durch Ausführung einer Transformation S jede Figur mit den 
Parametern u, ..., 4,_, in eine gewisse andere Figur der Schar mit 


etwa den Parametern «,..., u_,„ über. Hat nun $S die Form: 


: 
2 = fl, 05 0,-:,0), 
was wir durch die Bezeichnung S.„, andeuten wollen, so bestehen ge- 


wisse Gleichungen: 


u= 09, :..., u RD (k=1,...,r-m), 


. 
r=-m) 
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und zwar bilden dieselben notwendig eine Gruppe. Führen wir näm- 
lich jetzt eine Transformation $,, aus, so erhalten wir neue WGlei- 
chungen: 

u = 0,(W,:..., %, prm2ad); 


r-m) 
während sich auf der andern Seite wegen SS, — S., ergibt: 
N Pe Pa ON 


wobei die c, jene bekannten Funktionen ,(a, b) bedeuten. Damit ist 
also wirklich gezeigt, daß die Gleichungen: x, — ®,(u, a) eine Gruppe 
und zwar eine mit der ursprünglichen Gruppe: x; = f;(x,a) oder G, 
isomorphe Gruppe bilden. Die Gruppe: u, = @,(u, a) ist außerdem 
transitiv, da sie jede Figur Fin jede andere und also auch jedes Wert- 
system u, in jedes andere überführen kann; unter ihren r Parametern 
Ay, ..., a, sind daher mindestens r — m wesentlich. 

Es lassen sich einfache Kriterien aufstellen, aus denen ent- [356 
schieden werden kann, wie viele wesentliche Parameter die Gruppe: 
u, = o,(u, a) wirklich enthält. 

Die Figur F gestattete alle Transformationen 7 einer m-gliedrigen 
Untergruppe g,„, ebenso gestattet (F’) = (F)S die Transformationen 
S"'TS, denn es wird ja: 


(P)S'TS= (F)TS=(F)$S=(F'). 


Die Transformationen S”'TS bilden eine m-gliedrige Untergruppe 9,,, 
welche innerhalb G, offenbar mit der Gruppe aller 7, das heißt mit 
9,, gleichberechtigt ist. Die Gruppe g/, ist außerdem die allgemeinste 
in @, enthaltene Untergruppe, welche F’ invariant läßt; denn jede 
Transformation 7”, welche ergibt: (F’) 7’=(F’), genügt wegen (F')=(F)S 
der Bedingung: 


(F\ST’=(F)S, 


mithin ist S7’S”' eine Transformation 7 und 7’ eine Transformation 
S'TS, das heißt: 7’ ist in g/, enthalten. Wir haben daher zunächst 
den Satz: 


Satz 2. Ist F irgend eine Figur, welche alle Transformationen einer 
m-gliedrigen Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe G, gestattet und daher 
bei den 0” Transformationen dieser Gruppe nur 00”=" Lagen F’ an- 
nimmt, so gestattet auch jedes F’ eine m-gliedrige Untergruppe @,; alle 
diese m-gliedrigen Untergruppen sind innerhalb der G, mit einander gleick- 
berechtigt. 

Hat nun die Gruppe: 


u = Ol, - . -, % 2 


r—m) 
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nur r — q wesentliche Parameter, also nur r—gq unabhängige infini- 
tesimale Transformationen, so m sie mit der Gruppe X,f meroedrisch 
isomorph; es gibt dabei in der Gruppe X,f eine invariante g-gliedrige 
Untergruppe 9,; welche der identischen Transformation der Gruppe 
“, — o, entspricht. Diese y-gliedrige Untergruppe ist dadurch be- [357 
stimmt, daß sie allen früher besprochenen Untergruppen g,, gemeinsam 
ist, und daß sie dabei die größte Untergruppe ist, welche diese For- 
derung erfüllt. 


Theorem 1. Hat man eine v-gliedrige Gruppe X,f, .. ., X,f und 
irgend eine Figur F', welche gerade m unabhängige infinitesimale Trans- 
formationen der G,, etwa X,f,..., X,„f und also auch die von den- 
selben erzeugte m-gliedrige Untergruppe g,, zuläßt, so nimmt F bei allen 
Transformationen von G, im ganzen oo"-" verschiedene Lagen an, 
deren Inbegriff sich gegenüber der Gruppe G, invariant verhält. Charak- 
terisiert man die einzelnen Lagen von F' durch r— m Parameter: wi 
U,_,„ und vertauscht nun diese Lagen unter einander vermöge der Trans- 
formationen von G,, so erhält man zwischen den alten und den neuen 
Parametern der F gewisse Gleichungen: 


LEE N (k=1,..,r—m). 


r—m) 


eure 
u, = 0,4, :-., U 


Dieselben bestimmen eine transitive mit G, isomorphe Gruppe. Ist g, die 
größte in 9, enthaltene Gruppe, welche in G, invariant ist, so enthält 
die Gruppe: W, = o,(u, a) genau r — q wesentliche Parameter. 

Die Zahl q kann hierbei jeden Wert 0,1, ..., m haben; für g= 0 
reduziert sich 9, auf die Identität, für g—= m ist 9, mit g, selbst 
identisch. 

Besonders erwähnen wollen wir noch den Fall, daß F gar keine 
infinitesimale Transformation der Gruppe G, gestattet. Die mit @, iso- 


r 


morphe Gruppe hat dann die Form: 
’ / 
u= 9%, :.-,, 4%; A, --.,0,) (k=l,..n, 


sie ist einfach transitiv und daher mit @, holoedrisch isomorph. 

Wir haben also hier eine allgemeine Methode, um eine einfach 
transitive Gruppe von gegebener Zusammensetzung aufzustellen. Die 
seinerzeit angewandte Methode ist ein spezieller Fall der jetzigen all- 
gemeinen. Damals benutzten wir nämlich als Figur F eine Anzahl [358 
von r Punkten (z”,...., x/”). Da über die Lage dieser r Punkte eine 
spezielle Voraussetzung ee gemacht war, konnte auch die aus ihnen 
bestehende Figur keine von den infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe X,f zulassen. Denn die Gruppe X,f läßt sicher keinen Punkt 
von allgemeiner Lage invariant, es kann daher in ihr sicher höchstens 


ee a a ur ee ee ee ee ee 
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r — 1 unabhängige infinitesimale Transformationen geben, welche einen 
solchen Punkt fest lassen; aus diesen etwaigen r — 1 können sich wie- 
der höchstens r — 2 unabhängige infinitesimale Transformationen zu- 
sammensetzen lassen, für welche noch ein zweiter Punkt von allge- 
meiner Lage stehen bleibt, und so fort, man erkennt so schließlich, 
daß es in der Gruppe keine infinitesimale Transformation gibt, bei 
welcher gleichzeitig r Punkte von allgemeiner Lage invariant bleiben. 

Eine sehr viel einfachere Methode als die oben angegebene führt 
zum Ziele, wenn man die endlichen Gleichungen einer Gruppe von ge- 
gebener Zusammensetzung kennt. Eine solche Gruppe: 


Pat ECO SM RER 72 G=h...n) 
mit r wesentlichen Parametern sei vorgelegt. Wir fügen hinzu: 
u = JAGZE u, X; by...) 
und erhalten durch Zusammensetzung: 
= fl @ ,.;,:., b,), 


während andererseits sich etwa: 


12 [4 


’ / [4 
a N 9 


ergibt. Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke für x’ bestimmen 


‚sich, wie schon im Anfange gezeigt, die a, als Funktionen der a, und 


b,, nämlich: | 
(4 
A CE Re Rn 


Fassen wir hierin die a, als Variabeln, die b, als Parameter auf, [359 
so bestimmen diese Gleichungen nach einer schon früher gemachten 
Bemerkung eine r-gliedrige Gruppe; dieselbe ist einfach transitiv und 
mit der vorgelegten Gruppe holoedrisch isomorph. 


Satz 3. Kennt man die endlichen Gleichungen einer r-gliedrigen 
Gruppe, so kann man immer ohne Integration die endlichen Gleichungen 
einer holoedrisch isomorphen, einfach transitiven Gruppe aufstellen. 


Man bedarf jedoch nicht einmal einer Gruppe von der betreffen- 
den Zusammensetzung, man braucht nur die Zusammensetzung selbst 
zu kennen, das heißt ein System der c,,,, welches alle Relationen von 
der Form: 


r 


= | 0 
- (Ev Cyjs 7 Crjvlris T CjjyCyks) a, C;ks ae Cpis 


befriedigt. Bekanntlich ist es ja dann immer möglich, r unabhängige 
_ lineare homogene infinitesimale Transformationen von der Form: 


of 
Uf/=- FI, Belan 
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in x oder mehr Variabeln « aufzustellen, welche die Bedingungen: 


(T, U,) -2, Cpis Ur 


befriedigen. Diese infinitesimalen Transformationen erzeugen eine r-glie- 
drige Gruppe, deren endliche Gleichungen durch ausführbare Operatio- 
nen bestimmt werden können. Auf Grund des vorigen Satzes kann 
man jetzt eine einfach transitive Gruppe bilden, welche die verlangte 
Zusammensetzung hat. 


Satz 4. Kennt man ein System von Größen c;,,, welches allen Rela- 
tionen von der Form: 


= 
BACHEer ar CH jv vis + C;uCyr,) 2= 0, Gi es Ci 


genügt, so ist es immer möglich, durch ausführbare Operationen die [360 
endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe aufzustellen, deren 
infinitesimale Transformationen U;f,..., U,f paarweise in der Beziehung: 


(U,U,) = Ia.uf 


stehen. 

Nicht überflüssig wird es sein, daran zu erinnern, daß alle gleich- 
zusammengesetzten einfach transitiven Gruppen mit einander ähnlich 
sind; unsere verschiedenen Methoden zur Bestimmung von einfach tran- 
sitiven Gruppen mit gegebener Zusammensetzung liefern daher nichts 
wesentlich verschiedenes, da alle die. Gruppen, welche wir erhalten, 
ähnlich sind. 

Um die vorangehenden Theorien an einem speziellen Falle zu er- 
läutern, schalten wir ein Beispiel ein; freilich können wir dasselbe nur 
skizzieren. 

Wir betrachten die projektivische Gruppe einer Ebene, welche 
einen Kegelschnitt invariant läßt. Ist © — 2y=0 die Gleichung des 
Kegelschnitts, so hat diese Gruppe offenbar die Form: 


f 


Kf-oltan, Xf=r ser ayzl f- (a Woltayl. 


Y 


Diese @, ist daher transitiv und ihre Zusammensetzung wird durch 
die Relationen: 


(X, X,) = Af, (X, X,) u A,f, (X, X,) u X,f 


charakterisiert. Wie wir leicht erkennen, folgt hieraus, daß die Gruppe 
gar keine invariante Untergruppe enthält, daß sie also einfach ist. 
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Man übersieht sofort, daß jede der ©! Tangenten des festen Kegel- 
‚schnitts: ©? — 2y = (0) gerade zwei infinitesimale Transformationen der 
Gruppe gestattet, und es läßt sich zeigen, daß die Tangenten die ein- 
zigen Kurven sind, welche diese Eigenschaft haben. Ebenso sind [361 
solche Kegelschnitte, welche den festen Kegelschnitt in zwei Punkten 
berühren, die einzigen Kurven, welche eine infinitesimale Transforma- 
tion gestatten; als zweimal berührende Kegelschnitte, nämlich als un- 
endlich schmale, sind dabei auch alle Geraden anzusehen, welche den 
festen Kegelschnitt schnejden. 

Wählt man nun als Figur F' irgend eine andere Kurve, welche also 


keine infinitesimale Transformation der Gruppe gestattet, so nimmt 
dieselbe bei der Gruppe 00° verschiedene Lagen an, und der Inbegriff 
' dieser Lagen wird durch eine dreigliedrige Gruppe transformiert, denn 
_ die Gruppe X,f ist einfach. Man findet also auf diese Weise eine ein- 


‘fach transitive, mit der ursprünglichen @, gleichzusammengesetzte 


EEE TU WEBUET EHE BEEUE UEUUUET I. U CEEUELNOEREUEN RD, 


Gruppe im dreifach ausgedehnten Raume. Alle diese Gruppen sind mit 


einander ähnlich; eine der einfachsten unter ihnen ist die dreigliedrige 
Gruppe aller projektivischen Transformationen, welche eine gewundene 
Kurve dritter Ordnung invariant lassen. 

Führt man als Figur F einen zweimal berührenden Kegelschnitt 
ein, so erhält man eine mit der @, holoedrisch isomorphe Gruppe in 
einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Hier gibt es einen be- 
merkenswerten Grenzfall, den nämlich, daß die beiden Berührungspunkte 
zusammenfallen, daß also der Kegelschnitt F' den festen Kegelschnitt 


_ vierpunktig berührt. 


Führt man endlich als F eine Tangente des festen Kegelschnitts 


ein, so erhält man in einer einfachen Mannigfaltigkeit eine dreigliedrige 
' Gruppe, welche mit der allgemeinen projektivischen Gruppe der geraden 
- Linie ähnlich ist. 


2. Gestützt auf die Theorien der vorigen Nummer können wir 
‚ eine allgemeine Methode entwickeln, welche alle r-gliedrigen transitiven 
unpen durch ausführbare Operationen zu bestimmen gestattet. 

Zunächst denken wir uns vermittelst einer algebraischen Unter- 


‚ suchung sämtliche Systeme von c,,, bestimmt, welche alle Rela- [362 


‚tionen von der Form: 


. 
(Ca ss = Cr Ci; Se Czir C,xs) Fo 0, Cr ee Cyis 


befriedigen. Wir wählen sodann eines unke diesen Systemen der c,,, 
‚und bilden nach den früher gegebenen Regeln die endlichen G@lei- 


‚ chungen einer einfach transitiven Gruppe G, von der betreffenden Zu- 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 33 
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sammensetzung. Die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen 
derselben seien etwa: 


r öf 
Yf= 237,00 a. Yo) og, Bean 


wobei demnach: 
(B 2) Sy >27 Cxis Ei: 


Ist Yıf, ..-, Y„f eine m-gliedrige Untergruppe g,, unserer einfach 
transitiven @,, so bilden die m Gleichungen: 


ed 


ein m-gliedriges vollständiges System mit r — m unabhängigen Lösun- 
gen: @,,-.., @,_,: Die Gleichungen: 


o,(Y, oe) Y,) u K,, nn) ®,_m(Yı a) Y,) In Mr, 


in welchen die X Konstanten bedeuten, zerlegen den Raum der y in 
00”-" m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten M,,, deren jede bei allen 
Transformationen der Gruppe g, invariant bleibt. 
Unter diesen o0”="” Mannigfaltigkeiten M,, wählen wir irgend eine 
und führen auf sie alle Transformationen der @, aus. Weil die be- 
treffende M, von den infinitesimalen Transformationen der @, sicher 
m unabhängige gestattet, kann sie vermöge der @, nicht mehr als 
00”=” verschiedene Lagen annehmen; andererseits muß sie aber min- 
destens 00””"" verschiedene Lagen annehmen, denn die @, ist transitiv 
und führt also jeden Punkt y in alle ©” Punkte des Raumes über. [363 
Auf diese Weise zerlegt sich der ganze Raum in eine Schar von 00”=” 
verschiedenen m-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten M,, welche natür- 
lich im allgemeinen nicht mit der früher besprochenen Schar M,, 
sammenfallen werden. Analytisch lassen sich diese M, durch Glei- 
chungen in den y darstellen, welche r — m a Parameter 
Uy.--, %,_„ enthalten. Wenden wir jetzt auf alle ©”-” M,, gleich- 
zeitig die Transformationen Ze, Y,f der @, an, so werden nach dem, 
was wir in der vorigen Nummer gesehen, die Parameter «, durch eine 


transitive und mit @, isomorphe Gruppe: 
4 
Wenur use, 6) (kel,..r—m). 


transformiert. Diese Gruppe enthält nur dann r wesentliche Parameter, 
ist also nur dann mit G@, holoedrisch isomorph, wenn die früher be- 
sprochene Untergruppe g, weder selbst in @, invariant ist, noch eine 
in der G@, invariante Untergruppe enthält. 

Hiermit haben wir eine allgemeine Methode gewonnen, um r-glie- 
drige, transitive Gruppen von gegebener Zusammensetzung zu bestim- 
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men. Es liegt nahe, sich die Frage vorzulegen, ob man auf diese Weise 
alle die betreffenden Gruppen findet. Wir werden zeigen, daß diese 
Frage mit Ja zu beantworten ist. 

Von den einfach transitiven Gruppen können wir absehen, da zu 
jeder Zusammensetzung nur eine wesentliche einfach transitive Gruppe 
gehört, alle derartigen Gruppen sind ja mit einander ähnlich. Es sei 
deshalb r>n und: 


’ . 
hl. ln My: @,) ee 
eine r-gliedrige, transitive Gruppe; ferner seien: 


Xf- ZE (0, © AB (K=1,...,r) 


"0%, 


irgend r unabhängige infinitesimale Transformationen derselben. [364 
_ Wie früher setzen wir: 


An Au 5 ZI Lu u Ol ALU | Lucia u dl 2 0 1 U a 





) (v) () p 
2.0, rd aan X, f 


und bilden wie damals eine r-gliedrige, gleichzusammengesetzte Gruppe: 


Kr ee 


' welche so beschaffen ist, daß keine Relation von der Form: 


Pa 


besteht. Die Zahl r, welche nach den zitierten Untersuchungen jeden- 
falls nicht größer als r — 1 zu sein brauchte, kann jetzt, wie nebenbei 
bemerkt sein mag, selbst im ungünstigsten Falle so klein wie r—n 
. gewählt werden. 

Das r-gliedrige vollständige System: 


Yf=Kf+X ft + X f-=0 


hat nun eine Reihe unabhängiger Lösungen v,,... und es ist ausge- 
schlossen, daß eine Relation von der Form: 
U 


Besteht. In der Tat, wir könnten auf dieselbe die Operation Y,f an- 


wenden, und so ne 


4 8, = 


‚ und da wegen der Transitivität unserer Gruppe nicht alle Determinanten: 
i 


HS: nr 
33* 
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verschwinden können, würde folgen: 


dx, =(, ..y Öx, =(, 
was mit der Unabhängigkeit der Lösungen v in Widerspruch stände. |365 
Statt der x, x, ..., x” können wir daher als neue Variabeln 
X: 25%, ... und endlich noch r —n weitere Veränderliche 


Y,419 :, 4, einführen. Hierdurch erhalten die Y,f die Form: 
: ö 
Yf- Dinlan 25H 
1 D 


T. öf 
Ar PR (2 ey Das Ymyıy "99 Y, ’ıy -- 5) ° 
n+1 y; 


und stellen jetzt in den Variabeln &,, ..., 2&,, Yurı, - - -, Y, eine einfach 
transitive Gruppe dar, welche mit der Gruppe X,f, - : ., X,f holoedrisch 
isomorph ist. 

Es soll jetzt gezeigt werden, daß es möglich ist, die früher ent- 
wickelte allgemeine Methode derart auf die soeben aufgestellte einfach 
transitive Gruppe Y,f anzuwenden, daß wir gerade auf die ursprüng- 
lich vorgelegte Gruppe X,f geführt werden. 

Alle infinitesimalen Transformationen Y,f, welche das Wertsystem 
2, =2,...,2,=x° invariant lassen, erzeugen eine (r — n)-gliedrige 
Untergruppe g,_,. Im Raume der x und y stellen diese Gleichungen 
2, = 2° eine (r — n)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M,_, dar. Führt 
man auf diese M,_, alle 0” Transformationen der einfach transitiven 


rn 


Gruppe Y,f aus, so erhält man eine Schar von 00” Mannigfaltigkeiten 
M,_,, nämlich: 
x, = const., ..., %, = const. 
Als Parameter dieser oo” Mannigfaltigkeiten M,_, können wir 


daher &,,..., x, selbst nehmen, und diese werden bei den Y,f offen- 
bar durch keine andere als eben die Gruppe X,f, ..., X,f selbst trans- 
formiert. 

Damit ist denn gezeigt, daß die von uns angegebene Methode alle 
transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung liefert. Allein 
noch eine sehr wichtige Frage harrt der Erledigung. Bei unserer [366 
Konstruktion der Gruppen tritt eine ganze Reihe von Elementen auf, 
welche in hohem Grade willkürlich wählbar sind; es fragt sich da- 
her, ob diese Willkürlichkeit immer auf das Resultat Einfluß hat, ob 
man immer wesentlich verschiedene Gruppen erhält. Als nicht wesent- 
lich von einander verschieden betrachten wir dabei alle mit einander ähn- 
lichen Gruppen. 


keit M, 


_%4,_„ durch eine mit @ 


EEE. IEOD 
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Wir denken uns also wieder zu einem gegebenen Systeme der c,,, 
die einfach transitive Gruppe: 


S of 
Vf mW 0 U) 3, k=1,...n) 
1 4 


oder @, bestimmt, wählen eine m-gliedrige Untergruppe Yıf, -.., Y„f 
oder g,„ aus und führen auf irgend eine bei 9, invariante Mannigfaltig- 
alle Transformationen der @, aus. Auf diese Weise erhalten 


m 


_ wir eine Schar von 00”=" Manniefaltiekeiten, deren Parameter u,,... 
i 7 1? , 


isomorphe Gruppe: 


2 1 


(4 
RO 


 transformiert werden. 


Kaum nötig wird es sein, darauf aufmerksam zu machen, daß statt 
der Parameter «,, ..., %,_„ beliebige andere r — m unabhängige Para- 
meter eingeführt werden können; dies gibt eben nur Gruppen, welche 
mit der eben gefundenen: u, = ®,(u, e) ähnlich sind, also nichts Neues. 

Vor allen Dingen erinnern wir uns aber der schon in der vorigen 
Nummer hervorgehobenen Tatsache, daß die Gruppe: u,— ®,(u, e) ganz 
von der Wahl der Variabeln y unabhängig ist. Wir können daher in 
die infinitesimalen Transformationen: 


LE re Bi us ee) eg 


irgend welche neue Variabeln z,,...., 2, einführen und erhalten auf [367 
diese Weise etwa: 


Zf wo Zuils FRE f; ee Zf 


wobei jedes Z,f direkt aus dem entsprechenden Y,f entstanden sein 
mag. Dies ist eine neue Form unserer einfach transitiven Gruppe, 
welche wir ebensogut wie die erste unserer Bestimmung der Gruppen: 
“= ®,(u, e) zugrunde legen können. Da alle gleichzusammengesetzten 
‚einfach transitiven Gruppen ähnlich sind, hat also die Form, in welcher 
man die einfach transitive Gruppe benutzt, keinen Einfluß auf das 
' Resultat. 

Denken wir uns jetzt weiter aus Y,f, ..., Y,f andere r unabhängige 
infinitesimale Transformationen: 


Vu, u Be vr 


‚linear zusammengesetzt, welche die Bedingungen: 


VI) Zar 
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befriedigen, so gibt es bekanntlich sicher Variabelnänderungen, welche 
jedes Y,f in das entsprechende Y,f und damit die Gruppe G, in sich 
überführen. Jede derartige Variabelnänderung ist für die Gruppe 
u, = D,(u, e) ohne Bedeutung, dagegen verwandelt sie die Untergruppe 
Yıf, :--, Y„f der @, in die gleichzusammengesetzte Untergruppe 
Y,f, ---, Y„f. Wir hätten daher auch von dieser letzteren anstatt 
von Y,f, ..-, Y„f ausgehen können, ohne daß sich unser Resultat ge- 
ändert hätte. Sind also zwei m-gliedrige Untergruppen der G, mit 
einander gleichzusammengesetzt und können sie durch eine Variabeln- 
änderung, welche die @, in sich transformiert, in einander übergeführt 
werden, so liefern sie keine wesentlich verschiedenen Gruppen: 


u = D,(u, e). 


Endlich läßt sich auch noch zeigen, daß es vollständig gleichgültig 
ist, welche von den 00”-” bei der Gruppe Y,f,..., Y„f ın- [368 
varianten M, man auswählt. 


Bekanntlich gibt es nämlich 0” Transformationen, welche jedes 
an 


2 Le “ 0 
1 57 A AREAL A 
1 ı 


überführen; es sind dies die Transformationen der zu Yıf, :.., Y,f 
gehörigen reziproken Gruppe. Dieselben bestimmen sich aus dem voll- 
ständigen Systeme: 

Yr+Yf=0 Beten 
in der Form: 
(A) All ++: Ir Yar 4, 9.) > sonst. De 

Wie man leicht sieht und wie übrigens bereits in der vor 
kurzen angeführten Nummer bemerkt ist, werden die bei der Gruppe 
Y,fs -- ., Y,f invarianten Mannigfaltigkeiten M,'von den Transforma- 
tionen (A) unter einander vertauscht. Da aber die Transformationen (A) 
jeden Punkt y in jeden anderen überführen, können sie auch jede der 
oor-" M,, in jede andere überführen, womit gezeigt ist, daß unter 
den M, eine ganz beliebige gewählt werden kann, ohne daß dies auf 
das Ergebnis Einfluß hat. 

Wir haben jetzt, soweit es sich in voller Allgemeinheit tun läßt, 
gezeigt, daß gewisse Willkürlichkeiten, die bei unserer Bestimmung 
der transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung auftraten, 
für das Resultat ohne Belang sind. In jedem einzelnen Falle wird 
dann noch speziell zu untersuchen sein, ob alle noch übrigen Möglich- 
keiten wirklich wesentlich verschiedene Gruppen liefern. Jedenfalls 
aber können wir sagen: 


aaa UL Lu UL LU LU LL Ll EL ll Un 20 m ul | du lu AU u uud LO dl al 2 Su add zu Lac ul Ad AA a 2 2 m a tn a Et 








8 1; Nr. 2,3. Die transitiven Gruppen von gegeb. Zusammensetzung 519 


Theorem 2. Alle r-gliedrigen transitiven Gruppen von gegebener 
Zusammensetzung lassen sich durch ausführbare Operationen bestimmen. Ist 
eine Zusammensetzung, also ein Wertsystem c,,, gegeben, so hat man [369 
zunächst eine zugehörige einfach transitive Gruppe: y,— f,(y, @) und ihre 
infinitesimalen Transformationen: Yıf,- - -, Y,f aufzustellen. Sodann sind 
alle Typen von m-gliedrigen Untergruppen zu bestimmen, welche nicht 
durch eine Transformation, bei welcher die Gruppe: Yıf,.: ., Y,f in- 
variant bleibt, in einander übergeführt werden können. Aus jeder dieser 
Scharen wählt man eine Gruppe, indem man jedoch nur solche Gruppen 
berücksichtigt, welche keine in Y,f,..., Y,f invariante Gruppe enthalten. 
Ist g, eine der gewählten Gruppen, so hat man eine der ©0"""" m-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, welche bei g, inwariant bleiben, zw be- 
stimmen. Führt man auf dieselbe alle Transformationen der Gruppe: 
y,=f,(y, @) aus, so erhält man eine Schar von Mannigfaltigkeiten mit 
r — m wesentlichen Parametern u, :.., U,_,„, welche nun ihrerseits bei 
der Gruppe: y, = f,(y, @) durch eine r-gliedrige, transitive Gruppe von 
der gegebenen Zusammensetzung: 


14 
= Du, 3 mi Ur) ni) 


ransformiert werden. Auf diese Weise erhält man alle transitiven 
Gruppen von der gegebenen Zusammensetzung. 

3. Es bleiben jetzt noch Mittel und Wege anzugeben, um die in- 
transitiven Gruppen mit einer gegebenen Anzahl von Parametern zu 
bestimmen. Nun lassen sich aber intransitive r-gliedrige Gruppen von 
gegebener Zusammensetzung konstruieren, welche beliebig viele Variabeln 
enthalten, wie z. B. die mehrfach benutzte Gruppe: 


X,f+ Re + ar (k=1,...r) 


mit n(v + 1) Variabeln. Wir werden daher nicht verlangen, daß alle 
r-gliedrigen intransitiven Gruppen aufgestellt werden sollen, sondern 
werden uns darauf beschränken, alle intransitiven r-gliedrigen Gruppen 
X,f,.:., X,f in einer gegebenen Anzahl Variabeln, etwa &,,..., x, 
aufzusuchen. 

Unter den r Gleichungen X,f = 0 mögen sich gerade m <n un- 
abhängige befinden; dieselben haben dann n — m unabhängige [370 
Lösungen gemeinsam, und wir können uns die Variabeln von vorn- 
herein so gewählt denken, daß eben x, ;1, - - -, 2, diese Lösungen sind. 


Unter dieser Voraussetzung hat die Gruppe die Form: 


m 
7 
Kf= >27 AGHe Im Im 9 %,) PER ER 
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und es verschwinden sicher nicht alle Determinanten: 
= 
ZH 51: Em: 


Ist r > m, so brauchen X,f,..., X,f, aufgefaßt als infinitesimale 
m en, 
Transformationen in den Variabeln &,,..., x,, allein, nicht von einander 
unabhängig zu sein; es können vielmehr Relationen von der Form: 


Sud En+1 2 x) X,f= 0 


bestehen. Daher wollen wir voraussetzen, daB X,f,..., X,f(s> m) 
nicht durch eine solche Relation verknüpft sind, während dagegen immer: 


8 


Xu.f=-2, 9 lkarı vn 2) X,f Gelor-s 


ist. Betrachten wir jetzt ©, ,1,..-,%, als Konstanten und nur 2,,..., 2, 
als Variabeln, so stellen X,f, ..., X,f gerade s unabhängige infinitesi- 
male Transformationen dar, welche offenbar eine s-gliedrige und zwar 
eine transitive Gruppe erzeugen. 

Nach den Entwickelungen der vorigen Nummer können wir aber 
alle transitiven s-gliedrigen Gruppen in m Variabeln bestimmen, nur 
müssen jetzt alle in diesen Gruppen etwa vorkommenden willkürlichen 
Konstanten als willkürliche Funktionen von &,,1, -- -, 2, betrachtet 
werden. 

Haben wir daher in den Variabeln x,,..., x, irgend s unabhängige 
infinitesimale Transformationen Z,f, .. -, Z,f, die eine transitive [371 
Gruppe erzeugen, so setzen wir: 


® 8 


r NT “ 
Xf=2, Re SR) 2 Zt kl Tr) 


wobei die s-gliedrigen Determinanten (%,,) nicht sämtlich verschwinden 
dürfen. 

Die Funktionen #,, und die etwaigen sonst in den Z,f enthaltenen 
willkürliehen Konstanten, die ebenfalls Funktionen von %,,1, +: &, 
sind, bestimmen sich aus der Bedingung, daß Relationen von der Form: 


(X; a > Gm &,f 
1 
bestehen müssen. Man bemerke wohl, daß für die # und die übrigen 
Funktionen von &, 41, --, X, Sich durchaus keine Differentialgleichungen, 
sondern einzig und allein endliche Relationen ergeben, so daß sich also 
die allgemeinsten Lösungen für diese unbekannten Funktionen ohne 


Integration bestimmen. 
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Theorem 3. Hat man alle transitiven Gruppen in weniger als n 
Variabeln und mit höchstens r Parametern gefunden, so erfordert die Be- 
stimmung aller r-gliedrigen intransitiven Gruppen in n Variabeln bloß 
ausführbare Operationen. 


$ 2. Systatische und asystatische Gruppen von Punkttransformationen. 


In den Variabeln ©,,...,%,,...,x, sei eine r-gliedrige Gruppe 
Xf -:, X,h ---, X,f vorgelegt. Wir werden annehmen, daß 
Nar+n:.., X, sich durch X,,..., X, ausdrücken: 

DR Ze: P;1(& ER, x) X, Er Prn Ans 
während X,,..., X, keine lineare Relation: 
a N 
erfüllen. Es liegt in der Natur der Sache, daß weder die Zahl s [372 
der Variabeln x noch die Parameterzahl r der Gruppe kleiner als n 
sein kann. 

Unsere Gruppe enthält bekanntlich gerade 0” =” Transformationen, 
welche einen Punkt (x) von allgemeiner Lage invariant lassen. Diese 
Transformationen bilden eine (r — n)-gliedrige Untergruppe g,_,, und 
es gehört offenbar zu jedem Punkte (x) eine ganz bestimmte Unter- 
gruppe 9,_,„. Schon bei verschiedenen Gelegenheiten haben wir dieser 
Untergruppen Erwähnung getan; wir bemerkten insbesondere, daß die 
dem Punkte x} zugehörige Gruppe g,_, von allen infinitesimalen Trans- 
formationen Ie,X,f erzeugt wird, deren Reihenentwickelungen nach 
den z,— x) kein Glied nullter sondern nur Glieder höherer als nullter 
Ordnung enthalten. Auf diese Bemerkung werden wir auch in diesem 
Paragraphen später zurückkommen. 

4. Setzen wir zur Abkürzung: 

9, a %,) .= Pin 
so liefern die r—n Ausdrücke: 

Ar Pıfı— Pe cr Pin X 
mit den Konstanten }, offenbar infinitesimale Transformationen unserer 
r-gliedrigen Gruppe, welche den Punkt x° invariant lassen. Und da 
diese r — n infinitesimalen Transformationen unabhängig sind, weil 
sonst auch X,, ..., X, eine lineare Relation mit konstanten Koeffizien- 
ten erfüllten, so schließen wir, daß der Ausdruck: 

DR NO. GE Pıkı— KR Pan‘ ) 


mit den »—n arbiträren Konstanten d,,;, alle infinitesimalen Trans- 
formationen Ze, X,f liefert, welche den Punkt x? von allgemeiner Lage 
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invariant lassen. Wir kennen hiermit die dem Punkte x? zugeordnete 
Gruppe 9,_,: 

Lassen wir nun den Punkt x? nach und nach verschiedene Lagen 
&, annehmen, so bekommen wir eine ganze Schar von Gruppen [373 
9,_n: Es ist aber keineswegs sicher, daß es 00° verschiedene Gruppen 
9,_„ gibt, weil zu verschiedenen Punkten, ja sogar zu unendlich vielen 
Punkten, eine und dieselbe Gruppe y,._,„ gehören kann. 

Wir setzen: 

Pl HT) Pin 


betrachten die dem Punkte £, zugehörige Untergruppe 9, deren in- 


—n) 
finitesimale Transformationen: 


20. X; = ro Pan An) 


die arbiträren Konstanten Ö,,, enthalten. Diese Untergruppe ist iden- 
tisch mit der dem Punkte z° zugehörigen Untergruppe, wenn es für 


beliebige Werte der Konstanten d,,, immer möglich ist, den. Konstan- 


ten d,,, solche Werte zu erteilen, daß die Gleichung: 
a ae N en IE e) 
identisch besteht. Aber die Gleichung: 
PR ED. CAR TOP 


zeigt, da X,,..., X,,..., X, unabhängige infinitesimale Transforma- 
tionen sind, daß die konstanten Koeffizienten: 
0 Ad ee 

sämtlich verschwinden müssen. Daher sind die den Punkten x} und z, 
zugehörigen (r — n)-gliedrigen Untergruppen identisch dann und nur 
dann, wenn: 
Pr Paris = Pan Pin 
ist, wenn also die @,, Funktionen von den & sind, welche bei der 
Substitution x,— 7, dieselben Zahlenwerte wie bei der Substitution 
&,= x erhalten. ® 

Es ist nun insbesondere denkbar, daß jeder Punkt x} in einer [374 
kontinuierlichen Mannigfaltigkeit von Punkten &, enthalten ist, welche 
die Eigenschaft besitzt, daß zu jedem Punkte äö, dieselbe Gruppe 9,_, 
wie zu dem Punkte 2° gehört. Dies tritt ein, wenn es eine kontinuier- 
liche Anzahl Punkte £, gibt, für welche alle p,, dieselben Zahlenwerte, 
wie für den Punkt z° annehmen, wenn also die Gleichungen: 


I Ne 
9,1815 u 7,) = Wr ö 
sich nicht hinsichtlich &,, . . ., Z, auflösen lassen, anders ausgesprochen, 
wenn sich unter allen p,, nicht s unabhängige Funktionen von 2,,.. ,%, 
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sondern nur 6, etwa @,,..., 9,, finden lassen. Alsdann zerlegen die 
Gleichungen: 


> Ban EEE 2 a. 


mit den 6 arbiträren Konstanten: a,,..., a, den Raum in o0°-° Man- 
nigfaltigkeiten. Wählen wir einen Punkt x} in einer beliebigen unter 
diesen Mannigfaltigkeiten, so gehört zu jedem anderen Punkte &, der- 


selben Mannigfaltigkeit dieselbe Untergruppe g,_, wie zu dem Punkte x}. 








Jıerlegt sich der Raum in der hiermit angegebenen Weise in Man- 
nigfaltigkeiten, so ist es klar, daß jede Transformation Ze,X,f, welche 
einen Punkt x? einer solchen Mannigfaltigkeit invariant läßt, gleich- 
zeitig alle übrigen Punkte x, derselben Mannigfaltigkeit invariant läßt. 

Auf diese Weise haben wir eine wichtige Teilung aller Gruppen 
Xıf, :--, X,f in zwei getrennte Klassen gewonnen. In die eine Klasse 
gehören die Gruppen von der Beschaffenheit, daß bei allen Transfor- 
mationen, die einen Punkt allgemeiner Lage an seiner Stelle lassen, 
gleichzeitig jeder Punkt einer kontinuierlichen Mannigfaltigkeit invariant 
bleibt. Solche Gruppen nennen wir systatische Gruppen. In die 
zweite Klasse gehören diejenigen Gruppen, bei welchen alle Transfor- 
mationen, die einen Punkt von allgemeiner Lage festhalten, nicht gleich- 
zeitig auch alle Punkte einer Mannigfaltigkeit einzeln stehen lassen. [375 
Solche Gruppen nennen wir asystatische Gruppen. 

5. Schon in einem früheren Paragraphen fanden wir eine wichtige 
Kigenschaft der Funktionen g,,. Wir betrachteten nämlich ebenfalls 
eine r-gliedrige Gruppe X,,..., X, in s Variabeln z,,..., %,. Indem 
wir auch damals voraussetzten, daß Relationen der Form: 


X, = Dad E09. 


dagegen keine der Form: y, X, +-::+%,X,=0 bestehen, erkannten 
wir, daß jede Größe X,p, sich als Funktion von den unabhängigen 
®,,--., 9, unter den g,, ausdrücken läßt: 


Xp, = 9,0913 Par ++ Po)- 


Ist daher 6 <s, so ergibt sich, indem man 9Q,,..., 9, zusammen mit 
$— 6 passenden weiteren Größen: 2,,1,-..,2, als neue unabhängige 
Variabeln einführt, daß unsere Gruppe imprimitiv ist, da sie in den 
neuen Variabeln die Form: 


[02 
of 1% 
Xf = Z0,.( 90) op, + 2,95 ---, Ba+1y ) 2 
annimmt. Hierin liegt der Satz: 


Satz 5. Jede systatische Gruppe ist imprimitiv. 
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Folglich ist jede primitive Gruppe asystatisch. Als Beispiel einer 
asystatischen Gruppe, die imprimitiv ist, möge die viergliedrige Gruppe: 
Pır Par XıPe, XP 
dienen. Sie ist imprimitiv; interpretieren wir nämlich z,, x, als Car- 
tesische Koordinaten in einer Ebene, so bestimmt x, — Const. eine in- 
variante Greradenschar. Sie ist aber offenbar asystatisch, da Relationen 

der Form: 
LPs = %1.Poy XPg = X. Ps 
bestehen und z,, x, selbstverständlich unabhängig sind. 
Haben wir eine systatische Gruppe, so werden die Mannig- [376 
faltigkeiten: 
9, =4,, a) 9709 


eben, weil die Gruppe imprimitiv ist, bei der Gruppe unter einander 
vertauscht. Es ist äußerst leicht, diesen Satz, den wir durch analytische 
Betrachtungen gewonnen haben, durch rein begriffliche Überlegungen 
herzuleiten, indem wir uns auf die Entwickelungen der vorigen Num- 
mer stützen. 

Sei in der Tat X, allgemeines Symbol derjenigen Transformationen 
der Gruppe X,f, die den Punkt allgemeiner Lage x? invariant lassen, 
und es mögen mit p, alle Punkte bezeichnet werden, welche gleich- 
zeitig mit dem Punkte x}, also bei allen Transformationen X, fest 
bleiben. Alle Punkte p, bilden eine Mannigfaltigkeit M,, die selbst- 
verständlich durch die Gleichungen: 9, =@,,...,9,= a, nach passen- 
der Wahl der Konstanten a, bestimmt wird. Führen wir nun irgend 
eine beliebige aber bestimmte Transformation X der Gruppe X,f aus, 
so erhalten alle Punkte p», neue Lagen p,, deren Inbegriff eine Man- 
nigfaltigkeit M, bildet. Wir haben nur zu zeigen, daß unsere Gruppe 
X,f 00””” Transformationen enthält, welche auf einmal alle Punkte p, 
einzeln stehen lassen. Es ist aber klar, daß die 00”-” Transformationen 
X'"X,X diese Forderung erfüllen. Auch die Mannigfaltigkeit M, be- 
sitzt somit die Eigenschaft, daß ihre Punkte bei denselben 0”-" Trans- 
formationen der r-gliedrigen Gruppe ihre Lage behalten. M, wird da- 
her wie M, dargestellt durch die Gleichungen: 9, =a,...,9,= 4, 
wenn nur die Konstanten a, passend gewählt werden. Da X eine be- 
liebige Transformation unserer r-gliedrigen Gruppe darstellt, so ist hier- 
mit auch rein begrifflich nachgewiesen, daß die Mannigfaltigkeiten: 
p,= a, bei der Gruppe X,f unter einander vertauscht werden. 

6. Die Begriffe systatische und asystatische Gruppe stehen in dem 
allergenauesten Zusammenhange mit der früher entwickelten Theorie 
reziproker Gruppen. Dies soll jetzt gezeigt werden. Gleichzeitig [377 
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illustrieren wir die Bedeutung dieser Begriffe, indem wir wiederum auf 
unsere früheren Untersuchungen über Ähnlichkeit zwischen Transfor- 
mationsgruppen zurückkommen. 

Haben die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe die 
Form: 


% 
Xf= 25,08 ..d, n 


und setzen wir wie früher: 


> | X,f Bow 25,,(8, ne 2); 
so erhält jedes X,f selbstverständlich durch die Variabelnänderung 
x, — x, die Form X;‘f. Unter Umständen gibt es nun eine ganze Schar 
von Variabelnänderungen: 2° = II(&,,...,&,,...), welche ebenfalls jedes 
X,f auf die Form X,f bringen. Dies ist bekanntlich der Fall, wenn 
es eine oder mehrere infinitesimale Transformationen Zf gibt, welche 
zu allen X,f in der Beziehung (ZX,) = 0 stehen, das heißt, wenn die 
Gruppe X,f, ..., X,f eine reziproke Gruppe Z,f, ..., Z,f besitzt. Auf 
der anderen Seite zeigen frühere Entwiekelungen, daß diejenige Trans- 
formation #= II(x), welche jedes X,f auf die Form X,f bringt, voll- 
ständig bestimmt ist (keinen Parameter enthält) dann und nur dann, wenn 
es unter den @,, gerade s unabhängige gibt. Fassen wir diese bekannten 
Ergebnisse zusammen und wenden dabei die in diesem Paragraphen ein- 
geführte Terminologie an, so können wir den folgenden Satz aufstellen: 


Satz 6. Eine Gruppe X,f, ..., X,f ist asystatisch, wenn sie keine 
reziproke Gruppe besitzt, wenn es also keine infinitesimale Transformation 
Zf gibt (innerhalb oder außerhalb der Gruppe), welche mit allen PER 
vertauschbar ist. 


% 
Da jede ausgezeichnete infinitesimale Transformation einer Gruppe 
mit allen infinitesimalen Transformationen derselben vertauschbar [378 
ist, erhalten wir ohne weiteres das 


Korollar 1. Eine Gruppe X,f, ..., X,f mit einer oder mehreren 
ausgezeichneten infinitesimalen Transformationen ist systatisch. 

Da die adjungierte Gruppe einer r-gliedrigen Gruppe ohne ausge- 
zeichnete infinitesimale Transformationen r wesentliche Parameter be- 
sitzt, erhalten wir überdies das Korollar: 


Korollar 2. Die adjungierte Gruppe einer r-gliedrigen asystatischen 
Gruppe hat r wesentliche Parameter. 


- Weiß man, daß die Gruppe X,f,..., X,f durch passende Varia- 
'  belmwahl auf eine gewisse bekannte Form: 
of 


Y.f = 27, a, Y,) ey 
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gebracht werden kann, und zwar in der Weise, daß jedes X,f die Form 
Y,f annimmt, so stellt sich die fundamentale Frage, ob die Auffindung 
dieser Variabeln y, Quadraturen oder sogar Integration von Differen- 
tialgleichungen verlangt oder ob sie durch Auflösung von Gleichungen 
geleistet werden kann. Das letzte ist der Fall dann und nur dann, 
wenn es s unabhängige Funktionen g,, gibt, also wenn die Gruppe 
X,f asystatisch ist. Ist dagegen die Gruppe X,f systatisch, so enthält 
der allgemeinste Ausdruck der neuen Variabeln y gewisse arbiträre 
Konstanten, und daher verlangt die Bestimmung dieser Größen mih- 
destens Quadraturen und im allgemeinen die Integration von Differen- 
tialgleichungen, deren Ordnung und Anzahl von der Zusammensetzung 
der zu X,f reziproken Gruppe abhängt, wie im Werke über Differen- 
tialgleichungen näher nachgewiesen werden soll.) 

Hier müssen wir uns darauf beschränken, den folgenden wichtigen 
Satz zu notieren: 


Satz 7. Weiß man, daß eine gegebene asystatische Gruppe X, f;,:--, X,f 
durch Einführung zweckmäßiger Variabeln y, auf eine gewisse Form 
Yıf, -: -, Y,f gebracht werden kann, so verlangt die Bestimmung der (379 
neuen Variabeln y, nur die Auflösung von Gleichungen. 


%. Kennt man die infinitesimalen Transformationen X,f, .- ., X,f 
einer Gruppe, so ist es nach dem vorangehenden leicht, zu entscheiden, 
ob die Gruppe systatisch ist oder nicht. Es ist aber nicht uninter- 
essant, daß man nicht einmal die X,f zu kennen braucht. Es genügt, 
von den Reihenentwickelungen der Ze,X,f in der Umgebung eines 
Punktes 2° von allgemeiner Lage, die mit Gliedern erster Ordnung an- 
fangen, eben diese Glieder erster Ordnung zu kennen. Zu diesem Re- 
sultat führt uns die folgende Betrachtung der totalen Differentialglei- 
chungen, deren Integrale die Größen @,, sind. 

Die g,,; werden definiert durch die identischen’ Gleichungen: 


= At Prn Ans 
die sich in die folgenden Relationen zerlegen: 
(A) FE 9uadst ‘+ Pan ni Gehieindr. 
welche Identitäten darstellen. 

Geben wir andererseits in den g,,; den x, die speziellen Werte x) 

und setzen wie früher g,,(2°, :--) = p},, so sind bekanntlich: 

er On 1. 
die r—n unabhängigen infinitesimalen Transformationen der r-glie- 
drigen Gruppe, welche den Punkt x? invariant lassen. Entwickeln wir 
1) Math. Ann. Bd. XXV [d. Ausg. Bd. VI, Abh. III]. 
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daher diese Ausdrücke nach den x,— 2°, so enthalten die r—n her- 
vorgehenden Reihenentwickelungen kein Glied nullter Ordnung, sondern 


fangen mit Gliedern erster Ordnung an: 


O5, Pr 08; r 
Dal Yan) Dt 


ki 0% 
5 0 
= 2,2,0,,(8,— 2,)P, + 


Fragen wir nun nach allen infinitesimal benachbarten Punk- [380 
ten x;, welche wie der Punkt x? sämtlich diese r — n infinitesimalen 
Transformationen zulassen, so erhalten wir zu ihrer Bestimmung die 
Gleichungen: 


n ö8; 
0-2) EN. 
Ersetzen. wir daher die an 2%; — 2) durch die Differentiale d«® 
und lassen hernach den Index 0 weg, so erkennen wir, daß alle ,, 
Integrale der Differentialgleichungen: 


(B) AR 44: RE 9,105; a PrndEn: =; 0 


sind. Daß diese Differentialgleichungen keine anderen Integrale als eben 
die @,, besitzen, ist an sich klar; man verifiziert es übrigens leicht 
durch Differentiation der Identitäten (A), welche zeigen, daß die ge- 
fundenen Differentialgleichungen die Form: 


dpasıct "+ dp.d = 0 

erhalten können; diese Form bringt in Evidenz nicht allein, daß die 
p,,; Integrale sind, sondern zugleich, daß sie die einzigen Integrale sind. 

Zu bemerken ist übrigens, daß sich aus den totalen Differential- 
gleichungen (B) keine neue Gleichung zwischen den Differentialen dx 
durch Differentiation herleiten läßt; denn die von uns befolgte Methode 
zur Bestimmung der zu x, benachbarten Punkte x, + dx,, welche 
gleichzeitig mit x, fest bleiben, gibt uns eben alle Relationen, welche 
die dx, erfüllen. Gibt es daher mindestens ein Wertsystem dx, ...., da, 
außer dxz,=0, welches alle Differentialgleichungen (B) erfüllt, so ist 
unsere Gruppe systatisch. Dies aber deckt sich damit: die Gruppe ist 


' systatisch, wenn die Gleichungen: 


2,0,,,(8, — 2,3) = 0 


durch mindestens ein Wertsystem u x außer 2, — x = 0 erfüllt [381 


werden. 


Satz 8. Weiß man von den Reihenentwickelungen nach den x.— 
der infinitesimalen Transformationen Ze,X,f einer Gruppe, welche mit 
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Gliedern erster Ordnung anfangen, daß diese Glieder erster Ordnung die 
Form besitzen: 
2,2,0%,,,(%,— 2 )P; (k=1,2,...,r—n), 


so entscheidet man, ob die Gruppe X,f systatisch ist, indem man die 


linearen Gleichungen: 
2,0,,,(2,;— x) = (0 


bildet. Gibt es mindestens ein nicht verschwindendes Wertsystem 2,—%, 
welches alle diese linearen Gleichungen erfüllt, so ist die Gruppe systa- 
tisch, sonst nicht. 


s 3. Allgemeine Methode zur Bestimmung aller Gruppen von 
Punkttransformationen einer »-fachen Mannigfaltigkeit. 


In dem ersten der vorangehenden Paragraphen zeigten wir in großen 
Zügen, wie man alle Gruppen von Punkttransformationen des Raumes 
X, ...,%,, welche eine gegebene Zahl etwa r Parameter be- 
sitzen, durch ausführbare Operationen bestimmen kann. Es gibt nun, 
wie groß auch r sein mag, immer Gruppen mit r Parametern; wählt 
man nämlich z. B. r verschiedene Funktionen von z,, etwa f(&,), -- -, 
f.(z,), die keine lineare Relation Ic,f,= 0 erfüllen, so sind: 


Kar Aka), +» FrlZı)Ps 


unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe. 
Hieraus folgt, daß man keineswegs sagen kann, daß die Entwickelungen 
des zitierten Paragraphen die Bestimmung aller endlichen Gruppen 
von Punkttransformationen einer n-fachen Mannigfaltigkeit auf aus- [382 
führbare Operationen -reduzieren; denn eine unbegrenzte Anzahl aus- 
führbarer Operationen ist nicht mehr eine ausführbare Operation. 

Ungeachtet der wichtigen Ergebnisse des ersten Paragraphen harrt 
daher das Problem: „alle endlichen Gruppen von Punkttransformationen 
einer n-fachen Mannigfaltigkeit zu bestimmen“, noch seiner Erledigung. 
In diesem Paragraphen zerlegen wir dieses allgemeine Problem in eine 
große Anzahl von Unterproblemen und geben gleichzeitig für jedes n 
eine rationelle Klassifikation von allen zugehörigen transitiven Gruppen. 
Sehon früher gaben wir die allgemeine Erledigung des gestellten Pro- 
blems für die Fälle n=1, n=2 und im wesentlichen auch für n=3. 

8. Zunächst müssen wir, um die Grundlage für die angekündigten 
Entwickelungen zu gewinnen, einige allgemeine Betrachtungen voraus- 
schicken, wobei wir uns unter anderem auf die allgemeine Theorie der 
Erweiterung einer Gruppe stützen. 
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Sei: ar 
DT FO 7 (k=1,...,n) 
eine ganz beliebige r-gliedrige Gruppe. Betrachten wir wie früher 
&%,:..,%, als Funktionen einer Hilfsvariablen {, welche durch die 


Gruppe nicht transformiert wird, und setzen wie damals: 


de, Ba ’ O5 ‚ ‚ 


so sind die Ausdrücke: 
X,f= a + zu 


die infinitesimalen Transformationen einer erweiterten Gruppe. Über- 
tragen wir die im dreifachen Raume gebräuchliche Terminologie auf 
unseren #-fachen Raum, so können wir die 2n Größen x,, x, als [383 
Bestimmungsstücke eines Linienelements betrachten. Denken wir 
uns insbesondere die x, als gegeben, die x, als variabel, so liefert jedes 
Wertsystem x, ein durch den festen Punkt x, gehendes Linienelement. 
Die erweiterte Gruppe X,f transformiert, können wir sagen, alle Linien- 
elemente des Raumes. 

Der Inbegriff von allen infinitesimalen Transformationen Ze, X;f, 
welche einen vorgelegten Punkt 2° von allgemeiner Lage invariant 
lassen, bildet eine Untergruppe mit höchstens r — 1 und mindestens 
r — n unabhängigen infinitesimalen Transformationen, als deren Symbol 
wir X? einführen. Denken wir uns die X,f wie alle &e,X,f nach den 
Potenzen der x, — x’ entwickelt, so sind die X? bekanntlich dadurch 
charakterisiert, daß ihre Reihenentwickelungen kein Glied nullter Ord- 
nung enthalten, sondern mit Gliedern erster oder höherer Ordnung an- 
fangen: 


Xi = 3a, ua a) 2f az 


Auch zu dieser Gruppe bilden wir die erweiterte: 


0 of ‚ of 

X,f= Za,,,@; rr +7 20,8%, 7 Pe 
welche den Punkt z,=x° invariant läßt und dabei alle durch diesen 
festen Punkt gehenden Linienelemente x transformiert. Wollen wir 
nur diese Linienelemente ins Auge fassen und studieren, wie sie trans- 
formiert werden, während uns die Transformation aller anderen Linien- 
elemente gleichgültig ist, so machen wir in den X,f die Substitution 
%,= x? und erhalten so die lineare Gruppe: 

‚of 

(A) irre 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 34 
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welche die durch den festen Punkt Bi gehenden Linienelemente gerade 
so transformiert wie die Gruppe X, ‚„f selbst. 

Diese lineare homogene PR wird nun zunächst Gegen- [384 
stand unserer Betrachtungen sein. Zuerst werden wir ihr Verhalten 
bei Einführung neuer Variabeln y, statt der x, untersuchen. 

Seien die y, gegebene unabhängige Funktionen von den x, die als 
Reihenentwickelungen nach den x — x vorgelegt sind: 


ya zu -i)t 


und dabei für x2,= 2° die Werte 4° erhalten. Durch Differentiation 
nach { erhalten wir auch für die y, Reihenentwickelungen nach den 
2,— a: 

y, = lat): 


ı 


In den neuen Variabeln y, y' erhalten die D. f neue Formen: 


= R ZB» ‚ö 
INH Iren) Yıayı 
deren niedrigste Glieder: 
öf ‚of 
2b, — %) 6y, + 2b,,%:7 öy, 


erhalten werden, wenn in die infinitesimalen Transformationen: 


of ‚of 
>> 0 

Za,,,(®, G)5E ah 
3 


die in den &— x° und x’ linear sind, die neuen Variabeln: 
en Bi N, 
ee er Ia,,(®; 22), y,= 2a,;® i 


eingeführt werden. Hierin liegt, daß die zu der Gruppe Y )f gehörige 
lineare Gruppe: 


‚of 
by 


aus der linearen Gruppe: j [385 
‚of 


Fa 


durch die lineare Variabelnänderung: y, = Ze, x), hervorgeht. 

Bei Einführung der neuen Variabeln y, wird daher der Übergang 
von der linearen Gruppe (A) zu der neuen linearen Gruppe durch eine 
lineare homogene Variabelnänderung vermittelt. 

Insbesondere werden wir annehmen, daß die Transformation: 


Y-%- 2, — 2) Ti: 
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der Gruppe X,f, dagegen nicht der Gruppe X}f, angehört. Alsdann 
sind die b,,, dieselben Funktionen von den y° wie die: 


9; a, „9 2) 


von den x. 

Erteilt man daher in der linearen Gruppe: 
s ’ 7) 
(A) Za,;;(, ... 2°) . at 


den x° sukzessiv verschiedene Werte, indem man nur berücksichtigt, 
daß die zugehörigen Punkte x? vermöge der Gruppe X,f in einander 
übergeführt werden können, so sind alle hiermit hervorgehenden linearen 
homogenen Gruppen (A) el an innerhalb der allgemeinen 
linearen homogenen Gruppe in den «”. 

Ist insbesondere die Gruppe X,f transitiv, und wird oe 
_ der Punkt x° durch diese Gruppe in jeden anderen Punkt übergeführt, 
so sind die zweien beliebigen Punkten x? entsprechenden linearen 
' Gruppen (A) immer innerhalb der allgemeinen linearen homogenen 
_ Gruppe gleichberechtigt. 
® Satz 9. Ist eine transitive Gruppe X,f vorgelegt, so sind für alle 
Punkte des Raumes die zugeordneten linearen Gruppen, welche die durch 
einen festgehaltenen Punkt gehenden Linienelemente transformieren, inner- 
halb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe gleichberechtigt. 


Jetzt können wir unser Klassifikationsprinzip aller transitiven [386 
- Gruppen formulieren. Wir betrachten alle transitiven Gruppen X;f, 
deren zugehörige lineare Gruppen (A) innerhalb der allgemeinen linea- 
ren homogenen Gruppe gleichberechtigt sind, als bildend eine Klasse 
von Gruppen von Punkttransformationen. Es ist dabei wohl zu be- 
' merken, daß zwei transitive Gruppen X,f, welche derselben Klasse an- 
‚ gehören, keineswegs dieselbe Parameterzahl zu haben brauchen. Sie 
haben allerdings beide in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner 
Lage gleichviele und zwar n infinitesimale Transformationen nullter 
Ordnung, und ebenso gleichviele etwa m infinitesimale Transformationen 
erster Ordnung; dagegen kann die Zahl der infinitesimalen Transfor- 
mationen zweiter und höherer Ordnung für beide Gruppen verschie- 
den sein. 

| 9. Aus dem Vorangehenden fließt nun die folgende rationelle Me- 
_ thode zur Bestimmung aller transitiven Gruppen von Punkttransforma- 
' tionen X,f einer n-fachen Mannigfaltigkeit x,,..., z,- 

Zuerst bestimmt man alle linearen homogenen Gruppen in &,,...,%,, 
' indem man alle innerhalb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe 


gleichberechtigten als identisch auffaßt. Jede solche Schar von gleich- 
4 34* 
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berechtigten linearen homogenen Gruppen bildet einen Typus, für den 
wir eine Gruppe der Schar zum Repräsentanten wählen. 
Jeder solchen ausgewählten Gruppe: 


0,8; P; 


entspricht, wie wir sehen werden, mindestens eine transitive Gruppe, 
deren zugehörige lineare Gruppe (A) demselben Typus angehört. 

Wir suchen alle Gruppen X,f, unter deren infinitesimalen Trans- 
formationen es in der Umgebung eines Punktes &,— 0 von allgemeiner 
Lage » von nullter Ordnung gibt: 


+: = Pr» Mt: >Pai 
ferner eine gewisse Anzahl von erster Ordnung: [387 
1 A 
: T, — Z(a,,% + °')Pp 
und so weiter. 
Eine solche Gruppe können wir ohne weiteres gleich angeben, 
nämlich: 
5. 
Pır Po -MstiP;- 
Um aber alle zu finden, müssen wir zunächst versuchen, die möglichen 
Formen der niedrigsten Glieder in den infinitesimalen Transformationen 


zweiter und höherer Ordnung zu bestimmen. Soll die Gruppe die in- 
finitesimale Transformation zweiter Ordnung: 


1(2) 
7 = 20; P; 


enthalten, so muß die durch Kombination entstandene infinitesimale 
Transformation erster Ordnung: 


(P, F et) Sb; Pt .. -) 


der Gruppe angehören, d.h., ihre Glieder erster Ordnung müssen sich aus 
den Gliedern erster Ordnung der Transformationen T“ linear zusammen- 
setzen. Dies gibt eine Anzahl Relationen zur Bestimmung der infini- 
tesimalen Transformationen zweiter Ordnung. Man kann hiernach weiter- 
gehen und versuchen, die möglichen Formen der infinitesimalen Trans- 
formationen dritter und höherer Ordnung zu bestimmen. Hierauf gehen 
wir indessen hier nicht näher ein, sondern behalten uns vor, in späte- 
ren Paragraphen zu zeigen, daß diese Bestimmung in vielen Fällen 
sich recht einfach gestaltet. 

Hat man in dieser Weise neben den infinitesimalen Transforma- 
tionen nullter Ordnung P,, den infinitesimalen Transformationen erster 
Ordnung 7", noch gewisse zweiter Ordnung T®, gewisse dritter Ord- 
nung usw. und endlich gewisse s-ter Ordnung T“ gefunden, während 


Da Du u 1). Zu Nina ua Pain a Zu 3 1 Aa Sc De 
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es keine von (s-+ 1)-ter Ordnung gibt, so müssen wir alle diese in- 
finitesimalen Transformationen paarweise kombinieren und wissen [388 
dabei, daß immer Relationen von der Form: 


(X, X,)= 20,,X, 


bestehen. In allen Fällen kann man nun a priori etwas über die Werte 
der c,,, sagen. Ist nämlich X, von öter, X, von k-ter Ordnung, so ist 
(X,X,) mindestens von (+%k— 1)-ter Ordnung. Ist insbesondere 
i+k—1>s, so muß ofienbar (X,X,) verschwinden. 

Zur näheren Bestimmung der c,,, bilden wir auf alle möglichen 
Weisen mit je drei X die Jacobische Identität und erhalten. hier- 
durch eine große Anzahl Relationen zwischen den c,,,. Im allgemeinen 
werden jedoch hierdurch nicht alle c,,, bestimmt. Man hat aber ein 
naheliegendes Mittel zur wesentlichen Vereinfachung der noch zurück- 
gebliebenen c,,,. Statt P, kann man als neues P, einen Ausdruck von 


der Form: 

P,+ ZEIT, +20 1, +: 
mit den unbestimmten konstanten Koeffizienten ed, c”,... einführen. 
Ebenso kann man statt jedes I die infinitesimale Transformation: 


TIP + IT, +: 


einführen, und so weiter. Auf diese Weise erhält man eine große An- 
zahl Konstanten zur Verfügung. Man disponiert über sie in solcher 
Weise, daß die c,,, möglichst einfache Werte erhalten. In vielen Fällen 
läßt es sich sogar erreichen, daß alle c,,, gleich Null oder 1 werden. 

Wir nehmen an, dab auf diese Weise alle möglichen Werte der 
C;,, gefunden sind. Es steht dann zurück, durch eine Integration die 
entsprechenden Gruppen zu bestimmen. e vielen Fällen wird diese 
Integration dadurch wesentlich vereinfacht, daß, wie wir wissen, alle 
Gruppen, welche denselben Werten der c,,, entsprechen, ähnlich [389 
sind, worin liegt, daß es genügt, eine einzige Gruppe zu finden, welche 
die gestellten Forderungen erfüllt. 


.$ 4. Gruppen, die eine Differentialgleichung zweiten Grades: 
Zfir(Kis .. >, En) ACı dr = 0 invariant lassen. 


Unsere Klassifikation aller transitiven Gruppen von Punkttransfor- 
mationen beruht auf der Betrachtung der linearen Gruppe: 


(A) 2a, 


er 
x 
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vermöge deren alle Linienelemente x; durch einen festgehaltenen Punkt 
x, von allgemeiner Lage transformiert werden. Schon früher haben 
wir die Fälle erledigt, in denen diese lineare Gruppe die allgemeine 
lineare x,p,, oder die spezielle lineare homogene Gruppe: 
Pr EM — UP, 

ist; in diesen beiden Fällen werden die Linienelemente x; in so allge- 
meiner Weise wie überhaupt möglich transformiert, da die Transfor- 
mation &x’p’ alle Linienelemente stehen läßt. 

10. Jetzt betrachten wir eine Gruppe X,f, deren zugehörige lineare 
Gruppe (A) eine Gleichung zweiten Grades mit nicht verschwindender 
Determinante: | 

If, sed 


ur v 


invariant läßt, und können dabei ohne Beschränkung annehmen, daß 
diese Gleichung zweiten Grades bei der Substitution: z,—0 eine be- 
queme einfache Form, z. B. die Form: 


z’ ++. +2’-0 


erhält. Die allgemeinste lineare homogene Gruppe, welche die Glei- 
chung: 2x’? 0 invariant läßt, besteht aus allen Transformationen: [390 


rd 4 F ’ TA #: 
PD, UP, Z;P). 


Wir suchen alle Gruppen X,f, deren zugehörige lineare Gruppe (A) 
entweder alle soeben aufgestellten Transformationen oder auch alle von 
der Form: x/p/, — xp, umfaßt. 

Wir stellen uns also hier eigentlich zwei verschiedene Probleme, 
indem wir alle Gruppen X,f suchen, deren zugehörige lineare Gruppe 
(A) zwei vorgelegte Formen besitzt. Diese beiden Probleme sind in- 
dessen genau mit einander verwandt; die durch 'einen festgehaltenen 
Punkt x, gehenden Linienelemente x; werden nämlich in beiden Fällen 
in genau derselben Weise transformiert, weil die Transformation Ex;p/ 
alle Linienelemente x; stehen läßt. 

Da die gesuchte Gruppe X,f transitiv ist, so hat sie in der Um- 
gebung eines Punktes von allgemeiner Lage, etwa des Punktes x, = 0, 
sicher » infinitesimale Transformationen nullter Ordnung: 


pt = P;°.., 2,+:'=P, 


ferner jedenfalls $n(n — 1) infinitesimale Transformationen erster Ord- 
nung, nämlich alle von der Form: 


m Um + = 
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und möglicherweise noch eine hinzutretende Transformation erster Ord- 
nung, nämlich: 
&Ppı + Ar +2x,»,+ wel, 
Welche infinitesimalen Transformationen zweiter und höherer Ord- 
nung vorkommen können, muß jetzt untersucht werden. 
Sei: 
ZuELED us 


Re | 


eine infinitesimale Transformation zweiter Ordnung der gesuchten Gruppe; 
dabei können wir annehmen, daß der Koeffizient b,,, bei Vertau- [391 
‘schung der Indizes i und » ungeändert bleibt, daß also: 


(€) De bin; 


ist. Durch Kombination mit p,+ -:: und Division mit 2 erhalten wir 
eine in unserer Gruppe enthaltene infinitesimale Transformation erster 


Ordnung: 
St es 


die sich offenbar aus den vorhandenen infinitesimalen Transformationen 
erster Ordnung, nämlich den S,, und möglicherweise U linear zu- 
sammensetzen muß. Dies gibt nun zunächst die Relation: 


(D) b,,,= Dirk 


welche zeigt, daß die Koeffizienten b,,, von j unabhängig sind, wobei 
noch zu bemerken ist, daß die b,,, nur, wenn eine Transformation U 
vorkommt, von Null verschieden sein können. Man erhält ferner für 
den Fall, daß die Indizes j und i verschieden sind, die Relation: 


(E) de 2) 


FR) 
und mit Berücksichtigung von (C), wenn j und %k verschieden sind, die 
äquivalente Relation: 


(F) De 


jki 


-—-b,=-b 


ki 
Sind andererseits ö, k und j alle drei verschieden, so wird: 


Eh ann br DB bir; Im bi; 


und wegen (F): 
tg Di = 0. 


Die einzigen Koeffizienten, die von Null verschieden sein können, 


sind daher diejenigen, unter deren drei Indizes zwei überein- [392 
stimmen, also die folgenden: 


b 


jiv 


b 


ji) GR 


b 
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Dabei ist, wissen wir, b,,;— b,,, und, wenn ö von j verschieden ist: 
u len eh 

Diese letzte Gleichung drückt alle nicht verschwindenden Koeffi- 
zienten durch die b,,, aus, und da, wenn keine Transformation U vor- 
kommt, alle b,,, gleich Null sind, so ergibt sich, daß infinitesimale 
Transformationen zweiter Ordnung nur, wenn eine U vorkommt, auf- 
treten können und in diesem Falle die Form: 

Sb; (2%, SP, = 2,2) -3b,,7, 

besitzen. Dabei ist es leicht, zu erkennen, daß die b,,; arbiträre 
Konstanten sind, daß also jede Gruppe der verlangten Beschaffenheit, 
die überhaupt infinitesimale Transformationen zweiter Ordnung besitzt, 
deren r, nämlich V,, V,,...., V,„ enthält. Durch Kombination ergibt 
sich nämlich, wenn u, v und « drei verschiedene Indizes sind: 


GR Tde 


uv) R) vvv u ur u 7 


ee B a en 0 ne ae b r ; 


“wu @) 


sehen wir daher, wie im folgenden geschehen soll, von dem Falle 
n—=2 ab, so leuchtet die Richtigkeit unserer Behauptung unmittelbar ein. 
Wir fragen sodann nach den möglicherweise auftretenden infini- 


tesimalen Transformationen dritter Ordnung. Ist Lf+--. eine solche, 

und ZLf Symbol der Glieder dritter Ordnung, so ergibt sich durch 

Kombination von ZLf mit p, eine Relation der Form: [393 
oLf 


En 2 
0%, = 20,2, 28,p,— MER), 


und durch Differentiation dieser Gleichung nach x, folgt: 


8 2% 2 2 20.2 
0x.0x m PRZEN XP, ae 2,P,) + C;ya XP; . 
EN 


Sind nun j, v und %k drei verschiedene Indizes, so bleibt rechts 
der Koeffizient von p,, nämlich: 
“ 
_ 26,4%, + 26,,%, 
ungeändert, wenn ; und v vertauscht werden: 
‘ . 
— 20,2, + 20,0, = — 20,,2, + 20,,%,; 
also verschwinden alle C,, mit zwei verschiedenen Indizes. Ist dagegen 
k=»vZ;j, so kommt durch eine analoge Überlegung: 


2,+2c,X 


‘ 
2C,,%, a 2C,, J 2] 


so daß auch alle c,, gleich Null sind. 
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Es gibt daher keine infinitesimale Transformation dritter oder 
höherer Ordnung. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermaßen zusammen- 
fassen: 

Satz 10. Enthält eine transitive Gruppe n + 3n(n — 1) infinitesimale 
Transformationen, deren Reihenentwickelungen in der Umgebung des 
Punktes von allgemeiner Lage &,= 0 die Form besitzen: 

Pt, tn Mut 

und keine weitere Transformation von erster Ordnung, so gibt es gar 
keine von zweiter oder höherer Ordnung. Gibt es dagegen außer den schon 
besprochenen infinitesimalen Transformationen noch eine einzige von [394 
erster Ordnung, welche dann die Form: 2x,P, + besitzt, so sind zwei 
Fälle möglich. Entweder gibt es gar keine weitere infinitesimale Trans- 
formation in der Gruppe, oder aber es gibt gerade n weitere, deren Reihen- 
entwickelungen in der Umgebung von x, = 0 die Form besitzen: 


2,2, —- BE t 


Es gibt hiernach drei verschiedene Fälle, welche wir jetzt sukzessiv 


erledigen werden. 

11. Zuerst suchen wir alle transitiven Gruppen von Punkttrans- 
formationen mit n + 4n(n — 1) +1 infinitesimalen Transformationen, 
deren Reihenentwickelungen in der Umgebung des Punktes von allge- 


meiner Lage die Form besitzen: 


+ = Po Bump t in Zum ti U. 
Die $,, und U sind offenbar verknüpft durch die Relationen: 
5,0)=0, 


(Sr N) er &udi, Be Eu dr FR ZELIR gr ERS 


wo &,, für z=0g den Wert 1 und in allen übrigen Fällen den Wert 
Null besitzt. 

Ehe wir jetzt weitergehen, normieren wir die P, in zweckmäßiger 
Weise. Ist nämlich: 


(P,U) —- P,+ 20,8, + «U, 


so führen wir, wie erlaubt, die rechte Seite als neues P, ein und er- 
halten hierdurch die einfachen Formeln: 


BÜ;mP. 
Um hiernach die Formeln: 


(PSa3) = u, kun Erb + 24,8, + AU 
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näher zu bestimmen, bilden wir die Identität: 


((P; U)S,,) BE (( US, P,) + (Ss Pr U) a 0, 


welche gibt: [395 
(PS...) = 8. P; 62 &aPa- 


Es bleibt übrig, alle: 
(P,P)= Zu,P, TB, SB 


zu bestimmen; hierzu bilden wir die Identität: 


((P,P)U) + ((P,DP,) + ((UP)P,)=0 
((P,P,) U: 2(P,P,) ) 


oder: 


welche unmittelbar zeigt, daß alle (P,P,) gleich Null sind. 
Unsere 5(n’+n + 2) infinitesimalen Transformationen: P,, $,,, U 
sind daher verknüpft durch die einfachen Relationen: 
(PP)=0, (P, n ER 0 TR En &uf. ot, 


(Sr U) Eur 0, (8,8 = 5,8; ES, — 8,8; fr &, Our 


uk no iv 


also genau durch dieselben Relationen wie die infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe: 


, >S 
Pr PT UP, Pr 


Alle Gruppen, welche wir in dieser Nummer suchen, sind daher 
holoedrisch isomorph und gleichzeitig ähnlich mit der Gruppe aller Ähn- 
lichkeitstransformationen des Euklidischen Raumes &,, ..., %,.- 

12. Wir kommen zu dem zweiten Falle; wir suchen also alle 
transitiven Gruppen mit n+ In(n—1)+1-+n infinitesimalen Trans- 
formationen, deren Reihenentwickelungen in der Umgebung des Punk- 
tes von allgemeiner Lage x, = O0 die Form besitzen: 


nt =Pu, 2m ut din Zumt =, 
2,229 - Mut Vi 


wo die Indizes % und i alle Werte 1 bis n durchlaufen. 


Die V, sind, wie man ohne weiteres erkennt, mit einander wie auch 


mit den S,, und U durch die folgenden Relationen verknüpft: [396 
(Vi) == 0, (UV,) =V,, (8,,V,) = &,V, u 
Es bestehen ferner Relationen der Form: 


(US,,) e- &rıVı T 51 0..R, 
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welche durch Einführuug von $,,— @,,,/1 —:::—«,,,V, als neuem 
S,, die einfache Gestalt: 
(6) (U5;,) — 0 


erhalten. Hiermit sind die S,, vollständig normiert. 
Es bestehen Relationen der Form: 


(Sr 5.) &u0 iv a, — 5 A Er Op + zpß,V; 
durch Bildung der Jacobischen Identität: 
(8,8, U) Tr: (ee U)S,,) er ((US,)8,,) Be 0, 


deren beide letzte Glieder wegen (@) ohne weiteres wegfallen, ergibt 
sich, daß alle 3, gleich Null sind, daß also: 


(S;, Su) = ES) iv =, =a,8, rt &, Du: 


Jetzt müssen wir die P, in solcher Weise normieren, daß die noch 


übrigen Relationen eine möglichst einfache Form erhalten. Ist: 


(P.U)=P,+20,9,,+e.U+2ßV,, 


iv iv 
so führen wir: 


P,+Za,S,+teU+32B,V, 


als neues P, ein; dann wird: 
(P,UO)=P. 
Hiernach bilden wir die Identität: 
(PS,JU)+(8,,DP) + (UP)S,)=d 


die sich auf: [897 
RR) U) ur (PS...) Sr 0 


reduziert, und erhalten hierdurch die Formel: 
CB, S,,) = &uf. 
Dementsprechend gibt die Identität: 
Bro) DR) (27-0), 
deren beide letzte Glieder sich aufheben, die Formel: 
(P,V,)= 28,0 + 28,,. 
Endlich zeigt die Identität: 
(BPIU) + (PP) — (PP)=0 
daß alle (P,P,) = 0 sind. 
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Unsere » +3n(n— 1)+1-+n infinitesimalen Transformationen 
P,, 8; U, V, sind daher verknüpft durch die Relationen: 
(BP)=0, (BUO)-PB, (BS.) uhr ru 
$,0)= (SS) = ed a Ei 
PV)=28,0 +28, (UV)=P 


(V,V)=0, (8,9) =; — € V;. 


BB Fr 


*) 


Unsere Gruppe ist daher, wie man ohne weiteres übersieht, isomorph 
mit der Gruppe: 

(6) P, Dr uPn ZU Di 22,229, — 2,2%, 

und nach früheren allgemeinen Entwickelungen ist sie mit ihr sogar 
ähnlich. 

Hiermit sind alle Gruppen der gesuchten Beschaffenheit mit in- 
finitesimalen Transformationen zweiter Ordnung auf eine gemeinsame 
kanonische Form gebracht. Diese kanonische Gruppe umfaßt alle Be- 
wegungen und Ähnlichkeitstransformationen des »-fach ausgedehnten 
Raumes. Sie läßt überdies, wie man ohne weiteres übersieht, die [398 
Differentialgleichung zweiten Grades: 

de +. +d=0 
und selbstverständlich keine andere Gleichung: 
ef, 0.) d 
invariant. 

Aus dem Vorangehenden läßt sich überdies herleiten, daß die 
Gruppe (C) die allgemeinste endliche kontinuierliche Gruppe ist, welche 
die Gleichung: dx? —= 0 invariant läßt. Die allgemeinste derartige 
Gruppe, welche diese Forderung erfüllt, umfaßt nämlich jedenfalls die 
infinitesimalen Transformationen (C) und kann daher in der Umgebung 
des Punktes x, — 0 keine weitere von nullter oder erster Ordnung ent- 
halten; dann aber hat sie auch keine weitere von höherer Ordnung und 
deckt sich somit mit der Gruppe (C). 

Setzen wir als bekannt voraus, daß auch jede unendliche Gruppe 
mit den beiden infinitesimalen Transformationen X/, Yf zugleich die 
infinitesimale Transformation X(Y(f)) — Y(X(f)) umfaßt, so können 
wir aus dem Vorangehenden ein noch weiter gehendes Resultat her- 
leiten. Läßt in der Tat eine kontinuierliche, endliche oder unendliche 
Gruppe die Gleichung: Zdx? = 0 invariant, so enthält sie offenbar in 
der Umgebung des Punktes von allgemeiner Lage x, = 0 keine weite- 
ren infinitesimalen Transformationen nullter und erster Ordnung als: 


Ps Pr Po UP; 
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räsonniert man dann weiter, wie S. 390ff. [hier S. 535 ff.], so erkennt man 
zunächst, daß alle auftretenden infinitesimalen Transformationen zweiter 


Ordnung die Form: 
22,280, -— ER +: - 


besitzen, ferner, daß es gar keine infinitesimalen Transformationen 
dritter oder höherer Ordnung gibt. Die gesuchte Gruppe ist somit 
endlich und deckt sich mit der früher gefundenen. 

Wir werden schließlich andeuten, wie man durch eine direkte [399 
Methode die allgemeinste infinitesimale Transformation: 


X=859 +: + 2, 


findet, welche die Gleichung Zdx? = 0 invariant läßt. 
Diese Forderung kommt darauf hinaus, daß der Ausdruck: X(2da®) 
vermöge: Zdz?’—= (0 verschwinden muß, daß also eine Gleichung der 


Form: 
22,.dE,.da,=o2d.ı? 


besteht; dieselbe zerlegt sich in die Gleichungen: 


deren Integration keine Schwierigkeit darbietet. 


13. Es bleibt übrig, alle transitiven Gruppen in m Variabeln zu 
finden, welche m +&m(m— 1) infinitesimale Transformationen ent- 
halten, deren Reihenentwickelungen in der Umgebung des Punktes von 
allgemeiner Lage x, = 0 die Form: 


tim DB, 29-5048, 


besitzen. Bei der Erledigung dieses Problems scheint es zweckmäßig, 
die Unterfälle, daß m gerade: m—=2n, und daß m ungerade: m—=2n-+1 
ist, für sich zu behandeln. Gleichzeitig denken wir uns, daß die in- 
variante Differentialgleichung: 


fl m) 8, = 0 
bei der Substitution x, = 0 nicht, wie früher angenommen, die Form: 
2x, — 0, sondern die eine unter den beiden Formen: 
’ iR ’ "4 8 % 2 0 ur 
ER FRE 4 Ryan le, = ine) 


4 ’ ’ ’ 
& +20, + ; ee u, ran, 4 (m=3n+1), 
erhält. 
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Ist dann m = 2n, so enthält die gesuchte Gruppe 2n + n(2n— 1) 
infinitesimale Transformationen, deren Reihenentwickelungen nach [400 
den x, die Form: 


m er Du mi, 

mr = Deyau-ı> 
I u-ıP8r 4 v-1P2 u Fr a Ds ? 

ET ER a 0 S 120-1 


besitzen. Die Indizes 2v, 2» — 1, 2u, 2u — 1 durchlaufen alle Werte, 
die 2n nicht übersteigen. 

Die zwischen den S,, stattfindenden Relationen enthalten keine 
unbekannten Konstanten, können vielmehr ohne weiteres aufgestellt 
werden. Bezeichnen wir überhaupt mit « und « zwei beliebige Zahlen 
2» — 1 und 2», so daß, wenn «= 2» — 1 ist, dann « = 2v ist, wäh- 
rend, wenn «= 2» ist, dann @=2v— 1 ist, so lassen sich die zwi- 
schen den $,, bestehenden Relationen in die einzige Gleichung: 

(5.39,6) — E06 8,4 en E47 D63 Er E35 Sa Tr er Sa 
zusammenfassen. 

Dagegen enthalten alle übrigen Relationen, in denen mindestens 
ein P, eingeht, unbekannte Konstanten. Wir normieren die P, in 
solcher Weise, daß auch diese Relationen eine möglichst einfache 
Form erhalten. Zu diesem Zwecke bilden wir die infinitesimale Trans- 
formation: 

Z1,8,;_1,8 =4, S ar 1,8, 4 Fe 1.0, 0305 
deren Ausdruck n arbiträre Parameter A enthält, welche wir übrigens. 


sämtlich ohne Beschränkung gleich 1 setzen könnten. 
Ist nun: = 
(Pı, zl, S2;_1,2:) Er h, P, an PP DIR > PER PR as ZB, 52,2% r 
ir 20,8, ana 
und setzen wir: [401 
P, ur P, ne za, Sum u: 31 RS PER ee PER 
so wird: 
(P,, ZA, Sg_1,2:) Enz A, 2; % (A, Zr A, mE A), u Fr N) Se T 
FT 2(— A, es A, er 4) Bau er 2.) Su + 
re (A, T A, Sr 4,) ru e 2 S, r—1,2u—1' 
Sind daher die A, in solcher Weise gewählt, daß alle Ausdrücke 
+A,+4,+ 4, von Null verschieden sind, was ja insbesondere eintritt, 
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wenn alle A, gleich 1 sind, so können die Konstanten «, ß, y derart 
partikularisiert werden, daß wir die einfache Formel: 
(P,, ZA, 8; _ 1,23) -4P, 
erhalten. 
Wir können daher annehmen, daß die P, in solcher Weise nor- 
miert sind, daß für jedes k die Herner: 
(Pi, ZA, 8g;_1,2:) = AP, 
besteht. 
Jetzt bilden wir mit den drei infinitesimalen Transformationen: 


Bi; Z1,8,,_1,85 Sr _1,2% 


die Jacobische Identität, aus welcher das zweite Glied wegfällt, also 
die Gleichung: 


((P;» Zi, 8g;_1,9) Dar _1,28) ch, SI) =(, 


- woraus: 





1, (Pı 824 _ 1,33) SR (PıSsr_1,3 Z1,8,_1,2) =. 
Ist daher «Z1 und 
(> Sgr_1,2x) = Ze 25 ER 25 Zy,uds,_ 1,2u—1> 
' so erhält unsere Identität die Form: [402 
Z(h, 4 utrA)o, Sat al, +4, +4,)ß,.8: 27, 2u 7 
Tan hr Allah 130 3 

welche, da kein Ausdruck +4, +4, + 4, verschwindet, uns zeigt, daß 
«d@=-Pf=y'=0 ist. Es besteht also die allgemeine Formel: 

(e u 8,2 ai, 9,) = eg urE u 
Um jetzt noch alle: 
(P,, Sen,20-1) et aofsr en ee us 

Ar Sa, ,8:,, ER ann Zß,.S2,, FE Syu S,_ 1,2u—-1 

zu finden, bilden wir mit den infinitesimalen Transformationen: 


P, Zu8,_i,20 8: 


2n,20—1 


die Jacobische Identität; die hervorgehende Formel: 


0-21, — 1, +4,—1 a, 2u—1 E 
+ 2(— I BEE A, 7 A, A „) B.; Bes, FH 
+Z9,+4,+%,-— a)7.8 2v—1,2u—1 


zeigt, vorausgesetzt, daß alle nl 
+4,34, +,+%,+4 
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von Null verschieden sind, was ja insbesondere eintritt, wenn alle 2, 
gleich 1 sind, daß: 
a 


ist. Es besteht daher die allgemeine Formel: 
een 
und ähnliche Überlegungen geben die analogen Formeln: [403 
(P, I: 1,20) Eng ge = &;,an-ıFdaeo 
(P,, Sea 190.) = ra u &;,anPse-ı. 
Endlich müssen wir alle 0) berechnen. Sei: 
(P,,_ı Ps.) = 29,,P,+ za, S ER nz Zß,. Su Be Zyu De 3u-1 
Wir bilden mit den infinitesimalen Transformationen: 


an 
| ’ rn ZU Sn 


5,20 a 


die Jacobische Identität, wobei sich zwei Glieder aufheben, und tragen 
darnach den Wert von (P,,_,P,,) ein. Dann ergibt sich, wenn die A 
paarweise von einander wie auch von Null verschieden angenommen 
werden, daß die (P,,_,P,,) die Form: 

(Pri-ı P2) = Sc Ssr- 124 


besitzen. Bilden wir darnach die Identität: 
(4, P)Sg41,3:) ne KR, 2 ) F Mi u B) P,,) = EEE 0, 
so ergibt sich: 
(Peirı P,;) = (u. — ROTE, 
Dem entsprechend liefert die Identität: 
((Pa:-ı Pa) Se), + (2, Sri) Pri-ı) or 
=r I ee: u P,,) = 0 
die Formel: 
(ParFa-)> + 441) Na 


und eine ähnliche Überlegung gibt: 
(P, Prize) = — (+ 6) Sri = (+ Gi+1) Se 


Bilden wir endlich die Jacobische Identität mit den drei in- [404 
finitesimalen Transformationen P,,_,, Py;, Pr;;1, so ergibt sich, daß 
€, ;41 — 0 ist, und dementsprechend, daß alle c,,, deren Indizes © und % 
verschieden sind, den Wert Null besitzen. Wir haben also die drei 
Formeln: 

a N RS Tr re 2: f3,) = Sarı, 2,3 
(Pi; P,;42) = Aa COgunıyr 
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welche die gemeinsame Form: 


(P,P,)= S,8 


besitzen. Diese letzte Formel gilt, wie man leicht einsieht, für alle 
Werte der Indizes «, ß, und dabei ist die Konstante c,, Senbar von i 
unabhängig: 


(P,P,) u: us 


Hiermit sind alle Relationen bestimmt. Es gibt offenbar zwei und 
nur zwei Möglichkeiten. Ist c=0, so ist unsere Gruppe holoedrisch 
:isomorph, ja ähnlich mit der Gruppe: 


Pr Pr: —%P; > 


das heißt mit der Gruppe aller Bewegungen eines 2n-fach ausgedehnten 
Euklidischen Raumes. Ist dagegen c verschieden von Null, so ergibt 


sich, indem P,: Ve als neues P, eingeführt wird, daß c ohne Beschrän- 
kung gleich 1 gesetzt werden kann. Alle derartigen Gruppen sind da- 
her holo@drisch isomorph und gleichzeitig ähnlich mit der projektivischen 
Gruppe einer nicht ausgearteten Fläche zweiten Grades im 2n-fachen 
Maume %,,.. ., %,- 


14. Ist die Zahl m ungerade, etwa m = 2n + 1, so gelangen wir 
durch analoge Überlegungen genau zu demselben Resultate, wie jetzt 
gezeigt werden soll. 

Wie früher gesagt, denken wir uns jetzt, daß die invariante Glei- 
chung: Zf,,(2@)2,;2, = 0 bei der Substitution: z,= 0 die Form: [405 


0-12 Tr, ++ Lan-ılau F Kar TER 4 Baar 


annimmt. Dann haben die Reihenentwickelungen nach den x von den 
infinitesimalen Transformationen unserer a die Form: 


Pı u :=P, ws 2 Eee = Pony 
y 
a Dur 
EPanyı — ZIanrı Pt =D, 


wo die S,, ganz dieselben Ausdrücke wie im vorigen Falle bezeichnen. 
Wir bezeichnen mit A,,...., A, Konstanten, welche nur nicht ge- 
wisse Ausnahmswerte besitzen, setzen sodann: 


Sa,8 2i— 19 =: =U 


und können darnach P,,,, so normieren, daß wird: 


(Paazı U)= 2,04 82,_1,235 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 35 
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durch diese Forderung ist P,,,, vollständig normiert bis auf ein arbi- 
träres additives Glied der Form &d, S, »_1,9,. Hiernach bilden wir die 
Jacobische Identität: 

a U) Sg,_1,34) au KON 100 DB) > (Sp;-1 34 Pan+ı) U) =, 
deren linke Seite sich auf das dritte Glied reduziert. Da wir uns nun 
Ausnahmewerte der A, ausgeschlossen denken können, erkennen wir, daß 
für jedes % Relationen der Form: 


> Ar 3 Y 
Ka Sgr _1,28) - 2,0 
bestehen. 
Um die Konstanten in den Formeln: [40% 


(Past Su) — 20,8, te Pu Dergw ar 
un You Day_awn +26T, 
zu bestimmen, bilden wir die Identität: 
(Barrıd, O)+ (Sonn, DPaur) + (UP) = 0 
und durch Aushang 
0 (A, A .) Erw w Sg, Bu le )B, w Sn er 
+34, +. IPew Dee BE 1)'4,6,7, — a, rn 
+ (A, ee 1 2w th, Set tr, rn De 130,202) 
oder geordnet: 
= EG. lt + et 
TG 2(— Au ee A) Pr w 5; Qu’ En 
TZn LA, LA) Peru Se + 
Tel DA ATA)B Oro, 
Hieraus folgt, daß alle «,,, Byu, Yıru, 0, außer etwa Pß,, gleich Null 


sind, daß also: : e 
(PonzıSar,2u) = Mens 


In entsprechender Weise ergibt sich für A Indizes «, ß, [wenn [407 
BZ a]: | 
(0080) 1 un daR 
und dabei ist es, zeigen wir bald, möglich, P,,„;, derart mit den S_18: 
zu normieren, daß alle e,, verschwinden. 
Wir bilden die beiden Identitäten: 


0 (Panda, + (Sur Banrı) + 
(9, 1, PB) 

VB deu.) dr.) FW. dr + 
EU ana 8) 
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in denen beidemal die beiden ersten Glieder sich aufheben. Also wird: 
— 2,0, 84-1, 0, „ul, 66), 3. 
— 2,0,, (Ss: 1,84 Su-,)> 0 = (li, BB SPAR 1,279 
woraus 6,,=.c,,=0 und: 
(Pınzı Sgr- 1,22) =0, 
Ehe wir jetzt weitergehen, entwickeln wir eine bemerkenswerte 
Formel, die wir später verwerten. Seien « und & wie früher zwei be- 


liebige Zahlen der Form 2v — 1 und 2», ebenso ß und ß zwei andere 
Zahlen dieser Form. Bilden wir darnach die Identität: 


(Prnrı 9.2952) S% (8,3832) 2) ug (5; Pan+1)Da,) Zar 0 
oder ausgeführt: | 


PLCAFT 7) Ba a CS Pe iS FRE men eu I 8.) = 0 
oder endlich: 


(&s ua ex) (53, +8,.)=0, 
so folgt: 
eur ee 


Dieses vorausgesetzt, werden wir P,,,, derart mit S,, und [408 
S, , pormieren, daß: 
’ . 


(Ponzı Ss „‚=0 ’ (PonzıSas) = 0 


alsdann liefert die Formel: e,;—= — e, ; uns unmittelbar: 


ni S.)=0; (Ponzı S,)=0. 
Hiernach normieren wir P,,,, derart mit S;,g, daß wird: 
Be 5:)=0 und folglich: (Ponrıdın) —(. 
Bilden wir sodann die Identitäten: | 
er 35,2) 81.5) > Er S,,5) zu 0, 
(Donzı Ss,» S,,4) r Be, 5 4) ae 0, 


((Pon+ı Ss,s) der, 5,0, 
so folgt: 


(Ponzı Ss) FE > (Ponrı ds, SE 0, (Pon+ıSı,s) =0 
und mit Benützung der Formel: ea — Cap} 


(Pan+ı8a) = 0, (Prn+195,) = 0, (Prn+ı96,) = 0. 


Indem wir in dieser Weise fortfahren, erkennen wir, daß Bus 
' sich derart normieren läßt, daß alle e, «s verschwinden und folglich die 


allgemeine Formel: 
S3) =) 


besteht. 
35* 
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Endlich normieren wir die übrigen P, derart, daß die Gleichung: 
(Porz 2 2] 
besteht, bilden darnach die Identität: 
(Pour TdSas) + (DT Sa) Ponzı) + (SagPan+) 7) = 0 
und erkennen, indem wir bemerken, daß (7;,S,,) immer gleich einem 
gewissen 7 ist, daß alle (P,S,,) die Werte: [409 
(P;8.3) 2, he — 8,25 


ıa fi 


besitzen. 
Zur Berechnung der (P,T,): bilden wir zunächst die Identität: 


((P, T,) 8, ,s) Tr (738, ‚2) P,) = (8, Pı)T3) =0 


oder: 
((P, T,) 8, ‚s) Er 2(P, T,) Zr 0, 
woraus: 
Ä (P, T,) 0. 
Ferner ist: 


((P,T,) U) + (2 U)P,) 4 (UP,)T,) Sen 12 
und da sich die beiden letzten Glieder aufheben, folgt: 
(B, T,) IE ER, 

Ebenso gibt die Identität: 


((P, T,)S; 1) ee (7,8, Pı) ar (8, PoT;) =(, 


in welcher das erste und letzte Glied wegfallen, die Formel: (P,7T,)=0. 
In dieser Weise ergibt sich die allgemeine Formel: 


(P,T;) = &5Pasrı (Z8n+1), 


Indem man fast genau wie im vorigen Falle verfährt, erkennt man, 
daß die Formel: 2 
(P.P3) mess Ds a 


immer besteht, welche unter den Zahlen 1,...,2n auch « und ß be- 
zeichnen mögen. Um noch (P,P,,,,) zu berechnen, bilden wir mit 
P,, Pa„;ı und U die Jacobische Identität und erhalten hierdurch: 


Bu) = P, + B.Tz- 
Es ist andererseits: [410 
((P, n+1 T,) 2) Fr (T, P) P, Br) = (Bi P, en T,) a8 0 


und also: 
ABR)t o, Ponzı +2,87 = 9, 
woraus: 
u 2a Beet 
und: 


(P,Penı) = —- 2; Pı — T;r- 


deal Bu 53 Zu Zi ann nal Ua a BE na Bin uuacn 
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Bilden wir jetzt die Jacobische Identität mit P,, P, und &,,, 
so ergibt sich: 


(P,P,)= CD 5; 


und, wenn dieselbe Identität mit P,, P, und $,, gebildet wird, so 
kommt: 


(P,P,)= &,aPanzı + CD, 4:- 


Bilden wir andererseits die Identität mit P,, P, und S, ,, so er- 
gibt sich: 
(P,P,) = 8,4 


und, wenn dieselbe Identität mit P,, P, und $,, gebildet wird, so 
kommt: 


(P,P))= — &,afanrı r 8,4 


woraus hervorgeht, daß die Konstante e, , gleich Null ist. 
Ähnliche Überlegungen geben, wenn i und k zwei beliebige In- 
dizes bezeichnen, die kleiner als 2%» + 1 sind, die Formeln: 


(PP)=e8, (Pfarr) = — eT;- 


Zu bemerken ist übrigens, daß bei der hier ausgeführten Rech- 
nung der Fall 22" +1=3, also der Fall eines dreifach ausgedehnten 
Raumes implizite ausgeschlossen worden ist. 

Ganz wie im vorigen Falle ergibt sich, daß nur die beiden [411 
Fälle ce=0 und c=1 wesentlich verschiedene Gruppen liefern; offen- 
bar gibt die Annahme c—=0O die Bewegungen eines (2n + 1)-fachen 
Euklidischen Raumes, die Annahme cZ0 gibt die projektivische 
Gruppe einer allgemeinen Fläche zweiten Grades, also die Gruppe aller 
nichteuklidischen Bewegungen im (2» + 1)-fachen Raume. 

15. Fassen wir die erhaltenen Resultate zusammen, so erhalten wir 
das folgende allgemeine Theorem, unter das sich frühere Resultate von 
Liouville und Riemann als spezielle Fälle subsumieren: 

Theorem 4. Läßt eine kontinuierliche, endliche oder unendliche Gruppe 
von Punkttransformationen des Raumes &,,..., x, eine Differentialglei- 
chung zweiten Grades: 


fl, 2, 2,)AR,de, =D 


m 


mit nicht verschwindender Determinante der f,, invariant, werden ferner die 
durch einen festgehaltenen Punkt (x) gehenden Richtungen x, transformiert 
durch die allgemeinste projektivische Gruppe [der Gleichung]: 

so sind vier Fälle möglich: 1. Die Gruppe ist ähnlich mit der Gruppe 
aller Bewegungen des m-fachen Raumes; 2. sie ist ähnlich mit der Gruppe 
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aller Ähnlichkeitstransformationen des m-fachen Raumes; 3. sie ist ähn- 
lich mit der Gruppe aller konformen Transformationen; 4. sie ist ähn- 
lich mit der allgemeinen projektivischen Gruppe einer Fläche zweiten 
Grades mit nicht verschwindender Determinante. 

Die,im Vorangehenden ausdrücklich ausgeschlossenen Fälle m=2, 
m ==3 sind schon bei früheren Gelegenheiten erledigt worden. 


Zum Schlusse noch einige kurzgefaßte Unterswchungen über die 
Zusammensetzung der gefundenen Gruppen. 

Die projektivische Gruppe einer Fläche zweiten Grades im (n+1)- 
fachen Raume ist bekanntlich isomorph (ja in gewissem Sinne [412 
ähnlich) mit der allgemeinen konformen Gruppe im n-fachen Raume: 


P,=2, 9, = pp, U=Zup, V= 20, U—p,222. 


Es ist nicht schwierig, nachzuweisen, daß diese letzte Gruppe einfach 
ist. Existierte nämlich eine invariante Untergruppe, so erkännte man 
durch wiederholte Kombination einer infinitesimalen Transformation 


derselben: 
Zap, + 20,8, +bU+ ZdV, 


mit zweckmäßigen Translationen P,, daß die betreffende invariante 
Gruppe sicher eine infinitesimale Translation 2«,P, enthält. Nun aber 
sind alle infinitesimalen Translationen, für welche Ze? von Null ver- 
schieden ist, schon innerhalb der Gruppe aller Bewegungen P,, S,, und 
um so mehr innerhalb der allgemeinen konformen Gruppe mit einander 
gleichberechtigt; ebenso sind alle infinitesimalen Translationen, für 
welche Ze} gleich Null ist, innerhalb derselben Gruppen mit einander 
gleichberechtigt. Da nun die letztgenannten Translationen in keiner 
kleineren Gruppe als der Gruppe aller Translationen enthalten sind, 
so schließen wir, daß die besprochene invariante Gruppe, die ja jeden- 
falls eine infinitesimale Translation Z«,P, enthält, unter allen Um- 


h 
ständen alle Translationen umfaßt. Nun ist: 


(PV)=20, (PV)=28S,,, 
und also umfaßt die betreffende invariante Untergruppe alle Ähnlich- 
keitstransformationen; da ferner: 
(UV)=V, 
ist, so erkennen wir, daß die betreffende invariante Gruppe sich mit 
der Gruppe aller konformen Translationen deckt. Also: 


Satz 11. In einem Raume mit mehr als zwei Dimensionen ist die [413 
kontinuierliche Gruppe aller konformen Transformationen einfach, 


und ebenso: 
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Satz 12. In einem Raume mit mehr als drei Dimensionen ist die kon- 
tinwierliche projektivische Gruppe einer Fläche zweiten (Grades, deren 
Determinante nicht verschwindet, immer einfach. 

Es hat keine Schwierigkeit, die invarianten Untergruppen in den 
Gruppen aller Bewegungen und aller Ähnlichkeitstransformationen zu 
bestimmen. Hat der betreffende Raum mehr als vier Dimensionen, so 
gibt es keine anderen derartigen Untergruppen als die Gruppe aller 
- Translationen, die Gruppe aller Ähnlichkeitstransformationen, bei denen 
alle unendlich fernen Punkte ihre Lage behalten, und die Gruppe aller 
Bewegungen. 


XXlIla. 


Selbstanzeige von XXII. 
F. d.M. Bd. XVII, Jahrg. 1885, $. 338—339. Berlin 1888. 


Ist eine kontinuierliche Transformationsgruppe: 
‚ » F 
ne) Geh... 


gegeben, so ist es immer möglich, ohne Integration alle gleichzusam- 
 mengesetzten Gruppen zu finden. Wünscht man insbesondere alle transi- 
_ tiven Gruppen von der betreffenden Zusammensetzung, so verfährt man 
folgendermaßen: Man nimmt eine Mannigfaltigkeit des Raumes ,, ..., @,, 
führt auf sie alle Transformationen der Gruppe aus und erhält so eine 
invariante Schar von Mannigfaltigkeiten. Bei der Gruppe werden die 
Mannigfaltigkeiten dieser Schar unter sich vertauscht. Sind dabei 
%,..., &, die Parameter unserer Mannigfaltigkeiten, so werden diese 
Größen u durch eine mit der vorgelegten Gruppe gleichzusammenge- 
setzte Gruppe transformiert. 

- Alle Transformationen einer Gruppe G,, die ein Wertsystem x, 
invariant lassen, bilden eine Untergruppe. Gehört nun jede derartige 
Untergruppe gleichzeitig zu unendlich vielen Punkten, so daß alle 
Transformationen der Gruppe @,, die einen Punkt ungeändert [339 
lassen, gleichzeitig unendlich viele Punkte invariant lassen, so heißt 
die Gruppe „systatisch“. Alle Gruppen, welche diese Eigenschaft nicht 
besitzen, heißen „asystatisch“ Die hiermit eingeführten Begriffe sind 
von Wichtigkeit bei der Anwendung der Transformationstheorie auf 
die Integrationstheorie der Differentialgleichungen. 

Läßt eine Gruppe @, eine Differentialgleichung: 


17.2508 
(1) <f,.@, 2.) da,da, = 0 


| _invariant, so werden vermöge der Gruppe die durch einen festgehal- 
tenen Punkt &° gehenden Richtungen dx,,...., dx, durch eine projek- 
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tive Gruppe transformiert, welche die in den Differentialen quadratische 
Gleichung: 


on 


P7 a, ay)dx,dz, = 0 


invarlant läßt. Es wird nun angenommen, daß diese projektive Gruppe 
die allgemeine projektive Gruppe der betreffenden Gleichung zweiten 
Grades ist. Alsdann ist die Gruppe @, ähnlich entweder mit der 
Gruppe der euklidischen Bewegungen im Raume &,,..., %,, oder 
mit den Ähnlichkeitstransformationen in diesem Raume, oder mit der 
Gruppe der nichteuklidischen Bewegungen, oder endlich a der Gruppe 
der reziproken Radien. 

Die allgemeine projektive, kontinuierliche Gruppe einer Fläche 
zweiten Grades im n-fachen Raume ist einfach, wenn n> 3 ist. 


L. 
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XXI. 


Zur Theorie der Transformationsgruppen. [3 
Von SoPpHus LIE. 


Christ. Forh. Aar. 1888, Nr. 13. 6 Seiten 8°. Christiania 1888. 
(Gedruckt 14. Dezember 1888.) 


L 


Faßt man Transformationen eines n-fachen Raumes x,,..., x, als 


Operationen auf, so gilt für sie das sogenannte assoziative Gesetz. 
Angewandt auf die Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe: 


12 = flay 9 %r , - +, @,) 
liefert uns diese Bemerkung die folgenden Sätze: 


1. Gelten für die Funktionen f;(&,, -..-, 2%, 4, -- -; Q,) einer 


‚r-gliedrigen Gruppe: x. = 'A62 a) die Bedingungsgleichungen: 


Ber... 0,.:.,0) 10.2, 06D. 0a) 
so bestimmen die Gleichungen: 
a, = 9,(@,, a) d,., B; OR) b,) 


eine r-gliedrige Gruppe zwischen den 2r Veränderlichen a und a’. Diese 


‚ sogenannte Parametergruppe der vorgelegten Gruppe ist einfach transitiv 
und ihre eigene Parametergruppe. 


2. Die Gruppe: 4 = fi(&,, -- -; Zu 4 - - -, a,) und ihre Parameter- 
gruppe sind holoedrisch isomorph. Erfüllen die infinitesimalen Trans- 


- formationen der vorgelegten Gruppe die Gleichungen: 


GERA 
ld.) Zaular... 0) gu, Ö 


so liefern die r Ausdrücke: 


of 
A,f= 2a, (a, er a,) da, 


r unabhängige infinitesimale Transformationen der Parametergruppe. 
3. Kennt man die A,f und liefern dabei die Parameterwerte 

@,..., a? die identische Transformation der Gruppe: x/ = f(x, a) wie 

auch der Parametergruppe, so findet man die endlichen Gleichungen 
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der Parametergruppe durch Bestimmung der Hauptlösungen des voll- 
ständigen Systems: 
af 


OL % of 
Zar, Gr a, (b) 56,” 0 


in bezug auf: ,=a},...,b,=.a®. Sind H,(a’, b) diese Hauptlösungen, 
so erhält man die gesuchten Gleichungen der Parametergruppe durch 
Auflösung der r Gleichungen: 

= H,(a,..,0.Bd,...,8,) 
nach a, 0. 

4. Zwei »-gliedrige Gruppen sind dann und nur dann gleich- 
zusammengesetzt (holoödrisch isomorph), wenn die Parameter der einen 
Gruppe derart gewählt werden können, daß sie dieselbe Parametergruppe 
wie die zweite Gruppe erhält. 

Zwei r-gliedrige Gruppen sind daher gleichzusammengesetzt dann 
und nur dann, wenn sich zu jeder Transformation 7, der einen Gruppe 
eine Transformation 7,,, der zweiten Gruppe derart eineindeutig zuordnen 
läßt, daß auch die beiden Transformationen 7, „T,, und TaTe, ein- 
ander entsprechen. 

Sind Al 2X und. zwei Gruppen mit 
beziehungsweise r und m wesentlichen Parametern, welche mero@drisch 
isomorph sind, so daß etwa: 

(X; X) = 20 
ist, so werden die endlichen Transformationen Ze,X, und Ze,Y, 
beider Gruppen durch die Gleichungen: e,= &, im Sinne der Substitutionen- 
theorie mero@drisch isomorph auf einander bezogen. [5 

Ist eine einfach transitive Gruppe @ gegeben, so liefern die zu 
einer Untergruppe der reziproken Gruppe gehörigen Invarianten die all- 
gemeinste Zerlegung des Raumes, welche bei der ersten Gruppe in- 
variant bleibt. Die Teilgebiete dieser invarianten Zerlegung werden 
durch eine mit @ isomorphe Gruppe transformiert, und zwar erhält 
man in dieser Weise alle mit @ holoödrisch oder mero@drisch isomorphen 


und (Eee 


iskenr8 


transitiven Gruppen. 
II. 
5. Sind @,,...,9p, unabhängige Funktionen von &,,...,2,, 913: D,, 
welche in den Beziehungen: 
(1) (PP) = WirlPir - >» Pr) 
stehen, so erfüllen die w,, wegen der Jacobischen Identität die 
Gleichungen: 


< > (Ow;x ou;; Ou;; 
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und überdies: 


(3) w.tWw,—0. 


Sind andrerseits r? Funktionen ıv,, von @,, ..., @, gegeben, welche 
die Relationen (2), (3) erfüllen, so gibt es immer eine r-gliedrige Funk- 
tionengruppe mit r unabhängigen Funktionen: @,,..., p,, welche in 
den Beziehungen (1) stehen. 

Um das zu beweisen, benutzen wir das Symbol: 


uf 98 

44) [Fo®] ee. dp Pix: 
Dann gilt die Identität: 
“ (5) [FO Pr) + [PPIFI)+- [I PFF]O])=0. 


Sind nämlich F, ®, % drei unter den g, so ist (5) nur eine andere 
_ Form für (2); hieraus folgt leicht die Gültigkeit der Identität (5), 
_ wenn F' und ® zwei Größen p sind, während % eine beliebige Funk- 
_ tion von den @ bezeichnet. Schließlich ergibt sich die allgemeine 
Gültigkeit von (5). 

6. Um nun den aufgestellten Satz zu beweisen, genügtes, r=—2m+gq[s 
unabhängige Funktionen: P,,..., Payg Xır +: Am VON Pıy -.., P, 
zu bestimmen, welche in den Beziehungen: 


(6) [B%]=1, [BPJ=-[BXJ-[XX]=0 den 
stehen. 
Dies gelingt folgendermaßen: 

Sind alle [p,9,] = 0, so braucht man nur p,= P, zu setzen. Wir 
_ können daher annehmen, daß nicht alle [p,Y,] gleich Null sind. Als- 


dann gibt es immer eine Größe ®(@,,...., p,), welche die lineare par- 
_tielle Differentialgleichung: 


En 


o® 
[9 P] = Z,w,, ao 1 


befriedigt. 
Wir setzen sodann: 
4 ’< 1, = X, 


und erkennen leicht vermöge (5), daß die beiden partiellen Differential- 
‚gleichungen: 


IPfl=0, [X /]=0 


in den unabhängigen Veränderlichen ,,..., p, ein vollständiges System 
‚nit den Lösungen: @/,..., p._, bilden. Es ist dabei unmittelbar ein- 
leuchtend wegen [P,X,]=1, daß P,, X,, $,..., @._, unabhängige 
Funktionen von @,,..., p, sind. 
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Sind nun alle [p;@,] gleich Null, so setzen wir: 
p, Pu, 9,-3 ee 


Sind dagegen einige [p;g,], etwa einige [p;p,] von Null verschieden, 
so setzen wir 9, = P,, bilden die Gleichungen: 


[afl=0, [Kr]=0, [Bfl-1=0 


und verifizieren in bekannter Weise, daß sie unabhängig sind und ge- 
meinsame Lösungen besitzen. Eine solche Lösung setzen wir gleich X,. 

Indem man so weitergeht, erkennt man, daß es wirklich immer 
r—=2m-+q unabhängige Größen: P,,..., Puyn X +, X, gibt, 
welche die Relationen (6) erfüllen: 


FE = A, (9, , 9p,) Gele. mF+0), [7 
X, = B,; (9, ee p,) I ee} 


Diese Gleichungen lösen wir nach @,, ...., p, auf: 
GeDi, s Ay... Xn) 


m+g? 


und verifizieren dann ohne weiteres, daß die Gleichung: 
m+q 


a 1_\T/08 08, 08, 98, 
0 [nl (vr. EEE 32.) 
1 
hervorgeht. 


Setzen wir daher: 


= Dd(Pır-. Pasg Ir: Am)ı 


m+q m 


so wird: 
(99) = Wr (Pi >, p,) 


und hier sind ®,,..., ®, unabhängige Funktionen von P,,..., Py4, 
°F .. ” 4 .. Li 

X], :.., Any49 Welche übrigens die Größen X Kur gl 

nicht enthalten. 


Hiermit ist unser Satz erwiesen. 


we DB 


«. Wenden wir den gefundenen Satz auf den Fall an, daß die w,, 
linear (und homogen) in den g sind: 


A 
W;r - 2: Cirs Ps» 
1 


so sind die Gleichungen (2) mit den Relationen: 


(7) (Glare Ton. Cu, 6x0) = 0 


äquivalent, und es gilt daher der Satz: 
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Ist irgend ein Wertsystem von Konstanten: 


62 (Es —1,0..,7) 


ihs = 
vorgelegt, welches alle Relationen (7) und überdies noch die Gleichungen 
Gy + &%;, = 0 erfüllt, so gibt es immer eine r-gliedrige Berührungstrans- 
formationsgruppe (und folglich auch r-gliedrige Punkttransformations- 
gruppen), deren Zusammensetzung durch die Gleichungen: 


7 
(9; P,) = >: Cirs Ps 
1 
bestimmt wird. 


| Sind r? Größen w,,(9,, . : :, 9,) vorgelegt, welche die Gleichun- [s 
gen (2), (3) erfüllen und überdies noch homogen von erster Ordnung in 
| den p sind, so gibt es immer eine homogene r-gliedrige: Funktionen- 

gruppe mit r homogenen Funktionen erster Ordnung: 9,,..., P,, 
' welche in den Beziehungen: 


(9; 91) = Wir (Pı> - = Pr) 
‚stehen. Besonders wichtig ist natürlich der Fall, daß die w,, linear 
und homogen in den g sind. 
| An das obenstehende schließt sich nun leicht die Bestimmung aller 
Berührungstransformationsgruppen gegebener Zusammensetzung. Man 
stützt sich hierbei auf meine Bestimmung aller bei einer vorgelegten 
Transformasionsgruppe invarianten Gleichungssysteme. 










8. Jede achtgliedrige Gruppe, welche keine siebengliedrige Unter- 
gruppe enthält, ist mit der allgemeinen projektiven Gruppe einer Ebene 
‚gleichzusammengesetzt. 

Die projektiven und dualistischen Transformationen des Raumes 
sind die einzigen Berührungstransformationen desselben, bei denen Haupt- 
‚ tangentenkurven in ebensolche übergehen. 

Gestattet eine gewöhnliche Differentialgleichung m-ter Ordnung: 
Fey +o(a,y,..., yrD)-0 

pie endliche en 

; kung Y(z, y), ee X (ı, Y), 

so wird sie en mit dem Faktor: 

KH XL, 

Kt Zur 

" Gestattet andererseits Er 3 die infinitesimale Transformation: 


Bf=&5.+4n50, 








so ist: 
- M-mS- (m + Dys,]F- 


XXIV. 


Ein Fundamentalsatz in der Theorie der unendlichen [3 
Gruppen. 
Von Sornutvs Lie. 


Christ. Forh. Aar 1889, Nr. 7. 4 Seiten 8°. Christiania 1889. 
(Vorgelegt 25. Jan. 1889. Gedruckt 1. Febr. 1889.) 


1. Eine Schar Transformationen: 
u Bit, ..,%) (k=1,2,...,n) 


bildet nach meiner gewöhnlichen Definition eine Gruppe, wenn die I 
als Funktionen der x durch ein System Differentialgleichungen: 
| “08 
2, ka Klaren ey Inn 5 v2 ) - 0 
bestimmt sind, welches so beschaffen ist, daß gleichzeitig mit u = F,(&) 
und ,—=®,(x) auch: 
u = D(F,@),..., F,&) be 


ein Lösungssystem darstellen. 

Setzen wir überdies voraus, daß die Transformationen unserer 
Schar sich paarweise als inverse zusammenordnen lassen, so erkennen 
wir, daß unsere Gruppe die identische Transformation und gewisse in- 
finitesimale Transformationen: 


of 
GE HAHN je r 


umfaßt. Sagen wir nun, daß die durch sukzessive Ausführung mehrerer 
Transformationen entstehende Transformation von diesen erzeugt ist, 
so übersehen wir leicht, daß jede endliche Transformation [4 
unserer Gruppe von infinitesimalen Transformationen der- 
selben erzeugt ist. 

®. Das System der Differentialgleichungen 2£,— 0 bleibt invariant 
gegenüber jeder endlichen Transformation: 


X Se A .. SE 


wie auch gegenüber jeder infinitesimalen Transformation: 


of 
Xf= 38,(6, RE, 2) er 
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_ unserer (unendlichen) Gruppe. Hieraus folgt, daß jede endliche Trans- 
formation einer beliebigen eingliedrigen Gruppe Xf unserer (unend- 
lichen) Gruppe angehört!), andererseits, daß die durch Kombination 
zweier infinitesimaler Transformationen derselben X,, X, entstehende 
Transformation (X, X,) ebenfalls der Gruppe angehört. 

Unsere (unendliche) Gruppe besitzt Differentialinvarianten: 


2.08 
De er 
und man erkennt leicht, daß das Gleichungssystem: 2, = 0 die Form: 


1, vr nn 25 ze. ) mE B,(&, ER, %,) 
erhalten kann. 
Aus diesen Entwickelungen, die im wesentlichen in meinen früheren 
Arbeiten über unendliche Gruppen enthalten sind, folgt nun leicht ein 
_ exakter Beweis des folgenden Fundamentaltheorems: 


Ist eine Schar von infinitesimalen Transformationen Xf durch ein 
lineares homogenes System von Differentialgleichungen definiert: 


08; 
2a,(2)&; + Zb,,,(%) sn A 

J 

welches so beschaffen ist, daß gleichzeitig mit: lo 
E15 ER) & und: N» | Nu 
auch 
ON \ mM | 08, i 05% ya 

Ei ee E= Een E. d%, N 22, ee dx, Me a, 


ein Lösungssystem darstellen, so sind die Xf die infinitesimalen Trans- 
formationen einer Gruppe, deren Transformationen sich paarweise als in- 
verse zusammenordnen. 

3. Man übersieht nämlich zunächst (Math. Ann. Bd. XXIV fd. Ausg. 
Bd. VI, Abh. II]), daß es eine unendliche Reihe Funktionen: 


6 
Us, rer: 55 = ) 
gibt, welche gegenüber allen eingliedrigen Gruppen X invariant bleiben. 
Setzen wir nun: 


U, Ks ee Ya au ) ie B,(&; =, 2); 


eu 





1) Zur Begründung meiner allgemeinen Theorie der unendlichen Gruppen ist 
es keineswegs notwendig, zuerst zu beweisen, daß jede unendliche kontinuierliche 
Gruppe aus eingliedrigen Gruppen besteht. Wir lassen daher diese interessante 
_ funktionentheoretische Frage bis auf weiteres ganz offen. 
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so erfüllen alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppen 
Xf sämtliche Relationen: 


Ol.) = Bla... 2). 
Wir behaupten, daß die größte kontinuierliche unendliche Gruppe, welche 
durch die Gleichungen U, = B, bestimmt wird, keine anderen infinitesi- 
malen Transformationen als die X/ enthält. 
Sei: 
Yf= 2n,(&; en } 3) n 


die allgemeinste infinitesimale Transformation, welche das Gleichungs- 
system: U, = DB, invariant läßt, und seien: 

20,0), + ZB; (X) - 
die zugehörigen Definitionsgleichungen, welche selbstverständlich [6 
von allen X/ erfüllt werden. Erfüllten nun alle X zugleich andere 
Gleichungen, die von den soeben geschriebenen unabhängig wären, so 
folgte daraus, daß unter den Invarianten U, gegenüber allen Xf sich 
einige befänden, welche nicht alle Yf gestatteten. Es ist daher die Schar 
der Yf identisch mit der Schar der Xf.!) 

Leipzig, 25. Dezember 1888. 


Mi +..=0( (k=1,3,... 
Ej 


1) Wenn die Transformationen einer (endlichen oder) unendlichen kontinuier- 
lichen Gruppe sich nicht als inverse zusammenordnen lassen, so geht die Gruppe 
durch analytische Fortsetzung in eine Gruppe über, deren Transformationen 
paarweise invers sind. 


a ee 








Die Abweichungen dieser Ausgabe von den 
ersten Drucken‘) 


& 

S.1, 2.16 (530, Z. 2): „der Schar ge- 
hörige‘. 

S. 2, 2. 4 (531, Z. 1f.): „der ursprüng- 
lichen Variabeln“: 

"8.2, Z. 10 (681, Z.11). Die Eintei- 
- lung in die Nummern 1—5 ist neu. 

S. 3, Z. 11 (533, Z. 7): „Form angibt“. 

8. 5, Z.12 v.u. (537, Z. 10) fehlt: | 
= dt, 

S. 6, 2. 8f. (538, Z. 9—11): „entweder 
eine... ungeändert!) (I) oder“. 

8.7, 2.18 v.u. (640, 2.16, 1ö v.u): 
„zu Grunde legenden“. Vielleicht hat 
F. Klein, von dem ja die Redaktion 
der Note stammt, geschrieben: ‚zu‘ 
Grunde zu legenden“. 

8.7, 2.7, 6v.u. (541, Z.2): „in der 
‚diese‘. 


#8, 2.2 v.u. (541, 2.2 v.u): 38 
statt 83. 
| u. 
-8.9, Z.16 (19, 2.10 v.u.): „ich mir 
es für‘. 

8.9, 2.14 v.u. (20, Z.4). Die Ein- 


teilung in die Nummern 1—32 ist neu. 
8.9, 2.11 v.u. (20, Z. 7): „Bestimm‘“. 
80 auch später mehrmals. 
=8.92.8v.u. (20, Z. 11): „erfüllt“ 
steht hinter: „abhängen“. 
8. 10, 2.15 (20, 2.7 v.u.): „Im ganz 
analogen“. 
8.11, Z2.5v.u. (22, Z.16, 15 v. u): | 
„sind. Und da“. So noch öfters. 


A 


8.12, 2. 7—5 v.u. (23, Z. 10—8v.u.): 
„Anwenden wir... die eine, sodann die 
andere Transformation, so ist‘. „Ord- 


nung wegsieht“; so noch öfters. 


S.13, Z. 17 (24, Z. 13 v. u.): „Inter- 
esse bieten“. 

8. 14, 2. 3f. (25, Z. 11f.): „Gleichung 
sagen“; „keine Parameter“. 

8. 14, 2.9 (25, 2.18): „zweckmäßigen 
Wahl“; so noch öfters. 

8.15, 7.2 (26, 2.17 v.u.): „sich doch 
nicht“; so noch öfters. 

Se AR PR u.): „unab- 


' hängig ist, und‘. 


S.17, 2.9 (29, Z. 1): „inverse Trans- 
formation von“. 

S. 17, 2.18 (29, Z. 11) fehlt: „so“. 

S. 18, 2.5 v.u. (30, Z. 2v.u.): bei 
f(x, b,, b,) und F(x, b,, b,) fehlt «x. 

8.19, 2.6 v.u. (32, Z. 6): „sagt, so 
noch öfters. 

S. 22, 2.5 (34, Z.9 v.u.): „Summe 
von f’s Differentialquotienten hinsicht- 
keh‘‘, 

S. 22, 2. 7,10 (34, Z.7,4 v.u.): das 
„also‘* hinter „bestehen“, 

8.23, 2.9 (86, Z. 5) fehlt „so“, wie 
noch öfters. 

8. 24, 2.14 v. u. (37, 2.12 v. u.) fehlt 
„an“, so noch öfters. 

8. 24, 2.5 v.u. (37, Z.3v.u): „in- 
dem“ statt: „weil“, wie auch später 
öfters. 

8. 24, 2.4 v.u.; 25, 2.9v.o,1llvu. 
(37, Z. 1 v.u.; 38,2.14, 5 v.u.)fehlt: „so“. 


1) Die eingeklammerten Seitenzahlen beziehen sich auf den ersten Druck, 
dahinter folgt dessen Lesart. Unmittelbar ersichtliche Druck- und Sprachfehler 
sind nur in einzelnen Fällen berücksichtigt. 
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S.25, 2.14 (38, 2.9 v.u): „hinein“ 
statt: „ein“. 


5.95,:4 16 (88.2 Ey.) fehlt: 


„den“. 

S. 29, 2.5 (42, 2.4 v.u.) fehlt bei 
F&, @,,%,) das x. 

28,:29.72.8 142, 21.0 ındem® 
statt: „weil“. 

S. 30, 2.5 (44, 2. 3): 


et 
— log (3 nu 1] . 

9.931,.2 8v u: 392,244. 211) 
steht in 2 beide Male x statt f. 

S. 38, 2. 12 (47, 2.10 v.u.): „Glei- 
chung sagt aus, daß“. . 

S. 35, 2.8 (49, 2.5 v. u.) fehlt: „an“. 

5:35:29 3.U0[50, ZI v u): „als 
Summe“. 

S. 36, Z. 15, 26 (51, Z. 14, 24): „in- 
dem“ statt: „weil“. 

8.36, 2.26f. (51, Z. 25): „[X,;X,] gar 
nicht die a enthalten‘“. 

S. 37, Z. 1f. (52, Z. 2f.): „Anwenden 
wir ... zweimal, so“. 

S. 88, 2. 15f. (53, 2. 17f.): „Gruppe 
zugehörigen infinitesimalen‘“. 


S. 38, Z. 17 (53, Z. 19) fehlt beide 


Male öt. 
3.38, 2.7 v.u. (53, 2.4 v.u.) fehlt: 
„zu“, so noch öfters. 


3.39, 2.8 (54, Z. 12): +[Sz]- 
5\ 1 


S.39, 2.16 (54, 2.7 v.u.) fehlt bei 
der Gleichung die Nummer (19). 


S.40, 2.14 v.u. (86, 2.7): „indem“ 


statt: „weil“. 

S. 41, 2. 13 (57, 2. 6): „Gleichungen, 
findet man“. 

III. 

S.42,2.8v.u. (153, Z. 4f.): „im An- 
schlusse zu den dargestellten“. 

8.42, Z.4v.u. (158, 2.9). Die Ein- 
teilung in die Nummern 1—36 ist neu. 

8:48 2.18.14, Or.u (184, 28,8 


10): „die somit erhaltenen“; „eintreffen, 


daß“; „Erniedrigung in der Zahl“. 

S. 45, 2.13 v.u. (156, 2.6 v.u.): „An- 
wenden wir nun ... beide Gleichungen, 
80... 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 45, Anm. 1 (157, Z.1v.u.) folgt 
ı nach der Formel noch: „ist“. 
S. 46, 2. 3 (157, 2. 6): „Alsdann soll 
unsere‘. 
BAB, 2.3.7 u (100,2. 16 1.00% 
' „a.= a" eine kontinuierliche Funktion 
| der a wäre“. 
»..40, Anm, 1.461. 2. uw u). am 
‚ ersten Drucke ist nicht angegeben, zu 
welcher Stelle des Textes die Anm. ge- 
hören soll. 
S. 50, Z. 13 (162, 2.6): „aus. Die mit 
dieser“. 
S. 51, 2. 8f. (163, Z. 9f.): „Anwenden 
wir... Transformationen, so soll diese‘. 
S. 51, 2. 15 v.u. (163, 2.6 v.u.): „An- 
wenden wir ... Transformationen, so“. 
S.51, 2.5 v.u. (164, Z. 7) fehlt der 
Faktor 4- 
S. 52, 2.8, 7,5 v.u. (165, Z. 8, 9, 11): 
„so löst die Gleichung ... sich, wie man“. 
8.58, 2.4, 6 (165, 2.9, Tv: u): „80 
drückt jedes ... sich als“. 
S. 53, Z. 16 (166, Z. 7): „zugehörige“. 
9.556. 23.17. 9.2 110922 14 vu). 
„folgen nach“. 
8.58, 2. 14f. (171, 2.7 v.u): „also | 
im allen o0”‘“. 
8.59, 2.9 (172, 2.2 v.u.);: 
ALLA) — A,(AB) 
S. 59, 7. 19 (173, 2. 9£.): „einfach als 
möglich“. | 
8.59, 2.18, 6v.u. (178, 2.19, 11v.u.):f} 
B,(A) 4) — A/(B,(F))=. 
3.59, 2 1 wu (175, 2. 0m. u): 
C(A,(F)) — A/(C(F) =. 
S. 60, Z. 16 (174, 7. 12): 
CAP) — A,(C,(P)). 
S. 60, 2.20 (174, Z.16): „so lösen 
unsere ... sich in“. 
S. 61, Z. 14f. (175, 2. 17£.): „Größen 
zweiter Ordnung wegsehen‘“. 
8. 62, Z. 16f. (176,2. 7-v.u.): „es zu 
einer anderen Gelegenheit“. 

S. 68, 2.1 (177, 2.15 v.u.): „nachge- 
wiesen. Und also“. 

S. 66, Z. 3 (181, Z. 14): „Gesichts- 
punkte sehen, wobei doch zu“. 








Abhandlung II—IV 


u 2 1vm (188, 2 1 vum): | 


„wenn“. 
S. 68, Z. 10 (184, Z. 10): „ließe‘‘. 
8.68, Z. 13, 10 v.u. (184, 2.4, 1 v.u.): 
„so muß auch nach den ... Abhandlung 
(H,H,) = (H,' H;) sein. Und daher“. 
S. 70, 2.9 (186, 2.4 v.u.): gi statt: 
(r — 2m) 2m. 


8.71, 2.1 (187, Z.5v.u.): „drückt 
jedes (H,H,) sich in“. | 
| 


B:72, Z. 15 (189, Z. 13,12 v.u): | 
„lassen die 2m ... Gleichungen sich“. 
8.72, 2.8v.u. (190, 2.8) fehlt: „die“. 
8. 73, Z.1 (190, 2.13): „indem“ statt: 
„weil“. 
IV. 
8. 78,.2.7v.u. (98, 2.7 v.u): „be- 
halte mich vor‘, so noch öfters. | 
8.79, Z.8v.u. (95, Z. 8) fehlt: 
Bel... 
8. 79, 2.6, 4,1 v.u. (95, Z. 10, 12, 15). 
Die Grenzen der Summen und: 
G=1,2,..,r—1,r) 


| 
| 
! 
| 








hat Lie selbst in einem Sonderabdrucke 
handschriftlich zugefügt. | 


8. 81, 2. 4v.u. (97, Z.4v.u): „sie | 
‚außer des“. 
S. 83, Z. 8 (99,. 2. 12): Im ersten 


Drucke wieder 3. 

S. 86, Z.15 (103, Z. 14): „Sei jetzt“. 

8.86, 2.7—5v.u. (108, Z.5v.u): 
'„simultanen Systems (8), so ist“. 

S. 87, Z.4v.u. (105, Z.1): wo B nicht 
rechts auftritt“. 

8.88, 2.17, 23 (105, Z.4 v.u., 106, 
2.3): @ statt: &,. 

8.88, 2.2 v.u. (106, 2.16 v.u.): „und 
sei“. 

8. 89, Z.6 (106, Z.8 v. u): „soll“ 
statt: „muß“, 

8.89, Z. 11 v.o., 6, 2v.u. (106, Z. 2 





Eu:, 107, 2. 14, 10 v. u.): « statt: o,. 
8. 90, Z. 6 (107, Z. 4 v.u): | 
ep + t+ap)- | 
8. 91, Z. 10, 30 (109, 2.9, 29): @ | 
statt x: | 
ws. 91, 2.15 v.u. (109, 2.13 v.u): | 
„B;f gar nicht die Größen x,,. 
enthalten‘. 
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8.91, 2. 87.0 109, 2 6 wn): 


Pr&g+1Pg+1 4°" + LprıParsı)- 
8.91.29 vu410, 20: 


Ag tt Ara + Pr&g) Par - 


17598, 28 ve DR RZUTUE 


„es >30 5 > ke, 

8.98, 2.3 v.u. (112, 2.9 v.u): aM 
statt: a. 

8.94, 2.4 (112, 2.3v.u): (4,H,) 
statt: (4, K,). 

S. 94, Z. 12, 16 (113, Z. 7, 11): 

an b4ı Ki Su b,,K, ’ 
= CK, +%s Kr + Cs K;- 

S. 94, 2.8 v.u. (113, 2.6 v.u.): „setze 
dabei voraus“. 

S.95, 2.5, 3, 1v.u., 96, Z.10 (115, 
27.8, 10, 12, 22) sind im ersten Druck 
die Grenzen der Summen nicht ange- 
geben. 

S. 96, Z. 10, 12 (115, 2.6, 4 v.u): 


(GH,) a =; 


Sud... DaB ER B,ß® ASS b,B®. 

e; 

S.96, 2.8, 7 v.u. (116, 2.15, 13 v.u.): 
„Frage, wenn zwei ... ließen“. 

S. 97, 2.17 v.u. (117, Z. 14 v. u.) fehlt 
bei den p der Index i. 

S. 98, 2. 16 (118, Z. 8 v.u): „daß 
dann“. 

8. 100,2:8% (190,2. 10 v0): „und 
% :-.%,,1, nämlich“. 


S. 100, Z.4 (120, Z.8 v.u.): „Ohne- 
dies kennen“. 

3.401,20, 38 (181.23 3W u); 
Z+i und Zeri ohne Index X. 

8.102, 2.11 (123, Z.11v.u.): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 102, Z. 16 (123, Z. 6 v.u.) sind die 


Argumente 2,, a, ..-, @,_, wegge- 


| lassen. 


8.102, 2.8,7 v.u. (124, Z. 4, 5) fehlt 
bei den Z der Index ı. 


S. 102, Z. 1 v.u. (124, Z. 11). Der 
Zähler rechts lautet: 
9% Yn-9| 
Een E, | 


36* 
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S. 104, Z. 5 (126, Z. 6): „von den be- 
treffenden Argumenten‘. 

©..108, 2.7.1126, 2-8) 
und: a,, a? statt: a,, a?. 

S:.4105: 2. 13:v.0 (988, 2.0: 
vorn“ statt: „von vornherein“, so öfters 


x, statt: f; 





8.408. 2 nen. (128. 2 0)..,.0der 
noch höheren“. 
S. 106, Z.14 v.u. (129, Z. 2): 
(ot 1) o+1) _ 
Ber... HEHE, 


8107.02. 1.1128. 9.14. 13 vu 
„verifiziert, fortwährend Relationen“. 

S. 107, 2.6 (129, Z.9 v.u.) fehlt: 
„den“. 

S. 107, Z. 18 (130, Z. 5) fehlt: 

yay)—a. 

S. 107, 2.20 (130, Z. 6): 
mich“, so öfters. 

S. 108, Z. 5 (130, 
p=a. 

2.7108. 2, 148. 1181, 2. Itt): 
oder höheren ... sind, lassen den“. 

3108: 7.418,00 (31,2 18, 19. 
„zweiten und höheren“, „welche ebenso 
diese‘. 

3.108 2 av dat, 
„existiert es in“, so öfters. 

S. 109, Z. 1 (132, Z. 6): „auch enthält 
unsere Gruppe“. 

S2.110-2.181.(1834,2.1, 3): „Uruppe. 
Folglich“, „= — 2828-14". 

S. 111, Z. 16 (135, Z. 7) fehlt: = u. 


„erlaube ich 
2.2 8. u.) fehlt: 


„ersten 


2,8 vaı.). 


S. 114, Z. 11 (139, 2.2) fehlt: =a. | 


8. 116-2. 77.0. (148,72,8): 
gt = Xp Ya. 
8:119: 2218, 7 v.u. (144, 2.12, 
fehlt: = a, pa, y)= 4. 
8.117, 2. 6 vu (144.7,.6v 0). Die 
Einteilung in die Nummern 24—48 ist 


Tv.u.) 


neu hinzugefügt. 

S. 118, 2.11. (145, Z. 11f.): „die sich 
durch passenden Wahl der Größe x be- 
kanntlich in“. 

S. 118, 2.16 (145, Z.15 v.u.) fehlt: 
p9=a. . 

8. 118, Z. 17 (145, Z. 14, 13 v.u.): „in 
der Bestimmung von den Gruppen“. 


und: p(x, y)= a fehlen. 


| satze“. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8 118.2 14.10 Ivo 046, 2868 


v. u; 146, Z. 2): „mehr als drei“, 
„Gruppe bilden“. 
8.110 286.8 146.219. 14.174 


„bestimmen‘“. 
S. 119, Z. 9 (146, Z. 18) fehlt die I. 


S. 120, Z. 13, 12 v.u. (148, zwischen 
Z.5 u. 6) sind neu hinzugefügt. 

8.120, Z. 10 v.u. (148, Z. 7): „die 
rechte wie die linke Seite‘. 

S. 121, 2.3 (148, 2.4 v.u.): „welche 


auch die ganze Zahl %k ist“. 

S. 122, Z. 4 (150, 2.4): „indem“ statt: 
„weil“. 

S. 122, Z. 16 (150, 2. 17): 

3.192. 7.5 vu. (151, 
Form besitzt“. 

S. 128, 2.11 (151, 2.7v.u.): = Za, X 

123, Z. 15 v.u. (152, Z.2): „indem“ 

statt: „weil“. 

S. 124, 2.10 (153, 2.1): „als neues y“ 

S. 125, Z. 1 (153, 2.23): „gehört einer 
der drei“ 
XII“ fehlt. 

8.125, 2.9.(154, 2.1). 
(x, y) = a fehlen. 

S. 126, Z.1 (154, 2.3 v.u.): „mit zug 
gehörigem Zusatze“. 

S. 126, 2. 10 (155, Z. 6f.): 
dann nimmt“; „an“ fehlt. 

3 BZ 1921 (155, zu 3 u): 
dy=dy-+ p,dx; g fehlt. 

S. 126, Z.3 v.u. (156, Z. 4): 

9, Xyg93 0, X,9, yo PFNT: 

S. 127, Z.4 (156, 2.10): yp—n = 

5.127, 2.10.0186, 2, 32:9, 8): 
dem“ statt. „da* 

S.127, Z. 11 (156, 2.10 v. u): „m 


AOL Poser y“. 
Z. 3): „die 


it 


Zusatze“. € 


S. 127, 2. 15 (156, 2.7 v.u.): & 
=hAt+kÄr- 
S.087.,7. 081. 2. 10) „gehört 
einer unter den“. Die Bezeichnung: 
„Theorem XIII“ fehlt. 4 
S. 128, Z. ı (157, Z.16 v.u.): Die 08 





S. 128, 2.9 v.u. (158, Z. 8): „finden, 


anwenden wir ... mit zugehörigem Zu- 
# 


Die II und: 


„wird, 804 


„Inas 


Die Bezeichnung: „Theorem | 


: 
| 
| 





En 





VOTEN SEHE 


Abhandlung IV—V 


8. 129, Z. 15v.u. (159, Z. 14): 
L(r + 1)&"q. 
8. 130, 2. 13f. (160, Z.12f.): 
=a,X,+:, =bıXıt:.-: 
8.130, Z. 24—26 (160, Z.3—1v.u) | 
-Die Nummer XIV und: g(a,y)=a | 
- fehlen; „gehört einer unter den“. | 
#. 181, 2.1 (161, 2.15v.u.). DielV.| 
und: p(x,y)=a fehlen; „bei der die | 
Kurven“. 
S.131, 2.4 (161, 2.12 v.u.): (x, y—=a 


fehlt. 
B.181, 2.9 (161, 2.6 v.u.: 
dn _ dn ai, | 
FI Po Br 


8.182, Z.11v.u. (163, 2.7 v.u.): „im 


Widerspruche“. 


$. 138, Z. 3-5 (164, 2. 9—11). Die | 


‘Nummer XV und: g(&,y)=a fehlen; 
„gehört einer unter den‘. 

8. 133, Z. 15, 12, 8, 5 v.u. (164, Z. 1 
v.u.; 165, 2.3, 7,10) fehlt: p(a,y)=a. 
S.134, 2. 15 v.u. /412, 2.18 vu): 

„so ist es hierzu“. 

S. 135, Z. 14 (413, Z. 10): „bestehen 
sollen, so“. 

Vv 

8. 136, Z. 12 v.u. (375, Z. 
1873 fand ich“. 

S. 136, 2. 9, 8v.u. (376, 2. 3£.): „Satz 
nicht für 
steht‘. 

8.136, 2.3 v.u. (376, 2.10): „indes 
in 1874“, 

3187, 2.11 8.0; 138, 2,.7.087%, 
2. 20, 1 v.u.): „indem“ statt: „weil“. 

8.188, 2.17 v. u. (878, Z. 15v. u); 
„schon in 1874“, 

8.139, Z. 11 (879, Z. 16v. u): „In- 
‚begriff durch die Gruppe“. 

8 139, 2.17, 14 v.u. (880, Z.1, 4): 
„mit“ statt: „bei“. 

8. 140, Z. 1, 9 (880, Z. 16,7 v.u): 
„indem“ statt: „weil. 

8.140, 2. 7f. (380, Z..8 v.u.): „auch 
enthält @ nur“. 
S. 140, 2. 10v.u. (381, Z. 14 v.u.): 
„keine weitere“. 


„in 


DV Us): 


Mannigfaltigkeiten be- 


IS 
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S. 140, 2.3 v.u. (381, 2. 4v.u.): Hl 
statt: 12. 

S. 141, Z. 5 (382, Z. 4): H®, während 
nachher immer H, steht. 

S. 141, Z. 15, 17 (882, Z. 14, 16): „so 
lösen die Gleichungen ... sich in die“, 

S. 141, Z. 14 v.u. (382, zwischen Z. 9 
und 5 v.u.), die Reihe von Punkten fehlt. 

S. 141, Z. 10-8 v.u. (382, 2. 4—1 
vu): 6 = Aa +: -, wo die wegge- 
lassenen Glieder von (s+ 1)-ter Ord- 
nung sind. Also kommt 


En 


.141, 2.5 v.u. (383, 2. 3): 
+ Bi +. 

S. 142, Z. 6f. (883, Z. 16, 15 v. u): 
„Hieraus giebt sich, ... nur eine einzige 
unter den Koeffizienten‘, so auch später. 

S.143, 2.5, 1 v.u. (385, 2.15, 11v. u.) 


un 


' fehlt: +». 


S. 144, 2.5 v.u. (356, 2.5 v.u.): „da- 
her im Allen“. 

S. 145, Z. 2 (387, 2. 3). Die Klammer 
steht nicht nach x,p, sondern nach 
1, 
S. 145, 2.5 (887, 2.6): „indem“ statt: 
„weil“. 

S.146, 2.18,16 v.u. (388, 2.5,3 v.u.): 
„die Form ... an. Hieraus“. 

S.146, 2.4, 3, 1v.u. (389, Z. 12, 13, 
in am 00.02 malt I. 1... 2000 
5,4187.,2. 74889 ZI. u). 8.3, 

statt: 8%, 33, 3. 
S. 148, 2.1 (3%, 2.3 v.u.): „Funk- 
tion von x, Pr" id 

S.151, 2.5 (395, 2.8): „indem“ statt: 
„weil“. 

50181. 2 40.40895. 2, 9 0 v uJ.: In- 
dex q der nicht links auftritt auch nicht 
rechts in“. 

8. 151,2 18 v.u. (395, 2.2 v.u.) fehlt 
vor u, das 2. 

8. 152, Z. 17 v.u. (397, Z. 3): 

= fa) + + 

S. 152, 2.13, 5v.u. (397, Z. 8, 16): 
(1) statt: (10). 

8.158, 2.2 (897, 2.7 v.u): „Form 
genommen‘‘. 


2} 
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S. 154, 2. 16f. (899, Z.11lv.u): „in | 


der vorangehenden Nummer ein“. 

S. 154, Z.1v.u.; 155, Z.1 (400, 2. 9f.): 
„Index q, der nicht links auftritt, auch 
nicht rechts in“. 

8.155: 28 400.2,.12): 

= 3a, T,;; +2c,T,,- 

S. 156, 2.12 v.u. (402, 2.7 v.u.): „in- 
dem“ statt: „weil“. 

8.158..2.74404. 2.4 37.0): ın 
variant durch die Gruppe“. 


S. 158, Z. 16f. (405, Z. 8f.): „die 
sämtliche Punkte der Ebene“. 
8. 159, 2. 2 (406, 2. 2f.): „sie im 


Allen‘. 

9.159, 2.8v.u. (407, 2.1): „Find 
die ... Untergruppe von der“. 

S. 161, 2.15 v.u. (409, Z. 13 v.u.): 
„führen“. 

8. 161, 2.13, 9 v.u.; 162, Z. 17 (409, 
2:9 Dbe.u; 410.2. 10 vu, „ihre“ 
statt: „deren“. 

S216, 23 vu 
HA. 


(410, Z. 2) fehlt: 


S. 162, 2.4 (410, 2. 9) fehlt: „sein“. | 


81627 2.90 En (410, 26 9. u): 
„lassen“. 

82162. 2. 16 v0 A. 23 
„außer der Gerade“. 

5.182 2. 14vu (40 ZIvVo): 
„wieder zu Betrachtung“. 

8.162, Z.4 v.u. (411, Z. 12): 
der“. 
8.168: 2.11 All. 2A u) Bo 
statt: @.. 

8.163, 2.18 v.u. (412, Z. 7£.): „oder 
mehreren etwa“. 

8.163, Z.16 v.u. (412, Z. 10) fehlt: 


2, Yy, P. 
8. 164, 2. 10. (418, 2,2): „mich ın 
1874“. 


8. 164, Z. 12f. (413, Z. 10): „noch 
mehrere Parameter“. 

S. 164, 2.15 (413, Z. 12): „Hiermit 
findet“. 

S. 164, 2.10 v.u. (413, 2.4, 3v. u): 
„selbstverständlicherweise“. 

8.164, 2.6, 5v.u. (414, Z. 8): „die 
ebenso @,. 








Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 165, Z. 6, 10, 11, 14 (414, Z. 15, 19, 
20, 23): c,;, statt: c;,,- 

8.165, 2.11, 7v.u. (615, 28, DM 
as, q(e—r) statt: ad, gaw—r); «H, 
statt: «@ H,. 

8.165, Z1v.u; 166, 2. 2,4 416) 


s=v 
+w,H,—b, Da” H,; u,H,— b,K. 
s=r+1 2 


8. 166, 2.12 v. u. (416, Z. 13): „oder 
mehreren Parametern“. 

8. 167, Z. 12 (417, Z. 10£.) fehlt: 

(H,H,) 77 20,,,H,: 

3.168, Z. 8 (418, Z. 13): „soll“ statt: 
„muß“. . 

S. 169, 2.7 (419, Z.6v.u.): „vier 
statt: „drei“. 

8.169, 2.8, 7v.u. (420, 2.9 v.uJ: | 
„keiner mehr umfassenden“. 

S. 169, Z. 4—2 v.u. (420, 2.4, 3 v.u.): 
„die einzige Gruppe ... ist, die... um- 
faßt‘. 

8. 170, 2.2 (421, Z. 2): „folgenden 
Form“. 

8.170, 2.9 (421, Z. 11): „oder q, yq, 
y?q, p, xp, x’p“ fehlt. 

S. 170, 2.7, 5v.u. (422, 2.2, 4) fehlt: 
„nach“. a 

8.171, 2.5 (422, Z.11v.u) steht:# 
„A“ statt: „Erster Fall“. 

8. 171, Z. 10 (422, Z.6 v.u.): „K, die 
keine“. 

8. 171, Z. 12, (428, Z. 3 v.u.): „ind 
dem“ statt: „weil“. 

S. 172, 2.4, 6 (423, 2.8, 6v.u.): „wir 
nicht die Hypothese ... weiter zu ver- 
folgen“. 

8.172, 2. 18, 15, 19 (424, Z. 8, 5, 9)28 
dx; (ex — By) +drg;d=0 statt: ery 
(ex? — By)p+ ag; e=0. t 

S. 172, Z. 18 (424, Z. 8): „soll“ statt: 
„muß“, 

8. 172, 2.2 v.u., 173, Z.1 (424, 2. 9 
v..u,.485, 2.9): „Berührungstransfor- 
mation, die unserer Gruppe die Form 
... geben, bestimmen‘. 

S. 173, 2. 5 (426, Z. 7) steht: „B* 


| statt: „Zweiter Fall“. 














Abhandlung V—VI 


8. 174, Z.1 (426, Z. 13): „8, die be- | 


kanntlich“. j 
8. 174, 2. 12. (426, Z.4,3 v.u.): 


„Jetzt nicht die Annahme P=0 weiter | 


zu verfolgen“. 
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S. 190, 2.1 (449, Z. 10): „zu Bestim- 


| mung“. 


#374 2, 9vu (497, 2. ibv.u):| 


„soll“ statt: „muß“. 


S. 175, 2. 10f. (428, Z. 4f.): „eigent- 
lich nicht die gefundene Gruppe weiter 


indem wir“. 
8.178, Z.7v.u.(488, 2.7): „= — 4. 


8. 179, Z.4 (433, Z.9 v.u.): dK statt: | 


ÖK. 
9. 180, 2.12 (435, Z.11v.u): @2p 
statt: ax? p. 
S. 180, Z. 17 (435, 2.6 v.u): 
(«x — By)p statt: ax?p. 


8. 182, Z. 18—21 (439, Z.1—4): „Es | 


soll nun bestehen eine ... dies ist“. 


8.182, 2.13 v.u. (439, Z.7): 62°p | 


statt: — 6.2°?p. 
8.182, 2.9 v.u. (439, Z.11): „auch 
nicht die Annahme r— 3 Gruppen von“. 


S. 190, 2.12 (449, Z.3 v.u.): „Form 
besitzen“. 
S. 190, Z. 18 (450, Z. 5): 


p p p* 
—_ 200 D% 3y — 
| Zur, 


+ ax°+ by = 2y,.H,: 


8.190, 2.20 (450, 2.9): c=ß=a 
— dl, 


g 
S.190, Z. 8v.u. (450, Z.12): 7 statt: 


S. 191, 2.5 (450, 2.3 v.u.): 41 statt: 
40. 

$. 191, Z. 6f. (480, 7.2, 1 v.u.): „Wir 
zusammenfassen unsere ... folgenden 
Satze‘*. 


8.191, Z.15 (451, 2. 9): te 


| p* 
| statt: x 7 + 2yp. 


8.182, 2.7 v.u. (439, Z. 18): „end- | 


lich betrachten die Gruppe“. 
S. 182, 2.4 v.u. (439, 2.16): „in Para- 
graph 8, Nummer 22“. 


S. 183, Z. 14 (440, Z. 11): Saa®y 


statt: 3rax?y. 


8.185, Z.11v.u. (443, Z.14v.u): | 


„von dem Wertsysteme‘“. 

E 105.2 1%.0. 186, 7.1418. 2% 
3vuJ):2=0 statt: y=0. 

S. 186, 2.8 (444, Z. 6). „die durch 
die Gruppe“. 

$. 187, Z.6 (445, Z. 19): 8—11 statt: 
9—11. 

8. 187, 2.9 (445, Z. 22): „enthalten 
wäre“. 

S. 187, Z. 16 (445, 2.2 v.u.): „weitere 
Gruppen“. 

8.188, 2.16 v.u. (447, 2.14): 5 statt: 
vier. 

S. 188, Z. 14, 13 v.u. (447, Z. 16 bis 
18): „p?:q enthalten als ... Berüh- 


_  rungstransformationen, so“. 


8.189, 2.9 v.u.(449, 2.1): (gqK) statt: 
(pK). 


S. 191, 2.12 v.u. (451, Z.8 v. u.) fehlt: 
41. 

8.191, 2.9 v.u. (451, 2.5 v.u.): „In- 
begriff durch die Gruppe“. 

8.193, 2.9 (453, 2.3 v.u): H=p. 

S. 193, 2.16 (454, 2.5): H=xp.. 

8.194, Z.19, 17v.u. (455, Z.10, 7 
v.u.): „durch die Transformationen“; 
„die durch eine vorgelegte Gruppe“. 

8.194, 2.6 v.u. (456, Z. 6): „bei der 
sechsgliedrigen‘“. 

S. 196, 2.16 v.u. (458, Z.9 v.u) 
fehlt: 44. 

S. 196, 2.13 v.u. (458, 2.3 vu) 


| fehlt: „an“. 


| 
& 
| 
| 


SD Ab0, 20.0 408 2 05 902% 
statt: 20x”. 

S. 197, 2.8 (459, 2.5 v.u.): „Punkte 
zu den“. 

VE 

S. 199, Z. 9 (232, Z. 9): „Resultaten 
heraufstieg‘. 
8.199, Z. 10f. (232, Z. 10£.): „be- 
friedigend, wie etwaige Rechnungsfehler 
auf alle folgenden Resultaten Einfluß 
üben könnten“. 
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S. 200, 2.7 (233, 2.13 v.u.,: P statt: 

S. 201, 2.15 (235, Z. 3): „bestimme 
ICh“ 

S. 202, 2.14 v.u. (236, 2.12v.u.): —gq 
statt: — (Q-+). 

S. 202, 2. 10 v.u. (286, Z. 8v.u): 


+. statt: (gy-+ +++). 





S. 202, 2.9 v.u. (236, 2.7 v.u.): „als 


neue“, so noch öfters. 
S. 203, 2. 9 (237, Z. 12) fehlt die Be- 
zeichnung (3). 


S. 203, Z. 12 (237, Z. 15): „Glieder 


wegen (2) sich auf“. 


S. 203, Z. 18 (237, 2.8 v.u.) fehlt die 
| „haben“. 


Bezeichnung (4). 


8204, 2.2.0088, 210. rt... 


statt: (r 4 + - +). 

S. 204, Z. 14 (238, 2. 6v.u):G—=H 
„u 

3. 205, Z. 23f. (240, Z. 9£.): zweimal 
a statt: c. 

S. 206, 2.7 (240, Z.2v.u.): (3), (5), (6). 

8.206, 2.18 (241, 2.11): 


Dr MO, 
S. 208, 2.17, 13 v.u. (244, Z. 10, 14) 
fehlt: +» --. 
3.209, Z. 16 (245, Z. 14): „daß es 


kommt‘. 

S. 210, Z.4f., 6 (246, Z.7f., 9): „Größe 
U verschwunden aus den Gleichungen 
(3). Und also“; „daß es kommt‘. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 222, 2.2 (261, 2.4): cp-+2zr 
statt: ep + yg + 2zr. R 

S. 222, 2.3 v.u. (261, Z.3v.u.) fehlt: 
„vonY. 


Vi. 


S. 225, Z. 13 (180, Z.4 v.u). Die 
Einteilung in die Nummern 1—6 ist 
neu. 


8. 225, 2. 6v.u. (181, Z. 16v.u): 


| „indem“ statt: „weil“. 


8. 226, 2.2f. (181, 2.9, 8 v.u.): „müs- 
sen, indem zwei ... Transformationen 
des Raumes A,f nie eine“. 

8.226, 2.10 v.u. (182, 2.5 v. u.) fehlt: 


S. 227, Z.1 (183, Z. 1) fehlt: a). 
8.227, 2.12, 11v.u. (183, 2.3,2v.u.): 


„reduziert die Rebroussementskurve sich 


zu einem Punkte, sodaß“. 
5. 229, 2.10 (186, Z. 6): a) statt: d). 
8. 230, Z. 16 v.u. (188, Z. 2): 
Rh, 


| Alan 4y Fer außerdem fehlt: 


| (e Z 0). 


3. 210, Z. 11v.u. (246, 2.2 v.u): | 
2.9). Das Ganze beginnt auf S. 192 als 


„sodaß es kommt“. 

Sala ZI vm (200 2 720: Hd 
statt: A +:--. 

S. 213, 2.6v.u. (250, 2.6v.u): xq 
statt: @g +: -. 


3.215, 2.4 v.u. (253, .2. 10): ‚der | 


Constante A“, 

8.216, 2. DB wu (254, 2.8): 
Contradietio“*. 

S. 216, Z.3v.u. (254, Z. 13 v.u): 
„was indes von vorn ausgeschlossen.“ 

S. 218, Z.14 (256, 2.13): = 2(Q, Z0Q). 


„zu | 


8. 218, Z. 16 (256, Z. 15): (ZB, 


-2(P, ZO)=0. 
8. 220, 7.6 (258, Z.6v. u): (R,ZP) 
—ı 


S. 230, 2.5 v.u., 231, 2.2 (188, Z. 16, 
12 v.u.): „ihre“ statt: ‚seine‘. 

S.231, Z.17, 18, 21, 25, 27 (189, 2.8, 
9, 12, 16, 18): 9 statt: o. 

S. 231, 2.19 (189, Z. 10): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 232, Z.3v.u. (191, 2.18): „finden“. 

S. 234, 2. 1—16 (192, Z. 10 v. u.—193, 


Anmerkung unter dem Text, es ist aber 
nicht angegeben, zu welcher Stelle des 
Textes die Anmerkung gehören soll. 

S. 284, Z. 2 (192, 2.9 v.u.) fehlt: 
„von: 


vn. 


S. 236, 2.7 v.u. (14, Z. 11). Es fehlt 

die 4. 
IX. 

8. 238, 2.2 v.u. (444, 2.10): „ohne 
weiter‘. 

S. 289, Z. 6,9 (444, Z. 10,7 v.u): 
„in Detail“; „in Göttinger Nachr.“; „in 
Soeiete“*. 


ee ee a a ee Saat re Me ee ee 








Abhandlung VI—X 


x, 
S. 240, 2.8 (187, Z. 6): 
sellschaft‘. 
8.240, Z. 17 (187, 2.7 v. u): „in 


„Note zur Ge- 


- Detail, 


S. 240, Z. 12 v.u. (188, 2.4). Im WA 
(213, Z. 7 v. u.) ist nach „Transforma- 
tionen‘ zugefügt: „erhalten“. 

8. 240, 7. 11 v.u. (188, Z. 5f.): (1876, 
77, 78). 
ist 77 gestrichen. 

8.240, Z.10,9v.u. (188, 7. 6f.): 
stellung von denjenigen ... 
bis 74“. WAS. 213, 2.5 v.u., 214, 
Z. 1: „von denjenigen ... ich in den 
Jahren 1873— 74.“ 

S. 240, 2.2 v.u. (188 Z.5v.u.) Der 
WA (213, 2.2 v.u.) hat: „aber nicht 
vollständig“. 

8. 241, Z.1, 13 (188, Z. 10, 25): 
1874“. Im WA (214, Z. 3, 16) auch ge- 
ändert. 

241, Z. 4f. (188, 2. 18£.):; „noch 
nicht durchgeführt. Es stand aber auch“. 

8. 241, 2.8 (188, 2.18): „Bestimmung 
von der“. Im WA 214, Z. 10 auch ge- 
ändert. 

8. 241, Z. 11f. (188, Z. 13, 12 v.u.): 
„früher im Wesentlichen ... auf neues 
und mehr ausführlich“. Im WA (214, 
Z. 14f.) ist „schon“ hinzugefügt, aber 
nur „auf neues“ verbessert. 

S. 241, Z. 22 (189, Z. 7): „beliebig 
vorgelegten“, so auch im WA (214, 
Z. 25). 

S. 241, Z. 30 (189, Z. 16) „die zu 
jeder“, so auch im WA (214, 2.14 v.u.) 

S. 241, Z. 37 (189, Z. 23): „von den 
Typen“. Im WA (214, 2.7 v.u.) ge- 
ändert. 

S. 242, Z.1f. (189, 2.9£.). Die Worte: 
„der im nächsten Hefte dieser Zeit- 
schrift erscheinen wird“ sind im WA 
(215, Z. 1) weggelassen. 

8.242, Z2.8—11 (190, 2.68): 
vollständige Systeme aufstellen. 


„Reihe 
Oder 





Auch im WA (8.213, 2.6v.u.) | 


„Dar-" 
ich in 1873 | 


| 
| 
| 
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| auch fängt man damit an... erhält 
ebenfalls f=0 eine“. Im WA (215, 


Z. T—10) ebenso geändert, nur heißt es: 
| „Reihe vollständiger Systeme‘. 

8. 24°, 2.18 v.u. (190, Z.8v.u.). Im 
WA (215, Z. 25): „projektive Gruppe‘, 
so auch später, wo von linearen Gruppen 
die Rede ist. 

S. 242, 2.5v.u. (190, 2.2v.u.): 
eine ... Koeffizienten sich umwandeln“. 
Im WA (215, Z.5 v.u.) nicht geändert. 

S. 243,-2. 16 v.u. (192, Z. 1): Im WA 
(216, 2.17 v.u.): „Schar von Kurven“. 

S. 243, Z.4—1v.u. (192, Z.5—1 v.u.) 
Im WA (216, Z. 4—1 v.u.): „überge- 
führt wird; gibt es dagegen o unab- 
hängige infinitesimale Transformationen 
der (Gruppe, welche eine beliebige Kurve 
der Schar wiederum in eine Kurve der 
Schar überführt, so sind unter den 
r-+o Parametern a,,...,@,, di ,...,d 
nur r+e— 6 wesentlich“. 

S. 244, Z. 5—7 (192, Z. 18—16 v. u): 


o 
S 


„zweckmäßig, indem sie keine... Ge- 
stalt und Eigenschaften ... Differen- 
tialgleichungen uns liefert“. Im WA 


(217, Z.5—7) geändert, nur das „indem“ 
ist stehen geblieben. 

S. 244, 2. 17f. (193, 2. 6f): „oy, 
ebenfalls y”“*; „überhaupt y®® ein In- 
krement dy®@*. Im WA (217, 2. 17f.) 
ist „ebenfalls‘‘ weggelassen, sonst nichts 
geändert. 


S. 244, 2. 18f. (193, 2.8). Die Worte: 
„und werfen ... weg“ sind im WA 


(217, Z. 19) weggelassen. 

8. 345 2.3, 8f (194° Z, 
We, u. -Und: also®; 
Zahl m unabhängig sind“. 

S. 245, 2.6—4 v.u. (194, Z. 4—1v.u.). 
Diese Anm. ist im WA in den Text 
(218, Z. 15—18) aufgenommen. 

S. 245, 2.15 v.u. (195, 2. 5): „ver- 
schwindet, wegsehen, indem dies“. Im 
WA (218, Z.10 v.u.) ist nur „wegsehen“ 
geändert. 


6. 208): 
„von der 


1) we der Wiederabdruck Ann. XXXI (WA) nicht erwähnt wird, hat er den 


Text des ersten Druckes unverändert gelassen. 
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S. 245, 7. 19, 246, 2.5 (194, Z.5v.u,, 
195, Z. 13 v.u.) heißt es im WA (8. 218, 
2.14 v. u, 219, 2.6): „Nehmen wir zu- 
nächst an“ und „Wir wollen sodann an- 
nehmen“. 

S. 245, 2.3—1 v.u. (195, 2.3—1v.u.) 
„dasselbe nicht vermöge der Gruppe 
in“. Im WA ist diese Anm. ungeändert 
in den Text (218, Z. 5—2 v. u.) aufge- 
nommen. 

S. 246, Z.1f. (195, 2.16 f.): „Hier- 
auf halte ich es nicht für notwendig 
hier näher einzugehen“. Im WA (219, 
2. 3f.) geändert. 

S. 246, 2.8 (195, 2.9 v.u.). Im WA ist 
zugesetzt: „(m + 2)-reihigen‘“ (219, 2. 9). 

S. 246, 2.9 (195, 2.8 v. u.): „indem“ 
statt „weil“. Im WA (219, Z. 10) nicht 
geändert. 


».246, 2 15 vu 138. 2.13). 


Abweichungen von 


Im 


WA (219, Z. 17 v. u.) geändert: „m-ter 


Ordnung f= 0%. 

S. 246, 2.14 v.u. (196, Z, 14): „noch 
mehrere“. Im WA (219, Z. 16 v. u.) ge- 
ändert 

S. 246, 2.9 v.u. (196, 2. 11 v.u.). Im 
WA (219, Z. 10 v. u.) geändert: 
erübrigt noch alle“. 


„Es | 
ı all 09; - 


8.246, 2.6v.u. (196, 2.8v.u.). „Aus- | 


nahmsfall“. 
geändert. 


Im WA (219, 2.7 v.u)| 


S. 247, Z.4 (197, 2.4): „g,, welche | 


letzte". Im WA (220, 2. 3f.): 
welch’ letztere von“. 

S. 247, 2.2 v.u. (198, Z. 11): „Ord- 
nung e nicht r— 1“, ebenso im WA 
220, Z. 2 v. u), dagegen 
„Nehmen wir wieder an“. 


„Ps ’ 


steht da: 


8. 248, 2.10, 12 (198, 2.4v.u.,3v.u, | 


199, Z. 1): „unter deren“; „Enthält 4 
kein Faktor“. Im WA (221, Z. 10, 12): 
„von deren“; „Besitzt 4 keinen Faktor“. 
S. 249, 2.4 v.u. (200, 2.5 v. u): 
„Statt 7 und schreibe ich, wie ich 
dx dy 
pflege, p und g“. Im WA (222, 2.4 v.ı.) 
verbessert. Dort ist auch durchweg die 
Jacobische Schreibweise der partiellen 
Ableitungen benutzt. 


den ersten Drucken 


S. 250, Z. 8, 10, 12, 14, 16 und 8, 7, 
6v u. (202, 2.1, 3, 5, 7, 9f. und 9, 7, 
6 v.u.) habe ich für g, und o, überall 
gesetzt: oe, und g,, was Lie selbst in 
einem der Sonderabdrucke wenigstens 
auf der ersten Zeile eingetragen hat, 
während er allerdings in dem WA 
(S. 223) e, und eo, beibehalten hat. 

250, 2.16, 186.808 2710. 10. 
„hineinzuführen“ statt: „einzusetzen“; 
„sind“ statt: „ist“. Im WA (223, Z. 16, 
18) verbessert. 

S. 250, 2. 21 (202, Z. 14): „mehrmals 
später‘, so auch im WA (223, 2.13 v. u.) 

8. 251, 2.9, 8, 7 v.u., 252, 2.3, 5,8 
(204, Z. 6, 7, 8, 12, 14, 18) habe ich für 
G,, 0,, 6, gesetzt: 0,, 6,, 6,. 

S. 252, 2.6 (204, 2.6 v.u.): „eben- 
falls“ statt: „auch“. 

S. 252, Z. 1v.u. (204, Z.1v.u.) fehlt 
„an“. Im WA (225, Z.1 v. u.) verbessert. 

S. 253, Z. 11 (206, Z. 12) fehlt: „aus“. 


Im WA (226, Z. 10) verbessert. 


S. 253, 2.5 v.u. (206, 2.2v.u.). 
„Ebenfalls“. Im WA (226, Z. 3 v.u.) 
verbessert. 


S. 254—256 (208—211) habe ich über- 
..,@, durch @,,-.., eo, ersetzt, 
weshalb S. 254, Z. 13f. (208, Z.1v.u.) 
die Formeln B,o,—= kg,, Be; = ie; 
geändert werden mußten. 

S. 255, Z. 13—15, 17, 19, 21f. (210, 
Z2.9—11, 13, 15, 17£.) habe ich «,, u,, 
u, durch ,, u,, u, ersetzt. 

S. 255, Z. 14 (210, Z. 10) hat der erste 
Druck richtig °', der WA (228, Z. 8) 
aber °- 

S. 255, 2.3 v.u. (210, 2.2 v.u.) hat der 
erste Druck und ebenso der WA (228, 
Z.13 v.u.) u, statt «,, oder, wie ich 
schreibe, 4,. 

8. 256, 2.2, 1v.u. (211, Z2.4v.u): 
„zerlegt die Gleichung A, f= 0 sich in“. 

S. 258, 2.7 (214, 2. 1): „und somit“. 

S. 258, 2.1 v.u. (215, 2. 5f.): „wir 
nicht in diesem Paragraphen, indem 
die“. 

S. 259, 2. 11v.u. (216, Z.1): „indem“ 


| statt: „weil“. 








Abhandlung X 


S. 259, 2. 2 v. u. (216, Z. 10): „ist, in- 

dem“. 
k 
8. 260, Z. 17 (217, 2. 9): ah. 

S. 262, Z.14 (219, Z. Tv.u.): „und 
also“. 

S. 263, Z. 2,5 (220, Z.12,8v.u.): 
3y, statt: 3,42; ebenso im WA (235, 
2. 11,.16). 

S. 263, 27 (220, 2.6 v.u.): „früher 
BI“. 

S. 263, 2.9 v. u. (221, 2. 8): „Funk- 
tionen von den w,“. Im WA (235, 2.6 
v. u.) verbessert. 

S. 264, Z.7 (222, Z. 2£.): „Funktion 
von x, e und c“. 

S. 266, Z.1 v.u., 267, Z.2v.u. (225, 
2. 2v.u., 226, Z. 2v.u.): „indem“ statt: 
„weil“. 

8. 268, 2. 13f. (228, Z.4f.): „Funktion 
mit konstanten Koeffizienten von 
. De 

S. 268, Z. 18 (228, Z. 9): „nicht hier“. 
Im WA (240, Z. 5 v. u.) verbessert. 

S. 268, 2. 11 v.u. (228, 2. 6v.u.): 
„Die zu der“. Im WA (241, 2.9) ver- 
bessert. 

8.269, 2.6v.u. (230, 2. 12 v.u): 
„(e—r— 1)yr_ı“, ebenso im WA (242, 
2. 11). 

210. 2 9. 15,.21.418380 Zr, 
231, 2. 10, 232, 2. 3): „nicht r“; „nicht 
r +1“; „nicht r“. Im WA (242, Z. 18, 
5 v.u., 243, Z. 11) verbessert. 

S. 270, Z. 11 (231, Z. 6) fehlt: „noch“. 
Im WA (242, 2. 9 v.u.) hinzugefügt. 

8. 270, 2. 9 v. u. (231, 2.3 v.u.): 
J=r(r—1)... 8.2.1. Ebenso im 
WA, S. 243, 2.8. 

S. 271, 2.9 v.u. (233, 2.7). Im ersten 
Drucke und ebenso im WA (244, 2.7) 
lautet die hierzu gehörige Anmerkung 
unterm Text: „Der Fall r—=1 soll im 
Text ausgeschlossen sein“. 
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S. 272, 2.6 v.u. (235, Z. 8) lautet im 
WA (245, Z. 17): „eine von den drei‘. 

S. 273, 2.6 v.u. (236, Z. 7 v.u.) steht 
25. zum zweiten Male. Ebenso im WA 
(246,.Z. 14). 

S. 274, 2. 15 (237, Z. 14 v.u.): „Man 
bestimmt zuerst“. 

S. 274, 2. 20 (237, 2.9 v. u.): „unter 
diesen“. Im WA (247, Z. 5) verbessert. 

S. 275, 2. 13 (238, Z. 3 v.u.) fehlt: a). 
Im WA (247, 2. 6 v.u.) ergänzt. 

8. 276, Z. 1 (2839, 2.8v.u): „zu 
scheiden“. Im WA (248, Z. 18) ver- 
bessert. 

S. 276, 2. 8f. (240, Z. 2): „von x und 
y ist“. Im WA (248, 2. 26 f.) verbessert. 

S. 276, Z. 13 v.u. (240, Z.7 v.u): 
„eine unter den“. Im WA (249, 2.4): 
„eine von den“. 

S. 276, 2.4 v.u. (241, 2. 2): „beliebig 
vorgelegten“. Ebenso im WA, 8. 249, 
2.13. 

S. 277, 2.1 (241, Z. 6) lautet im WA 
(249, Z. 16): „Betrachten wir zunächst 
ein einfaches Beispiel‘. 

S. 278, Z. 3 (242, Z. 5 v. u) fehlt 
„folgt“. Im WA (250, Z. 17) ergänzt. 

S. 278, Z. 6,7 (242, Z. 1v.u, 243 
2. 1): „Quadratur‘, „Differentiation“. 
Im WA (250, Z. 20, 21) verbessert. 

S. 278, Z. 12 (243, Z. 6) fehlt: „— 0". 

S. 278, Z. 16 (243, Z. 10f.): „erfüllen. 
Laß mich annehmen, daß B,f und B,f 
in dieser Lage sind“. Im WA (250, 
Z. 9 v.u.) verbessert. 

8.278,2.19(243, 2.13): „(B,B,)=B;“. 
Ebenso im WA (250, Z.6 v.u.). 

S. 279, 2.8 v.u. (245, Z. 8): „woraus 
die“. Im WA (252, Z. 1) verbessert. 

8.280, Z. Tv.u. (247, Z. 2): „eine 
unter den“. Im WA (252, 2.2 v.u.) ge- 


| ändert. 


S. 271, 2.9 v.u. (233, 2. 8): „nicht 


r+1“. Im WA (244, Z. 7) verbessert. 

8. 272, 2. 12 (234, Z. 11 v.u.): „nicht 
r+2“. Im WA (244, 2.2 v.u.) ver- 
bessert. 


S. 281, 2. 5 (247, Z. 14): „beliebig 
vorgelegten“. Ebenso im WA, S. 253, 


| 2.11. 


BP, a. nu Ba Zzırn). 
„Differentiation“. Im WA (253, Z. 17 
v. u.) geändert. 


572 Abweichungen von 
XI!) 

S. 282, Z. 9, 13, 18 (249, Z. 7, 11, 17). 
Der WA (258, 2. 7,3v.u, 254, 2.3) 
hat: „In dem vorhergehenden Ab- 
schnitt‘‘. ‚In diesem zweiten Abschnitt“. 
„Dieser Abschnitt zerfällt.“ 

8.282.2.211:.4219 2.3 Lv u) Im 
WA (S. 254, nach Z. 5) weggelassen. 

S. 285, 2.4 v.u. (254, 2.5): (c— 1)y, 


den ersten Drucken 


S. 295, Z. 11 (266, Z.3 v.u): „Ist 
W(u, g,) eine... von der“. Im WA 
(265, Z.3 v.u.) fehlt: „— const“ auch 
und das „von‘ ist weggelassen. 

8. 296, 7. 16 (268, Z. 12): „13 statt: 
„12“. Im WA (266, Z. 2 v. u.) ebenso. 

8.296, 2.7 v.u. (269, Z. 1): „indem“ 


ı statt: „weil“, 


— (e— 1)y, ®. Ebenso im WA (257, 
2.4). 

8.28772.14, 19 (256, 2 U. 6v.u) 
fehlt: —= Const. Ebenso im WA (258, | 


2.10r biv.u)); 
$. 287, 2.10 v. u. (256, 2.5, 4v.u): 


„Eliminiert man y, und y, zwischen | 


der vorgelegten Gleichung y, = W und 
den beiden“. Im WA (258, Z.4v.u) 
verbessert. 


S. 288, 2. 6 1257, Z. 10): „dieselbe 
nicht die Größe g,, so“. 

8.988. 2. 16.18 1057,25, 3): 
— 39, statt: — 39]. 


S.288,2.8v. 
Im 


u. (258, Z. 4): „so ist 
nach mir“. WA (259, 2.5 v.u): 
„so sind“. 
3.290, 2.5. 
dW d?W 
—)2 an „4 g. 4 6 
„ ds Yı aA yı-+ 
Im WA (261, Z. 5, 6) berichtigt. 
S.290, Z.1v.u. (260, Z.1v.u.): „weg- 
Im WA (261, Z. 1 v. u.) ver- 


6 (259, Z. 2, 1v.u): 
dW 


dz yY. 


sehen“. 
bessert. 

5. 291,2 Tavu (261, Z iv): 
„Setzt man in der Tat“. Im WA (262, 
Z. 16) verbessert. 

8. 292, Z. 12 v. u. (268, Z. 5) fehlt die 
4 im Nenner. Ebenso im WA (263, 
2. 14). 

S. 298, 2.2 v. u. (265, Z. 3) fehlt 10. 

S. 294, Z. 12 (265, Z.8 v.u.): „Inte- 
gralgleichung von der“. Im WA (265, 
Z. 1) verbessert. 

S. 294, 2.4 v. u. (266, Z. 8): „weg- 
sehen“. Im WA (265, Z. 15) verbessert. 


1). 791.8.589, 2.2 Ivo 





8.297, 7.19 (270, Z.1): „yon Af=0«. 

8. 297, Z. 14,18 v.u. (270, Z. af): 
„unvollkommen, wie sie nicht die expli- 
zite Formel der“. Im WA (268, Z. 4f.) 
verbessert. 

S. 298, 7. 5, 8 (270, Z.6, 3v.u): 


dd dlog 4 
et, Y, en dx Yr-ı“, PX) ur de ze 
S. 298, 2. 12, 14, 16 (271, 2.2: 4, 6): 
42, Aloe d.. 
” dx Tr dx ne: 
1 i 
„D,=— E ferr@az“; 
ET } m 
„D,= — a JI,F(&)dx . 


S. 298, 2.18 (271, 2. 9): „Formel der“. 
Im WA (268, Z. 1 v.u.) verbessert. 

S. 299, 2.2 (272, 2. 4): „Gruppe der 
Form“. Im WA (269, Z. 15) geändert. 

S. 299, 2. 6£. (272, 2. 8f.): „Funktion 
mit konstanten Koeffizienten von y, %,, 
y, daxstellt“. 

S. 299, 2.9 (272, 7. 11): „Q= 0, die 
als“. « 

S.000. 2.18 av (22, 204 
v.u.): „eine ganze und homogene Funk- 
tion mit konstanten Koeffizienten von 
Y, Yır --, Y, bezeichnet“. 

S. 302, Z.13 (276, 2.1 v.u.): „weg- 
sehen“. Im WA (272, Z.1 v.u.) ver- 
bessert. 

S. 302, Z. 2 v.u. (277, 2.8 v.u): „vo 
statt: „— v’*. 

S. 302, Z.1v.u. (277, 2.7 v.u.): „In- 
tegralgleichung von dieser“. Im WA 
(273, Z. 14) geändert. 


- 


nr ah ah ne en orten ei ddr ee ee ee he ee N ee 








| „später näher die Fälle .. 


Abhandlung XI—XIII 


S. 303, 2. 6, 7 (278, 2.1, 2): 


„BW= 5 @+09,; 


BBW=S he + 02: 


1 \2 dfı 
+(r+ Yen 
Im WA (273, Z. 9, 8 v.u.) ebenso. 

8. 308, Z. 18 v.u. (278, 2.8v.u): 
„wegsehen“. Im WA (274, Z. 5) ver- 
bessert. 

S. 304, Z. 10 v. u. (280, Z. 11): „sehe 
Im WA (275, Z. 9) verbessert. 

8. 305, 2.2 v.u. (281, 2.2 v.u): 
„Texte weg von“. Im WA (275, 2.2 
v. u.) verbessert. 

S. 305, 2.2, 4, 13 (280, 2.6, 4v. u, 
281, 2. T): Q,, 0, statt: Q,, O;- 
8. 806, 2.7 v.u. (282, 2. 3f.): 


weg“. 


die“. 

3806: 2.8.8.7: 8.192822. 32,18, 
14, 15): @,, 03, 0, statt: Q,, O5, 9- 

8. 806, 2.2 v.u. (282, Z.2 v.u): 
„nicht im Texte‘. Im WA (276, 2.2 
v. u.) verbessert. 


8. 306, Z.4 v.u. (283, 2.14, 13 v.u.): 


„Quadratur das Integral“. 
S..307, 2. 9,10, 12,14 (283, 2.2, 1v.u., 
284, 2.2, 4): O3, 05,0, Statt: 05, O5, 06- 
8. 307, Z. 19 (284, Z. 9): 


2 Bf und af df . 
a PIE Be FT 
3 2.184.903, 2527 (285, 


Z. 14, 22—25, 286, 2.13): 05, 04, 
statt: 0,, O5, 05- 

S. 308, 2. 14f. (285, 2. 15f.) hat der 
WA (279, 2.1, 2): 
ersten Abschnitts". 

8. 308, 2.19 (285, Z.9 v.u.): „Diffe- 
rentialquotienten hinsichtlich x von den 
Größen g,“. 
bessert. 

8. 810, Z. 14, 18 v. u. (288, 2. 12f.): 
91.99, y?q“. 
xu. 


8. 311, 2.8 (1, 2.7). Die Einteilung 
in die Nummern 1—5 ist neu. 


„eine | 
Differentialgleichung zwischen y, und y,, 


„der Nummer 3 des | 


Im WA (279, Z. 6) ver- 
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B.s11. 2 Ur (8 231): 
 knüpfung von meinen‘. 
8. 312, 2.7 (2, 7. 12): 
sitzen“. 
8. 318, 2. 11f. (8, 2.8, 7 v.u.): 
G,_, sondern keine‘. 
59818, 21942 2: 
lauben‘“. 


„Ver- 
„Integral be- 
„eine 


„ebenfalls er- 





XI. 


S. 317, Z.1f. (4, Z.14f.): „zusammen- 
hörenden“, so noch mehrmals. 

S. 317, Z2.11f. (4, 2.6, 5v.u.): „Form 
(2), welche die ... A und B erfüllen, 
die... Gruppe darstellen‘. 

88317, 2. 1vu Sa Fun): „eb 
ein anderer Ausdruck der Relation (1)“. 

S. 318, Z. 13£. (6, Z.8—10): „daß alle 
derartigen Gleichungen die ... Gruppe 
sind.“ 

S. 318, 2.10 v.u. (6, 2.10 v.u.): „Ist 
dabei“. 

S. 320, 2.17 8, Z. 11 v.u): 
die Forderung A erfüllen“. 

S. 321, 2.1 v.u. (10, Z. 12) fehlt die 
Bezeichnung (5). 

S. 322, 2.10, 11 (10, 8, 7 v.u): 
„Form &£=0 besitzt“. 


„welche 


„Falles zu einem 


späteren“. 
S. 324, 2.14 (13, Z. 4): „und also er- 
hielte“. 
S. 324, 2. 13 v.u. (13, Z. 12 v. u.) fehlt 
- hinter y?gq. 


S. 325, Z. 14 (14, Z. 15): „wir von 
inf. Größen zweiter Ordnung wegsehen, 
so“. 

Bu ar le, 2a) 
statt: a,. 

S.326, Z.10v.u. (16, 2.2): 
statt: „(oe — 1)v*“. 

S. 327, 2.11 (16, 2.6 v.u): 
gewissermaßen“. 

S. 327, 2.9 v.u. (17, 2.11): 
(14). 

we zZ and A em: 
nutzung von den beiden“. 

8. 329, Z. 11 v.u. (19, 2.7v.u.): „und 


ı 
„e—1)»“ 
„immer 
(13) statt: 


„Be- 


‚ ebenfalls“. 


S. 330, 2.5 v. u. (21, Z. 5) fehlt die 


Bezeichnung (17). 
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S. 831, 2. 3 (21, Z. 12): „nach der 
Wegschaffung von den“. 


Glied: B$,. 
S. 333, Z.8 (28, Z. 2 v. u.) steht: 


+(@eC—y,)n=0, obgleich y=0 ist. | 


Sa. 2 1 8 a Zn 
1. Drucke: — A& „— me On..: 
und: — 2 -- A, BE,, 
Die Glieder +(@« E — De)n 
+ («F— Dpg)n fehlen. 

S. 333, Z. 16 (24, Z. 8): „und also“. 

S. 334, Z. 15 (25, Z. 12 v.u): 


de& de an 


dy' 

B: 331.2 7 Av un 06 202 9. 
„Berücksichtigung von meinen ... den 
folgenden fundamentalen ... 
enthält X höchstens“. 

S. 335, Z. 18, 20 (86, 7. 5, 3v.u): 


— On: y En 
und 


„Unterfälle, indem die“; „erinnern wir, 


daß“. 

S. 335, Z. 13 v.u. (27, Z.1). Die Be- 
zeichnung 16a und später 16b, ce, d sind 
neu hinzugefügt. 

3. 335, Z.11 v.u. (27, Z. 2f.): „deren 
Definitionsgleichungen sind“. 

8. 885, 2.6, 1v.u. (27,2. 8,14): „in- 
dem“ statt: „weil“. 

S. 336, Z. 16 (28, Z. 5) fehlt: „da- 
gegen‘. 


3.336, Z.1v.u. (28, 2.7 v. u.) fehlt 


der Faktor 2. 

S. 837, 2.3 (28, 2.4 vu): 
statt: „weil“. 

8. 337, 2.5 (28, 2.2 v.u.): 

AR, BI)OAH, HH) - IB. 

S. 337, 2.17 (29, 2.10): „und also“: 

S. 338, Z. 14 (80, Z. 15) fehlt: —0. 

S. 338, Z. 16 (30, Z. 17): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 339, Z. 11v.u. (31, 2.3 v.u.): „(wie 
auch nicht @)“. 

S. 340, 2.3, 2 v.u. (83, Z. 8£.): „Re- 
lation soll nun“; „und also“. 

S. 842, 2.15 (34, 2.2 v.u.): „beliebig 
gegebene“. 


„indem“ 


oder auch 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 342, 2. 10 v.u. (35, Z. 10). Die Be- 


‚ zeichnung 17a und später 17b, c,d, e 
S. 332, 2.9 v.u. (23, Z. 10) fehlt das 


sind neu hinzugefügt. 

S. 343, Z. 15 (86, Z. 4): „Schar von 
Transformationen‘“. 

S. 345, Z. 14 (38, Z. 15). Die Bezeich- 
nung 18a und später 18b, c, d,e, f 
sind neu hinzugefügt. 

8. 345, 2. 16—19 (38, Z. 17—20): „so 
müssen die abhängen und also 
p=cy+X sein“. 

S. 346, 2. 17 (39, Z.7 v.u.): „m + 2 
arbiträren Funktionen“. 

S. 346, Z.1v.u. (40, Z. 8): „so muß 
oO .Dur- 

S. 347, 2.12 v.u. (41, Z. 3): „allge- 
meinste X“. 

S. 348, 2.1 (41, Z. 15). Die Bezeich- 
nung 19a und später 195, e, d, e, f sind 
neu hinzugefügt. 

S. 348, 2.7 v.u. (42, Z. 9): 

ey 1 
Mage: au: 

3. 349, 2.6 v.u. (43, 2.12 v.u.). Die 

Bezeichnung 20a und spüter 20b, c, d, 


‚ e, f sind neu hinzugefügt. 


3. 349, 2. 3v.u. (4, 2.9 v.u): 
„selbstverständlicherweise“. 

S. 351, 2.1 (45, Z. 3): ‚zu einer an- 
deren Gelegenheit“. 

8. 352, Z. 4 (46, Z. 11 v.u.) fehlt: 
„rear ig". 

S. 358, Z.4 (47, 2.2 v.u.) fehlt: 
„sein“, Re, 

S. 354, 2.5 (49, 2. 5): „erfüllen und 
daher“. 

S. 354, 2.15 v.u. (49, 2.9 v.u.) fehlt: 
„Funktionen‘“. 

S. 355, 2. 7 (560, Z. 14): „erfüllen, 


welche eine“, 


8. 857, Z. 6-8 (52, Z. 10,9 v.u)s 
„Enthält ein Gleichungssystem ..., so 
besteht es daher nur“. 

S. 357, Z. 10 v.u. (53, Z. 10). Die 
Nummer 23 und später 24, 25, 26 sind 
neu hinzugefügt. 

BB: Z iv 0 Zion) 
„welche auch die Konstanten ß und y 
sind, enthält“. 


TESTER 


Ba N TREE AT CE TR ES 





Abhandlung 


XIlla. 
8. 861, 2.17 (750, 2.5 v. u): „end- 
liche Gruppe“. 
| XIV. 
S. 363, Z. 3 (872, Z. 9f.): „nach der 


Natur der Sache‘. 


8.363, Z. 11, 13 (872, Z. 18, 20f.): 
„wie es nur“; „Beispiele auf eine ganz 
anders große“. 

8. 364, 2.1 373, Z. 14): „ebenfalls y“. 

8.364, Z. 14, 17 (374, Z. 1, 6): „Be- 
stimmung von den beiden“; „indem‘ 
statt: „weil“. 

8. 866, Z. 11 (87%, Z. 7): 
statt: „weil“. 


statt: „weil“. 


8.369, Z. 2 (380, 2. 5): ER AEN, 


da die) 
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S. 378, Z. 17, 18 (892, Z. 11, 10 v.u.): 
= 
1 Ok 


al 
und: ce,“ statt: „Ne,, und: ce“. 
k 


S. 378, Z. 16 v.u. (892, 2. Tv. u): 


„indem“ statt: „weil“. 


S. 378, Z. 10 v.u. (393, Z. 3): „Unser 


Verlangen zu den Df kommt“. 


S. 378, 2.3—1v.u. (892, 2.3—1v.u.): 
„nicht allein arbiträre Konstante ... 
Fällen weg“. 

8.379, 2. 10f., 15 (894, 2. 1f., 7): „Un- 
ser Verlangen zu der infinitesimalen . 
daher erfüllt dann und nur dann, wenn“; 


' „im folgenden Satze‘“. 


„indem“ | 


8. 379, 2.2, 1v. u. (893, Z.1v.u): 


' „selbstverständlicherweise“. 
S. 367, Z. 2 (377, Z.13v.u.): „indem“ | 


8. 381, Z. 1, 3f. (896, Z. 2, 3£.): „fin- 


' den sich“; „sind ebenfalls die ... x 
' oder y Invarianten‘. 


S. 369, Z. Tf. (380, Z. 10-12): „Da 


die vier... und die sechs zweiter Ord- 


nung durch vier unabhängige Relatio- ‚indem die Form 


nen verknüpft sind, die“. 

S. 369, 2.19 (380, Z. 10 v. u.): „BRe- 
duktibilität der simultanen Systeme (3), 
(A)“. 


8.369, Z.5v.u. (381, 2.5): „sind“ | 


statt: „ist“. 

8. 370, Z.15v.u., 6v.u. (382, 2. 3, 
14): „von den hiermit“; „Bestimmung 
ohne Quadraturen von x und y“. 

S. 371, Z.20 (383, 2.16 v.u.): „Die 
endliche Bestimmung“. 

$. 372, Z. 9, 8v.u. (884, Z.4,3v.u): 
„verschwinden soll, folgt“. 

$. 373, Z. 13, 12 v.u. (386, Z. 8f.): 
„Falle zu entscheiden . 
hörenden‘. 


.. zusammen- 


S. 381, Z. 15 (396, Z. 16f.): „oder 
nicht ist“. 

SR 1 EA Fa (397, 2.5, 6): 

Größen D’/,f 


ve U: 


' durch den Übergang ungeändert 
blieb“. 
S. 382, 2. 18 (397, 2. 2 v.u.): „so soll 
| die“. 
S. 382, Z. 20 (398, Z. 1): „einführen. 
Und also. 
8. 383, Z. 5f. (398, 2.7 v.u.): „unter 
ihnen im‘. 
S. 383, 2. 9, 1v.u. (899, 2.9, 1v.u.): 


8.373, Z.5v.u. (386, 2.5 v.u.): „setze | 


wiederum hier als“. 
8. 374, 2.13 v.u. (387, Z. 12): 
nai5 + b,;n = 0“, 
S. 376, Z. 6 (889, Z. 12 v.u): „ist 
doch eine“. 
S. 376, Z. 19 v.u. (390, 2. 1): „selbst- 
verständlicherweise‘. 


8. 376, 2. 9 v.u., 377, 2.1 (390, 2.13, 


17): „indem“ statt: „weil“. 


„Betrachtung von den“; „findet“. 

S. 384, Z. 7 (400, Z. 7): „selbstver- 
ständlicherweise‘. 

S. 385, 7. 2f. (401, 7. 9f.): „Zahlen 
von den betreffenden ... soeben ge- 
schriebenen“. 

S. 885, Z.15 v.u. (402, Z. 5): „Die 
einzige Betrachtung“. 

S, 385, 2.8 v.u. (402, 2. 13f.): „eine 
mehr eingehende“. 

S. 386, Z. 13 (408, Z. 5): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 387, Z. 6, 11 (404, Z. 8, 14): „in- 
dem“ statt: „weil“; „Differentiation von 
dem früher ... Werte. 

S. 387, 2.9 v.u. (405, 2. 3) fehlt die 


' Bezeichnung: (v). 
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S. 387, Z.8v.u. (405, Z. 4): „durch | 


Einführung als neues x von einer Größe 
X, welche‘, 

S. 387, 2.2 v.u. (405, 2.11): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 358, 2. 8f. (405, 2.7, 6 v.u.): „daß 
entweder Form (4) sich finden 
läßt“. 

S. 388, Z. 16f. (406, Z. 2f.): „die An- 
zahl von den Relationen ... Anzahl von 
den bei der“. 

S. 388, Z. 21 (406, Z..8): „findet“. 

S. 389, Z. 6 (407, 2. 3): „Gleichung 
verschwindet unter den früheren Vor- 
aussetzungen‘“. 

S. 390, Z. 4 (408, Z. 8): 
sich“. 

S. 390, 2.19 (408, 2.5, 4v.u.): „eben- 
falls die Anzahl von den Relationen“. 

5301,24, 98 m u. (410, 2.14 vu): 
„und daher“. 

8.392, Z. 11 (411, Z. 9f.): „Mehrere 
hierher ... nicht, und daher“. 

3.990, 26m. u>1412, 2 2): Ord- 
nung findet“. 


„Finden 





8. 893, Z. 8, 22, 24 (412, 2.15; 413, | 


Z.1, 4): „Aufstellung von den“. 
3.393, 2.19 (412, 7. 5v.u.): „Gruppe 
die eine unter“. 
S.394, 2.10, 3v.u. (414, Z.11,2v. u.): 
„entscheidet man“; „erhält man“. 


S. 394, 2. 5v.u. (414, 2.5v.u.): „ver- 


suchen darnach die“. 

S. 395, Z. 5 v.u. (416, Z. d): 

5.396, Z.11 (416, 2.4 v.u): 
dem“ statt: „weil“. 

SB. Zu BB ira Air 2.5; 
v.u.) fehlt immer: „= 0“. 


„ın- 


„finden“. 


S. 398, Z. 12 (419, Z.9 v.u): „der | 


zweiten Form“. 

S. 398, 2.16 (419, Z. 4 v.u.): „so er- 
hält man‘, 

8. 898, Z. 2 v.u. (420, Z. 10 vu): 
„von den linearen‘. 

S. 399, 2. 13f. (421, Z. 6f.): „wir gar 
nicht unsere ... von 9, benutzt“. 

5.399, 2.19 (421, 7.12): „findet sich‘. 

8. 399, 2.6 v.u. (421, 2.7 v.u.): „in 
unseren“. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8. 400, Z.1 (422, Z. 1): „Transforma- 
tionen“. 

S. 400, Z. 14,13 v.u. (422, Z. 6,5 
v. u): „keine Differentialquotient von 
x und auch nicht x selbst enthalten“. 

S. 400, 2. 10 v.u. (422, 2.2 v. u.) steht 
y;:y zweimal und dann folgt y”: y,- 

8.400, 2.8 v.u. (423, 2.1): „angeben; 
und daher“. 

3,401, 2.19 49 2, 4): „Hiernach 
fand man“, 

S. 402, 2.1 (424, Z.8 v.u.): „fragt es 
sich zunächst‘, 

8. 402, 2.3 (424, Z.5v.u): 

„(BD)=cB, +c,B, +@B“. 

5. 402, Z. 7f. (426, Z. ı1f.): 
Gruppe enthalten . 
selbst, während“. 


„der 
. und auch nicht x 


8. 408, 2.5 (426, 2.6): ,y= u 
v— Ww 
8. 403, Z. 11f. (426, Z. 13): 


„Erledi- 

gung von unseren beiden‘, 

S. 404, 2.6v.u. (428, Z. 15): „be- 
stimmen darnach wie“. 

S. 404, 2.2 v.u. (428, Z. 18): „Qua- 
dratur durch die beiden‘, 

5.405, 2.8 (429, Z.1): „hinein“ statt: 
„ein“. 

8. 405, Z. 11 v.u. (429, 2.12 v.u): 

ng x? — 2ıK". 
5. 405, 2.8 v.u. (429, 2.8 v.u.): 
a a a A ke 

S. 406, 2.1 v.u. (430, Z. 1v.u.): „Be- 
nutzung von der“. 

S. 408, 2. 14 (433, Z. 9): „Summe der 
Form“. 

S. 409, 2.1 (434, Z.1): „Dieselbe ist“. 

S. 409, 7.18 (434, Z. 9 v.u.): „keiner 
mehr umfassenden“. 

S. 409, Z. 10 v.u. (434, Z.1v.u.): 
„von x durch‘. 

S. 410, 2.15 (435, Z. 2 v. u): „Be- 
stimmung von der“. 

S. 410, 2.9 v.u. (436, Z. 11): „indem“ 
statt: „weil“. 


S. 411, 2.5 (436, Z.3 v.u): „zwei 


erster‘, 


ia ar de er Fer Velen res 





Abhandlung XIV—XVI 


Br, : 2. 1-18 (437,0. 87): 
„zwar sollen die Relationen (A) 


sich umwandeln‘. 

8. 411, Z. 16 (437, Z. 11): „Gleichun- 
gen zweiter Ordnung“. 

8. 411, Z. 18 (437, 
Null oder“. 

S.411, 2.20, 21 (437, Z.15, 17): „man 
wiederum die“; 

näher‘‘. 
8.411, 2.5 v.u. (437, Z. 3v.u.) fehlt: 
„den“. 


8.412, 2. 12, 20 (438, Z. 15, 23): „in- | 
„selbstverständ- 


‚dem‘ statt: 
licherweise‘. 

8.412, 2.5 v.u., 413, Z.12 (439, 2.2, 
20): „findet sich‘. 


„weil“; 


S. 413, Z. 4 (439, Z. 12): „indem“ | 


statt: „weil“. 


8.413, 2. 9f. (439, Z. 17£.): „lassen | 


die ... übrigen X, sich nicht. ohne“. 
= 8. 413, 2. 23f. (440, Z. 5): „von g, 
mit Q,“. 


Ss A r YAR Fe | ‘ . . 
ea 2.12 (441, 2. 2): „Ausdrück ‚ babets Moder i 1884 heißt es auf S. 3: 


von der“. 


8.414, 2.12, 9 v.ü. (441, Z: 13, 15): | 


„finden sich“. 
S. 415, Z.4 (442, 7. 1): „findet sich“. 


8. 415, Z. 17 (442, Z. 11,10 v.u): 


„Funktionen von x, y, eine gegebene‘. 
8.415, 2.9 v.u. (443, Z. 1): „Dabei 
soll es“. 
8.416, 7.1 (443, 2.8): „genügen, und 
dabei kann man sogar“. 

8.416, 2.7 (443, Z. 15): 
4 „D Fr Ye, Y)y“- 

S. 416, 2. 14 (443, 2.6 v.u.): 

»X19, ++. X,9, 7q, p“. 


sich“. 


lich alle der Form“. | 

8.418, 7.2, 3 (446, 2.3, 4): 
NH Ren +... 
„Konstante e,_,“. 
78.419, 2.4 v.u. (448, Z. 14): „Inte- 
grationstheorie von den“. 


‚mehr umfassenden“. 





2.13): „gleich | 
: Dann bemerken“. 


„ich doch nicht hier | 


S. 416, 2.15 (443, 7.5 v.u.): „finden | 


8. 416, Z. 12 v.u. (444,°Z. 7£.): „näm- | 


8.420, 2.1 (448, 2.9 v.u.): „keiner 
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8.421, Z. 18—16 (4580, Z. 1-15): 
„Integration von einer ... Bestimmung 
als Funktionen der Größen x, y von 
x,:X, y;:y, x,+y,:x’+y‘. Dabei 
kennen wir schon früher‘. 

8.421, 2.8 v.u. (450, Z.5v.u.): „sind. 


8.422, Z.1v. u. (452, Z. 17): „Inte- 
gration von den“. 

S. 423, Z. 10 (452, Z.5v.u): „und 
ebenfalls‘. 

5.428, 2.4 v.u. (458, 2.8, 7v.u): 
„Integrationstheorie von einem vollstän- 
digen Systeme‘. 

8. 425, Z. 10, 12 (455, Z. 13, 10 v.u): 
„Af=0* statt: „A,f=0, ..., Ayf—0“. 

8.425, 2.9 v. u. (456, Z. 9): „Eben- 
falls ist“. 

S. 426, 2.9 (456, 2.6, 5 v.u.): „Dif- 
ferentiation und Elimination“. 


XV. 


In der Oversigt over Videnskabs-Sels- 


„Den 1ste Februar Math.-naturvid. 
Klasse. ... 3. Lie fremlagde til Tryk- 
ning en Afhandling betitlet: „Mathe- 
matiske Meddelelser I“, trykt ovenfor 
som No. 8“. In No. 8 der Forhandlinger 
fehlt jedoch die Bezeichnung: I und 


‚ außerdem findet sich die Angabe: „Vor- 


gelegt in der Sitzung am 2. Februar 
1884. 

8.428, 2.11 (1, Z. 9). Die Eintei- 
lung in die Nummern 1—8 ist neu. 

S. 428, 2.19 (1, 2.7 v.u): „Bd. IX, 
S. 455“. 

8.430, 2.4 v.u. (4, Z: 6) fehlt beide 
Male dt. 

XVI 

S. 432, Z. 14 (431, Z. 10v.u.): „daß F 
gar nicht die Größe „=D“, 

S. 434, 2.12 (434, Z 3). Der Anfang 
der Nr. 1 ist im Archive gar nicht be- 
zeichnet. 

S. 435, 2.6 (435, Z. 4): „Berücksich- 
tigung von den Relationen“. Ähnlich 


| noch mehrmals. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 37 
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SEASE ZIb vn A ZI 


| 


1 


Der Satz hat im ersten Drucke keine 


| 
Nummer, während später, 8. 441, 4.7 


(442, Z. 11 v.u.) Satz 2 folgt. 

Ss zZ avm (As, 2a rn): 
„Mayers Abhandlung im selben Bande 
pn: 508. 

S. 436, 2.4 (436, 7. 11) fehlt: 


S. 436, Z. 10 (436, Z. 17): „und daher 
ist“. 

8. 487, 2. 18 (437, 2.7 

„Bi=0". 

S. 437, 2. 16 (437, 2. 4v.u.): 
statt: „weil“. 

S. 437, Z. 22, 23 (438, 2.4, 5): „Lö- 
sung von den‘; „Funktion von der“. 

S. 437, 2.9 v.u. (438, Z. 13): „Lösung 
von den‘. 

8.438, 2.5, 17 (438, Z.3 v.u., 439, 
7.9): „Integrationsproblem von den“; 
„„Multiplikator von den“. 

8,488, 2.5 v.u. (489, 2.5 v.u.): „wir 
feststellen, daß‘. 

S. 439, 2.5 (440, 2. 6): „den zu den“. 

S. 439, 2. 10 v.u. (440, 7.3 v.u.): „im 
folgenden Satze‘. 

54406. 21.3.4 (441, 2.62, 88,10): 
„ebenfalls ist BI“; „‚‚Integration von 
den A,f= 0“; „Funktion von der“. 

S. 440, Z. 15 (441, 2. Tv.u.): „Lösung 
von den A,f=0". 

SA ZI HD ET 


v.u.) fehlt: 


„indem“ 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 444, 2.7 (446, Z. 8): „noch meh- 
rere‘‘. 

S. 444, 2.8, 2, 1v.u, 445,24 6 
(446, Z.1v.u., 447, 2.6, 7, 11,13) steht: 
„B* statt: „A“. 

S. 445, Z. 10, 14 (447, 2.8, 4v.u): 
„indem“ statt: „weil“; 

„4X yF— X, F)da“. 

S. 445, 2.17, 26, 27 (448, Z.1, 11, 12): 

„B“ statt: „A“. 


S. 445, 2.9 v.u. (448, Z. 11) fehlt 


beide Male: „st“. 


S. 441, 2.5 (442, Z. 13 v.u.) fehlt die 


Bezeichnung: (4). 

S. 441, 2.19 (443, /. 2): „und zwar 
dem‘. 

S. 441, Z. 21 (443, 2. 5): „Transfor- 
mation (4) erhalten“. 

S. 441, 2.6v.u. (443, Z. 11) fehlt: 
u ae 

S. 443, 7.4 (444, 2.4 v.u.): „setzen; 
und also“. 


S. 443, Z. 16, 18 (445, Z. 11, 14): „die | 


zu den gefundenen‘; „Zu der infinitesi- 
malen“. 


S. 443, 2.5 v.u. (445, 2.4 v.u.) fehlt | 
' teilung in die Nummern 7—39 ist neu, 


die Bezeichnung: 3. 


XV. 
S. 447, 2. 5 (449, 2. 5): „wenn“ statt: 
„wann“. 
S. 448, Z. 17, 20 (450, Z. 21f., 25):% 
„betrachtet; ebenfalls führe‘; „und 


ebenfalls die“. 
S. 448, Z. 10 v.u. (451, 2.2v.u.): „für 


unnothwendig“. 


IE 
8.451, 2.13. v.u. (3, 2.2 v.u.) 
„GCo)=6G+ 27 4 
XIX. 
8.458, 2.11 (74, Z. 
Bestimmung‘. 
S. 455, 2. 3 (76, Z. 12 v.u.). Die Sätze 
1—7 ersten Drucke nicht 
numerirt. 


10): 


sind im 


8.455, 2.2 v. u. (77, 2.18% 12 v. u) 


„Bildung von den Ausdrücken‘. 
S. 456, 2. 17.(78, 2. 4f.): „verschwin- 
den dürfen“. 


S. 457, 2. 5 (78, Z.3v.u.) fehlt: „ya 


8. 457, 7. 8f. (79, 2. 1f.): „Ich werde 
diejenigen .. 
kürzlich andeuten‘“. 


deren“, 


8. 459, Z.4—7 (81, Z. 1518): „Do 


' bei enthält M sicher ein bei XP in- 


varianter ... 
... XP ihre Lage“. 

S. 459, 2.14 (81, 2.11 v.u): 
falls erkennen‘. 

8.459 Z.7 v.u. (82, Z. 12). 


„ dia mich ... lieferten, 


S. 457, Z. 11 (79, 2.5): „Untergruppe, 


selbstverständlicherweise 


„Eben- 


„Diejenige 


Die Ein 


ER EEE EEE EEE EEE ER U EEE CH NOUOn Ce TREUE ON BIGERUND U. 


- hiernach, ob die... 





Abhandlung XVI—XIX 


8.461, Z.1v.u. (8, 2.2, 1v.u): 


„Gesell. d. W. Chr.a No. 9, 1884“. 

8. 462, 2.8 (85, Z. 5) fehlt: „— 0*. 

8. 462, Z. 15 (85, Z. 12): „im selben 
Bande von den“. 

8.468, 2. 4 (86, 2. 6): „Sg 3". 
8.463, 2. Tf. (86, Z. 10f.): „Transfor- 
mationsgruppen fragt es sich zunächst 


‚nach einfachen‘. 


S. 464, 2.2 v.u. (87, 2.1 v.u.): „Bd. 
XVI, p. 510“. : 
8. 464, Z. 11v.u. (88, Z. 13): „und 


ebenfalls‘. 


S. 465, 2. 6f. (88, Z.5 v.u.): „Ebene 


eine gewisse inf.“ 


S. 466, Z. 15, 17, 21 (90, Z. 12, 9, 4 


v.u.): „Diejenige Methode“; „Um Rech- 
nungsfehler“; „führe hiernach“. 


8. 466, 2.4 v.u. (91, 2. 9£.): „frage 
.yY’ —y'=0 sich 


in die“. 
S. 467, 2.2 (91, Z. 14): „von den 
neuen‘, 


S. 467, Z. 12, 11, 10v.u. (92, Z. 8, sf., 
9f.): „Bd. 9, S. 187“; „Hiernach‘‘; „Bd.9, 


‘ 
pP. ... gegebenen‘. 


8.468, Z. 14, 16 (93, Z.2, 4): „und 


also“; „Ebene ist es“. 
7% 


3.468, 2.4 v.u. (93, 2.12 v.u.) „wieder- 


um in‘, 


8.468, Z. 1v.u. (93, Z.5v.u.): „geht 
in sich durch ... Transformation über“. 


=, 2.4 vu. (98, Z. 4,3 vu): 


„nur zwei invariante, nämlich (IV) und 


P,g“. Lie hat selbst dieses Versehen 
auf S. 107, Z.4—1 v.u. (hier $. 480, 


Anm.) berichtigt. 


8.464, Z. 12 v.u. (9, Z.8v.u): 
„wiederum in“, 
8.469, 2.10 v.u. (94, Z.6v. u): „q, 


%9g, yg, xp gestattet nur“. 


8.470, Z. 1f. (95, Z. 2): „wiederum 
in“, 


8.471, 2. ı£., 10 (96, Z. 5E., 18): 


„uichtprojektivische Gruppe wiederum 
in“; „wiederum in“. 
8. 471, 2.10, 9 v.u. (97, Z. 3£.): „und 


&) in sich durch ... Transformation 
übergeführt ..., wobei doch zu“. 
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8. 472, 2.8 v.u. (97, Z.5v.u.): „ich 
im großen‘. 

S. 474, 2. 4 (99, 2.9 v.u.): „sein soll“. 

S. 474, Z. 18 (100, 2.6): „Bd. 9,p....“. 

S. 475, 2.1 (100, Z.4, 3 v.u.): „Inte- 
gr. UI, Bd. 9, p..... Formel‘. 

S. 475, 2.7 (101, 2. 3£.): „nicht re- 
duktibel auf... y’=0. Und daher“. 

8.475, Z. 10-12 (101, 2. 7£): „ep 
+(y+2)g gestattet die... y”+ ae" 
= 0, die sich“. 

S. 475, 2. 19f. (101, 2. 16f£.): „nicht 
reduktibel auf ... y’—=0, wenn... ist, 
indem y”“. 

S. 475, 7.5 v.u. (101, 2.4 v.u.). Die 
Bezeichnung $ 5 fehlt. 

S. 477, 2.16 (103, 2.6 v. n.): „Bd. 3, 
p. 408— 410“. 

S. 478, 2. 1f. (104, Z. 13f.): „von @,, 
die jede ... lassen, auf“. 

S. 478, 2. 4 (104, Z. 16): 

„Yy=matnyt+ pe. 

S. 480, Z. 18,20 (107, 7. 9, 12): „sol- 
len jetzt“; „indem @,“. 

8. 480, 2.4,3 v.u. (107, 2.6,5 v.u): 
„Integration ... II, Bd. 9". 

5.480, 2. 1v.u. (107, 2.4—1v.u) 
folgt hinter f—= 0 noch der Zusatz: „Ich 
schalte hier die folgende Berichtigung 
ein. Linie 4 und 3 pag. 93 [hier $. 469, 
Z.4 v.u.] soll heißen: „Die Gruppe II 
enthält nur drei invariante Untergrup- 
pen, nämlich IV und p, q und p, 
xp + ygq“. 

S. 481f. (108f.),. Im ersten Drucke 
sind aus typographischen Gründen die 
dreigliedrigen Gruppen vor die vierglie- 
drigen gesetzt, was beim Neudruck be- 
seitigt werden konnte. 

S. 482 (109). Im ersten Drucke sind 
die zweigliedrigen Gruppen xq, 2p +9; 
1P+y9; 9, 20p + (y—x)q in Doppel- 


, rahmen eingeschlossen und durch das 


‚ Zeichen — verbunden, während nur die 


erste mit der dritten durch eine pro- 

Jektive Transformation, nämlich durch 

diese: 1 
Hrn 


ähnlich ist. 
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S.483, 2.6 (111, Z. 1—3) dreimal: | 


„Pr + XePpg + Rp“ statt: „U“. 
S.488, Z.19 (111, 2.17): „B,+c, U“. 
OT U SE A 

„zu einer anderen“. 

8.485, Z. ı (113, Z. 15): „sie nicht 
bier näher“. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8.493, 2.6—3 v.u. (124, 2.5—2v.u.): 
„Gruppen entsprechende allen Ähnlich- 


‘ keitstransformationen oder allen Bewe- 


aller Ähnlichkeitstransfor- 
mationen oder Bewegungen“. 

S. 494, 2.6 (124, 2.10, 9 v.u.): „Ka- 
tegorien vertheilen könnte‘. 

S. 494, 2.7 (125, Z. 1): „kürzlich be- 


gungen ... 


| .. “ 
, gründen“. 


8,486 2.7 (118, 22 v0): sındem® | 
statt: „weil“. 
S.486, Z. 121. (115, 2. 8f.): „ist, in- 


dem die unendlich entfernte Ebene in 
diesem Falle bei der“. 

8.486, Z.2 v.u. (115, Z, 6 v.u.): „in- 
variant bei einer projektivische Gruppe, 
die‘. 


8.487, Z. 14, 12v.u. (116, 2.110, 8 | 


v.u.): „nur übrig die Annahme“; „in- 
dem eine Kurve“. 

S. 488, Z. 9, 10 (117, Z. 13, 14): „da- 
bei unnotwendig“; „indem alle“. 

5 Ze N ZI vn) 
nicht die Punkte dieser Ebene“. 

S. 489, Z. 15f. (118, 
„Bildung von den Ausdrücken“. 

8.490, 2. 18, 20, 22 (120, Z. 4, 6, 9): 
„so findet‘; „man daher die‘: „auftreten 


„gar 


müssen“. 

S. 491, 2. 6f. (420, 2. 3, 2 v.u.): „da- 
gegen keine in ... Gerade oder Kegel- 
schnitt‘. 

8.492, 2.13 v.u. (128, Z. 3): „Unter- 
gruppen von der“. 

S. 492, 2. 9 v.u. (128, Z. 8) steht: 
„ar“ statt des richtigen: „ep + yq“- 

S. 492, Z. 5 v. u: (123, 2. 11): „Diese 
elfgliedrige“. 

S. 492, Z.3v.u. (123, 7.13): „Gruppe 
von allen“. 

Sa 23 08 Zorn: sr 
statt: „ep + Ya". 

S. 493, Z. 11 (123, 2.7 v.u.) fehlt der 
Hinweis auf die Anmerkung 1) unterm 
Texte. 

S. 493, 7. 14 (124, Z. 1): „Unter den- 
jenigen pr. Gruppen“. 


8. 494, 2. 12 (125, 2. 6f.): „Punkt x, 


9, 2 allgemeiner“. 


2.3, 2v.u.): | 


S. 494, Z. 21 (125, Z. 16): 
meinerung von meinen“. 

S. 494, 2.10 v.u. (125; 2. 10 v. u) 
„@, in mehrere‘. | 
S. 496, 2.1 (127, 2. 6) fehlt der Ver- 
weis auf die Anmerkung 1) unterm Texte. 

S. 496, 2.10 (127, 2. 15f)): „indem 
die übrigen“. 

8. 497, 2.4, 6 (128, 2. 13,16): „Gruppe ° 
von allen‘. 


„Verallge- 


XX*, 
Die Einteilung in die Nummern 1-7 
ist neu. 


S. 500, Z. 16, 15 v. u. (2, Z. 15f.) hat 


' der erste Druck: „den sidste Gruppe‘, 


S. 493, 2.16 (124, 2. 3f.): „Punkt ihre | 
einfache einfach transitive“. 


Lage behält‘. 
S. 493, 2.14 v.u. (124, 2.17, 16 v.u.): 
„von dieser Zeitschrift“. 


| 


also: „die letzte Gruppe“, während in 
Lies Handschrift, die erhalten ist, steht: 
„den sögte Gruppe“. 5 
XXI. | 3 
Die Einteilung in die Nummern 1-5 N 
ist neu. 
S. 504, Z. 19-21 (2, 2. 7—5 v. u) 
„War insbesondere r— g<{4, so war 
diese... Ordnung. War anderseits.‘ 
S. 504, 2.10 v.u. (8, 2.7): „indem“ 
statt: „da“. y 
AS. 
8.508, Z. 20 (854, Z.2 v.u). Die 
Sätze 1-12 und die Theoreme 1—4 sind 
im ersten Drucke nicht numeriert. 
S. 508, Z.8 v. u. (355, Z. 10): „Para 
meter von den“. 
S. 512, Z. 6 (359, Z. 5 v. u): „eines 


S. 514, Z. 10 (362, Z. 13 v.u.): „Diese 
Gleichungen“. E 
3 
4 


Abhandlung 


S. 515, Z. 12 v.u. 
klein als r—n“. 
S. 516, 7. 14 (865, Z. 13): 


(364, Z. 11): „so 


“ X,f anzuwenden“. 


S. 518, Z.1 
beländerungen“. 


(867, 2.14 v.u.): 
So mehrmals. 


„Varia- 


XIX— XXI 581 


S. 527, 2.2 v.u. (881, 2. 3): 


' denjenigen Reihenentwickelungen‘“. 


„Gruppe 


8. 528,.2..12:(881,-2:.1% vu): „in 


, dem nächstvorangehenden Paragraphen“. 


8. 519, Z. 4 (369, Z. 1): et die 


zugehörige‘. 
8. 519, 2.17 v.u. (869, 2.13 v.u.): 


h „Es erübrigt jetzt‘. 


} 


eine“: 


8. 519, 2.5 v.u. (870, 2.1): „unab- 
hängige finden‘. 
8.520, Z. 5v.u.. (871, Z. 11): „be- | 


stehen sollen“. 
8. 521, 2.6 v.u. (372, 2.9 v.u.): „in- 


_ dem“ statt: ‚weil‘. 


E 








„Form 9, X, +: 


9f., 12): 


S. 521, 2.1 v.u. (372, Z. 4 v.u.) fehlt: 


von‘. 


$. 522, 2.6 (373, 2.3): 
„weil“. 

8.523, Z. 6 (374, Z. 16f.): „so ge- 
hören zu allen übrigen Punkten x,“. 

S. 523, 2. 19 (874, Z.1v.u) fehlt: 


„indem“ statt: 


% 
„von“. 


8. 523, Z. 11-9 v. u. (875, Z. 9-11): 
+ 9,X,. = 2. be- 


stände, erkannten ... ausdrücken ließe“. 


8.523, 2.5 v.u. (375, Z.16): „indem“ 
statt: 


„da. 
8. 524, 2. 17 v.u. (376, Z. 15): 


von den“. 


S. 524, 2. 3v.u. (376, Z. 2v.u.): „Der 


_ Begriff systatische‘. 


©. 535, 2.9, 11, 17 (877, Z. 11, 14, 
20): „jede“ statt: „jedes“. 

8. 526, Z. 2f. (378, Z. 15): „Auffin- 
dung von diesen“. | 

S. 526, Z. 18f. (379, Z. 2): „Bestim- 


mung von den‘. 

$. 526, Z. 16, 15, 13 v.u. (879, 2. 8, 
„von denjenigen Reihenent- 
wickelungen“; „Punktes x? allgemeiner“; 


„Betrachtung von den totalen‘. 


8.527, 2.7(380, 2.2): „sämtliche diese“. 


8. 527, 2. 12f. (380, Z. 7f.): „lassen 


- hiernach den“; „Integrale von den“. 


8. 527, 2.19, 11v.u. (380, Z. 17, 8 
v.u.): „Differentiation von den‘; „Be- 
stimmung von den“. 


„Wahl | 


erste 


S. 5629, 2. 15 (383, 2. 6): 
RE ac 

S. 529, Z. 18, 19 (383, Z. 9, 10, 
13): „Punkt x allgemeiner‘; „bilden 
„Potenzen von den x, — a0“. 

S. 529, 2.5,4v.u. (883, 2.7v.u): 
„und wie sie transformiert erden stu- 
dieren‘“. 

S. 531, 2. 15v.u. (386, 4 5) fehlt das 
von... 

8. 581; 2-14, 18 v. 
„Klasse zugehören“. 


„Kıf“ statt: 


22 


ya 


u. (886, 2. 7): 


8. 531, 2. 12 v.u. (886, Z. 9) fehlt: 
„von“. 

8.531, 7.10 v.u. (386, Z. 11): „und 
ebenfalls“. 

8. 531, Zöv.u. (386, Z. 16): „Be- 
stimmung von allen“. 

S. 531, Z.1 v.u.—532, Z. 5 (386, Z. 12 


bis 7 v. u.): „auffaßt. Für jede solche 
Schar von gleichberechtigten linearen 
Gruppen wählen wir eine als T'ypus. 
Zu jeder solchen Typus a, ;;%,p, enb- 
spricht‘. 

8.532, 2.8 (886, 2.3 v. u.) fehlt: „von“. 

S. 532, 2. 18 (387, Z. 8): „Formen 
von den ... Gliedern“. 

S. 582, 2. 14 v. u. (387, 2. 14): 
statt: „D,,;“. 

S. 582, 2.13 v. u. (887, Z. 15f.): „an- 
gehören und also ihre Glieder erster 
Ordnung sich“. 

8. 582, Z..11 v.n. (887, 2. 12 v.u.): 
„Bestimmung von den“. 


8. 582, 2.7 v.u.- (887, 2.8 vu): 
„sondern vorbehalten urs, in“, 

S. 538, 2 3 (388, Z. 2) fehlt: „von“. 

S. 583, Z. 9 (388, 2. 9): „Bestimmung 
von den ee N 

S. 553, Z. 12 (888, 2. 12): „werden 
hierdurch doch“. 

S. 583, Z. 13 (888, Z. 14): „Verein- 


fachung von den“. 
S. 533, Z. 18 (388, Z. 13 v.u.): 
falls kann“. 


„Eben- 
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S. 533, Z. 12,11 v. u. (388, 2.4 v.u.): 
„Werthe von den e,,,“- 


S. 538, Z. 8 v.u. (889, Z. 1): „Wer- | 
then von den a | 
S. 583, Z. 2 v.u. (889, Z. 8): „Be- | 


trachtung von der“. 

S. 534, 2.2 (389, Z. 12) fehlt: „von 

S. 584, Z. 6f. (889, Z. 18—10 v. u): 
„in beiden diesen Fällen ... transfor- 
mirt, indem die“. 

BEA. 29 
„eine“. 

S. 534, 2. 9 v.u. (390, 2.18): 
statt: „weil“. 

S. 534, 2. 6 
von: 

S. 536, 2. 9, 8 v. u. (393, Z. 6): „der 
Koeffizient rechts von 9“. 

S. 537, Z. 7 (898, Z.6 v. u.) fehlt: 
„von. 

S. 537, Z. 14 (894, Z. 4): „aber giebt 
es gerade“. 

58.587. Z 5 wu. 898, 2.7.9.0): 
„als neue P,“, ähnlich noch mehrmals. 

S. 538, Z. 9 v.u. (895, Z.5 v.u.) fehlt: 


v.u. (890, Z. 16) fehlt: 


„von“. 
S. 640, 2.17 (398, Z. 1f.): „zweiter 
Ordnung“. 


S. 540, 2.6 v.u. (398, Z. 14 v.u): 
„weitergehendes“ in einem Worte. 

8. 541, 2. 1 (398, 2. 7 v. u): „wie 
pag. 392, so“. 

8..541, 2.15 v. u. 
„12.2 statt: 13° 

S. 541, Z. 18° vu, 
fehlt: „von“. 

S. 542, Z.18f. (400, Z.11v.u.): „min- 
destens eine P/“. 


S. 545, 2.17 v.u. (404, 2.5 v.u.). Die 
Bezeichnung Nr. 14 ist neu, ebenso 


nachher Nr. 15. 
S. 546, Z. 14 v.u. (406, 2.3 v.u): 
A, statt: „(— 1A, nn 


„+ (0, — O)8g, 94“ 
S. 546, 2. 13 v.u. (406, 2.2 v.u.): 
„&,,. statt: „PB,“ 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 547, 2.2, 3 (407, Z. 12, 18): 
see (e, v + eu)dgu, PIE 
S 


Sg 1,2% Pe 0 
Em (e, ve. en 1 av. 

S. 547, Z. 16, 20, 30 (407, Z.1v.u,, 
408, 2.4, 1): „eu,“ 


S. 548, Z. 9 (409, 2. 3): 


„ 


„Berechnung 


' von den“, 


(389, Z.9 v.u.) fehlt: 


„indem“ | 


S. 548, Z. 5 v.u. (410, Z. 4): 
„tr 2 re 0%: 


S. 549, 2. 17£. (410, 2.2v.u): „Be-# 
rechnung“. 
S. 549, 2.12 v. u. (411, Z. 9): „unter 


dem sich“. 

S. 549, Z.6v.u. (411, 
„der“. 

S. 550, 2.19 (412, Z. 12): „Ed, Pi“. 

S. 550, Z. 16 v.u. (412, Z.15, 14v.u.): 
„ebenfalls“. 

S. 550, 2.5,4 v.u. (412, 2.3, 2 v.u.): 
„Gruppe mit der ... Transformationen 


2. 16) fehlt: 


sich deckt“. 


(399, 2.16 v.u): | 


XXIIa. 
8. 551, Z. 15 (888, 2.16 v.n.). 
erste Druck hat: ‚a, , a 


...9 n°‘ 


KXLIT 
S. 558, 2.2 v.u. (4, 2.8): 
„x = f;(z, a a)“. 
S. 554, 2.1 (4, Z. 9f.): 
von den“. 
S. 554, 2.6 vu. 





„Bestimmung 





(5, Z. 11). Die Ein 


(399, Z. 13 v. u.) | teilung in die "Nummern 5—8 ist neu. 


one“ 
8. 567, Z.1v.u. 8, Z.1v.u): "5 
statt: a 


XXI. 


S. 558, 2.7 (3, 2.5). Die Einteilung” 


in die Nummern 1—3 ist neu. i 
S. 558, 2.9 (8, 2. 7): „bilden nach“, 
S. 558, 2.9 v.u. (8, Z.1v.u): 


„Vol 


ihnen erzeugt“. 
S. 560, 2.7 v.u. (6, a 
fänden“. 
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Lie über die Anfänge seiner Theorie der 
Transformationsgruppen. 
Aus Briefen an Adolph Mayer. 


Der Winter von 1873 auf 74 ist in Lies Leben besonders denkwürdig, denn 
in dieser Zeit legte Lie den Grund zu seiner Theorie der Transformationsgruppen- 
Er fand zunächst verhältnißmäßig leicht, daß es auf der geraden Linie bloß drei 
Typen von endlichen kontinuierlichen Gruppen gibt, und daß als Vertreter dieser 


_ Typen dienen können die Gruppe aller linear gebrochenen Transformationen mit 
_ einer in ihr enthaltenen eingliedrigen und einer zweigliedrigen Untergruppe. Dann 


aber gelang es ihm in monatelanger ununterbrochener schwerer Arbeit, alle end- 
lichen kontinuierlichen Gruppen von Punkt- und von Berührungstransformationen 
der Ebene zu bestimmen. Soweit er sich später erinnerte, fielen die ersten An- 
fänge der 'Theorie in den Oktober 1873, dagegen konnte er keine genauere Aus- 
kunft darüber geben, wie sich alles nach und nach entwickelt hatte. Die Einzel- 
heiten waren seinem Gedächtnisse entschwunden, und er wußte nicht mehr zu 


_ sagen, wann er die verschiedenen Ergebnisse gewonnen hatte; nicht einmal bei 


den besonders wichtigen war er dazu imstande. Zurückgeblieben war nur der 


_ alles überwiegende Eindruck, daß er geradezu schreckliche, überaus mühsame 
_ und anstrengende Rechnungen hatte durchführen müssen, um zum Ziele zu ge- 


langen. Er war mehr als einmal in Gefahr gewesen, zu erlahmen, und nur die 


_ unerschütterliche Überzeugung, daß er auf dem rechten Wege war, hatte seinen 
_ Mut aufrecht erhalten. 


Die Veröffentlichungen Lies dee auch keinen Aufschluß darüber, wie sich 


seine Theorie im einzelnen entwickelt hat. Er begnügte sich zunächst mit einer 
_ kurzen Mitteilung in den Göttinger Nachrichten vom 3. 12. 1874, die hier als Ab- 
handlung I, $. 1—8 abgedruckt ist; darin gab er aber fast nur Sätze ohne Be- 
weise, bloß bei der Bestimmung der Gruppen auf der geraden Linie ist der ein- 
 geschlagene Weg wenigstens angedeutet. Länger als ein Jahr erfuhr dann die 


mathematische Welt überhaupt nichts von der neuen Theorie, und als er im Früh- 
jahr 1876 wieder mit einer Veröffentlichung hervortrat, da unternahm er gleich 
eine zusammenhängende Darstellung in einer Reihe von Abhandlungen, die mit 


_ der hier als Nr. Il, 8. 9 ff. abgedruckten Arbeit beginnt. Inzwischen hatte er aber 


die allgemeine Theorie schon sehr weit entwickelt. An die Stelle seiner ursprüng- 
lichen Methoden zur Gruppenbestimmung, die schwerfällig waren und überaus viel 


- Mühe und Zeitaufwand erfordert hatten, waren neue, vollkommenere getreten, die 


weit leichter und schneller zum Ziele führten. Kein Wunder daher, daß die Ab- 


 handlungen, die er nunmehr herausgab, ganz andere Wege gingen als die waren, 


die er ursprünglich eingeschlagen hatte. Eine Ausnahme bildet fast nur die erste 
Bestimmung aller Gruppen von Berührungstransformationen der Ebene, die nicht 
in Gruppen von Punkttransformationen überfübrbar sind (hier Abh. V, 8. 156— 191). 


Da erfährt man wirklich im großen und ganzen, auf welche Weise Lie ur- 
_ sprünglich diese Aufgabe gelöst hat, nur bleiben dem Leser alle die Schwierig- 


keiten erspart, die Lie selbst bei der ersten Durchführung der Bestimmung zu 


. überwinden gehabt hat. 
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Man wird wünschen, näheres über die ersten Anfänge der Theorie der Trans- 
formationsgruppen zu erfahren, aber dieser Wunsch kann leider nur sehr unvoll- 
kommen erfüllt werden. Im handschriftlichen Nachlasse ist nur wenig von den 
Rechnungen aus jener Zeit erhalten, und dieses Wenige gewährt kein Bild von den 
Wegen, die Lie gegangen ist, hat auch für die Feststellung der Zeitfolge seiner 
Entdeckungen keine Bedeutung, da es unmöglich ist, die Reihenfolge der vorhan- 
denen Bruchstücke zu bestimmen, geschweige denn auch nur den Monat anzu- 
geben, aus dem jedes einzelne stammt. Die Briefe, die Lie 1873 und 74 an 
F. Klein geschrieben hat, sind nicht erhalten, und Kleins Antworten, die aufbe- 
wahrt sind, gewähren auch keinen Aufschluß. Um so wertvoller sind daher einige 
aus jener Zeit stammende Briefe an A. Mayer, in denen Lie über seine Ent- 
deckungen auf dem Gebiete der Transformationsgruppen berichtet. Da die Monate, 
in denen diese Briefe geschrieben sind, feststehen, zuweilen sogar der Tag genau 
oder doch annähernd bekannt ist, so ersieht man aus ihnen wenigstens, wie weit 
Lie jedesmal, als er schrieb, vorgedrungen war. Dagegen bleibt allerdings im 
Dunkeln, wie Lie im einzelnen zu seinen Ergebnissen gelangt ist, insbesondere 
werden wir niemals erfahren, auf welchen Wegen er zum ersten Male die Be- 
stimmung aller endlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen der . 
Ebene durchgeführt hat. 

Ich lasse hier alle hierhergehörigen Stellen aus den 1873 und 74 geschrie- 
benen Briefen an A. Mayer folgen. Die späteren enthalten fast gar keine Mit- 
teilungen über die Theorie der Transformationsgruppen. Während Mayer auf 
dem Gebiete der partiellen Differentialgleichungen selbst mitgearbeitet hatte, zeigte 
er für die neue Theorie nur platonisches Interesse, und so ist es begreiflich, daß 
Lie aufhörte, ihm von seinen gruppentheoretischen Entdeckungen zu berichten. 

Zuerst kommt ein Brief, den Mayer am 2. 12. 1873 beantwortet hat: 


„Lieber Mayer! 


„Meinen herzlichsten Dank für Ihre beiden Briefe‘), die ich indes heute nicht 
beantworte. Ich werde vielmehr erklären, warum ich in diesen Tagen nicht 
größere Briefe schreiben kann. Es liegt darin, daß ich eben alle meine geistigen 
Kräfte auf eine mathematische Untersuchung koncentrire, die mich ganz außer- 
ordentlich interessirt. Ich habe höchst interessante Resultate erhalten und ich 
erwarte sehr viel mehr. Es handelt sich um eine Idee, deren Ursprung sich in 


früheren Arbeiten von Klein und mir findet, nämlich die Begriffe der Substitu- 


tionstheorie in die Theorie der Differentialgleichungen einzuführen. — Heute be- 
schränke ich mich auf einen äußerst interessanten Satz der binären Formen (so 
kann ich es nennen). 
„Es handelt sich in meiner Sprache um die Punkttransformationen einer ge- 
raden Linie. 
„Die Gleichung: 
‚_ac+b 
a nr 


definirt eine lineare Punkttransformation einer geraden Linie. Wende ich zuerst 
eine solche an mit den Parametern a,, b,, c, und sodann eine neue solche mit 
den Parametern a,, b,, c,, so könnte ich dasselbe erreichen dadurch, daß ich 
eine einzige lineare Transformation mit den Parametern a,, b,, c, ausgeführt hätte. 


„Die Succession zweier lincarer Transformationen lüßt sich ersetzen durch eine i 
einzige solche. Dies bezeichnen wir dadurch, daß wir sagen, dap die dreifach un- 
endlich vielen linearen Transformationen einer Geraden eine Gruppe bilden. 


1) Gemeint sind jedenfalls die Briefe vom 3. und 14. Nov. 1873. A.d. H. 
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„Laß mich überhaupt die Gleichung: 
Beetle... 0... 


betrachten. Dieselbe definirt, wenn a,,..., a, bestimmte Werthe erhalten haben, 
eine Punkttransformation einer Geraden. Wir sagen, daß diese r-fach unendlich 
vielen Transformationen eine Gruppe bilden, wenn die Succession zweier Transfor- 
mationen mit einer einzigen Transformation aequivalent ist. 


„Satz I. Bilden die Transformationen: 


wel, Mi) 


eine Gruppe, so ist r<3. 


„Fordere ich insbesondere, daß die Transformationen paarweise permutabel 


= Bind, so ist r=1. 


„Satz II. Definirt die Gleichung: 
= Fl, 0, a) 
eine beliebige Transformationsgruppe, so ist es immer möglich, eine solche Funktion 
F zu finden, daß die Gleichung: 
F(y') ae fr, A), dy, A,) 


aufgelöst hinsichtlich y’ die folgende Form annimmt: 


Ay+B 
> ge y+r6' 
wo A, B, © Funktionen von a,, d,, a, sind. 
„Beide Sätze lassen sich folgendermaßen zusammenfassen: 
„Jede Transformationsgruppe einer geraden Linie läßt sich durch eine pas- 


send gewählte Transformation in den Inbegriff aller linearen überführen. 
„Für n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten existiren entsprechende Sätze, 


_ doch bin ich hier keineswegs fertig. 


„Sind meine Vermuthungen begründet, und ganz leer sind sie nicht, so 
werde ich eine rationelle Klassifikation partieller Differentialgleichungen beliebiger 


Ordnung mit n Variabeln aufstellen können. Jede Klasse ist charakterisirt durch 


eine kanonische Form, die sie durch eine Berührungstransformation erhalten kann. 


' Ich werde eine allgemeine Methode geben, um jede Gleichung auf ihre kanonische 


Form zu bringen. 
„Doch dies letzte sind nur \Vermuthungen. So bald wie möglich werden Sie 


' mehr von mir hören. — Im Augenblicke bin ich sehr exaltirt; möchte ich nicht 


zu sehr enttäuscht in meinen Hoffnungen werden. 
Ihr 
Sophus Lie.“ 


Ausführlicher ist ein zweiter Brief, den Mayer am 3. 2. 1874 erhalten hat: 


„Lieber Mayer! 


„Ich bin ein uncivilisirter Mensch und Sie sind der liebenswürdigste Mensch 


auf der Erde. 


„Wenn ich so lange nicht geschrieben habe, so liegt es wohl namentlich 


' darin, daß ich einerseits lange nicht mit meinen Untersuchungen über Transfor- 
 mationsgruppen vorwärts kam. Andrerseits darin, daß meine Resultate, so wichtig 
sie mir auch schienen, nicht zur Mittheilung geeignet waren. 


„Wenn ich nicht irre, ist es mir gelungen, ganz neue Gesichtspunkte zu ge- 


_ winnen, die nicht allein für die Differentialgleichungen sondern überhaupt für die 
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ganze Mannigfaltigkeitstheorie, insofern dieselbe kontinuirlich ist, von bedeutender 


Wichtigkeit sind. Ich habe versucht, meine Betrachtungen kurz zusammenzufassen. 


Es wird Sie interessiren, wenn es überhaupt lesbar ist, zu sehen, daß ich schöne 
Interpretationen der Symbole A(f), 4,4, — 4A,4A,, (H,H}) u. 8. w. gefunden habe. 
Hiermit gewinnt, wenn ich richt irre, der sogenannte ÖOperationskalkul einen un- 
erwarteten begrifflichen Inhalt. Bemerkenswerth ist, daß meine Untersuchungen 
über Gruppen, homogene Gruppen, Berührungstransformätionen, wie auch meine 
älteren Arbeiten sozusagen fertig liegen, um eben die neue Theorie der Transfor- 
mationsgruppen zu begründen. 

„Sie sehen, ich bin sehr sanguinisch. Aber andererseits weiß ich, daß es mir 
unmöglich ist, Ihnen meine kühnen Hoffnungen mitzutheilen. Darum eben schrieb 
ich Ihnen lange nicht. Klein dagegen, der selbst sich sehr mit Transformations- 
gruppen beschäftigt hat, habe ich neuerdings geschrieben, was er verstehen konnte, 
und er interessirt sich sehr für die Sache. 

„Ich möchte Sie jedenfalls bitten, zu versuchen, zu verstehen, was ich ge- 


schrieben habe. Ich gebe es zu, es ist nur ein Anfang, aber es ist ein Anfang, 


der etwas für die Zukunft verspricht.“ 


„In der Theorie der algebraischen Gleichungen stellte man vor Galois nur 
die Fragen: Ist die Gleichung auflösbar durch Wurzelzeichen und wie löst man 
sie auf? Seit Galois stellt man u.a. auch die Frage: Wie löst man die Glei- 
chung am einfachsten durch Wurzelzeichen auf? Man kann z. B. beweisen, daß 
gewisse Gleichungen sechsten Grades durch Gleichungen zweiten und dritten 
Grades und nicht etwa nur durch Gleichungen zweiten Grades lösbar sind. Die 
Zeit ist gekommen, glaube ich, um in Differentialgleichungen einen ähnlichen 
Fortschritt zu machen. Ich denke, mich hierbei auf meine Invariantentheorie der 


Berührungstransformationen, bez. des Pfaffschen Problems zu stützen. Wenn ich 


nicht sehr irre, sehe ich, wie sich alles verhält, doch kann ich es kaum ganz 
scharf formulieren, wenn ich mir auch große Mühe machte.“ }) 


„leh bitte, daß Sie meinen Brief mit Geduld lesen. Verstehen Sie überhaupt, 
was ich über 'Transformationsgruppen geschrieben habe, so müssen Sie mir die 
unklaren Punkte angeben. Ich verweise Sie übrigens auf Kleins Programm in 
Erlangen $ 1. 

„Mit bestem Gruße 
Sophus Lie.“ 
„Hoffentlich baid mehr.“ 


ft 
r 


Die diesem Briefe beiliegende Zusammenfassung seiner Betrachtungen füllt 1 


drei Foliobogen und lautet, wie folgt: 


5% 


i) 


„Jede infinitesimale Transformation bestimmt eine endliche 
Transformation mit einem Parameter. 


Ich betrachte die Variabeln x, ©, ..., 5 
letztere etwa die Zeit bedeuten soll. Ein Gleichungssystem: 


da, _ da, de 
EI Au na 


n 


1) ks folgen hier einige Betrachtungen von der Art, wie sie Lie 1875 in seiner 
„Diskussion aller Integrationsmethoden der partiellen Differentialgleichungen erster 


Ordnung“ (d. Ausg. Bd. III, Abh. XV) angestellt hat. A.d.H. 


a 


x, und einen Parameter ti, welcher 
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bestimmt gewisse Inkremente, welche die Variabeln & in der infinitesimalen Zeit 


. dt erhalten. Durch Integration erhält man Gleichungen der Form: 


BER... Der Donak. Bl re Con. 
- oder durch Einführung der BASEBENBENG &%,..., x, welche der Annahme t = 0 
‘entsprechen: 
Bla... salat... 8,0) (k=1,...,n) 
und durch Auflösung: 
lt; (k=1,...,.n). 


Die letzten Gleichungen bestimmen, so fasse ich es auf, eine der T'ransformationen, 
durch welche die Variabeln x} in die neuen Variabeln x, übergeführt werden. Je 
nach dem Werthe des Parameters t erhalten wir oO! Transformationen. Die An- _ 
nahme, daß t infinitesimal ist: {= dt gibt eine infinitesimale Transformation: 


I, = a + IX, 2... 2)) j (k=1;...,n), 


wo X,, die ursprünglich gegebenen Funktionen sind. Also: 


„Eine infinitesimale Transformation: 


2, LER 
Eee 


bestimmt eine endliche Transformation mit einem. Parameter. 
„Beispiel. Sei z. B. gegeben eine unendlich kleine Drehung um eine Ge- 


rade des Raumes. Hierdurch sind einfaclhı unendlich viele endliche Rotationen 
bestimmt; alle endlichen Rotationen nämlich um diese Achse. 


„ll. 
„Gruppen von Transformationen. 


Ba betrachten noch einen Augenblick dasselbe Beispiel. Führt man zu- 
erst eine Rotation mit der Amplitude «, aus, sodann eine neue Rotation (um die- 
selbe Achse) mit der Amplitude «,, so ist die Succession dieser Rotationen mit 
einer einzigen solchen Rotation aequivalent. 


„Ueberhaupt: 

„Bestimmt die infinitesimale Transformation: 
dx, Ed, 
ei gs 


die einfach unendlich vielen Transformationen: 
ha. 0, d, 


so ist es klar, daß die Succession zweier solcher Transformationen mit den Para- 
metern i, und Z, mit einer einzigen solchen Transformation aequivalent ist. 

‚Um dies Esiiinehen, sage ich, daß unsere Transformationen eine Gruppe 
bilden. 

„Wir brauchen aber das Wort Transformationsgruppe in weiterem Sinne. 
So sagen wir z. B., daß alle 0° Translationen des Raumes eine Gruppe bilden, 
denn die Succession zweier beliebiger Translationen läßt sich immer durch eine 
einzige Translation ersetzen. 


„Definition. Seien vorgelegt die Gleichungen: 


(@) ehle, 2, .. Q,) Gel...) 
zwischen den Variabelnsystemen &,,...,x, und &°,..., a3 ünd den Parametern 
@,,.-.,4,.. Je nach dem Werthe der Parameter definieren unsere Gleichungen 
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00’ verschiedene Transformationen. Ich sage, daß dieselben eine Gruppe bilden, 
wenn die Succession zweier Transformationen jedesmal mit einer einzigen solchen 
aequivalent ist. 


„Ill. 
„Infinitesimale Transformationen einer Gruppe. 


„Unter den r-fach unendlich vielen Transformationen der Gruppe (G) giebt 
es immer (r — 1)-fach unendlich viele infinitesimale. Unter denselben ist es immer 
möglich, r distinkte solche zu wählen: 

x, SON 
ui (k=1,...,r), 


daß eine jede infinitesimale Transformation der Gruppe folgende Form annehmen 
kann: 


Or, KL 
aD ae Sa ge Sen u : ==... = 
0; 
a X”+3 (2 er. nr Be ’ 
hier sind 4, ..., A” Konstanten. 


„Man sieht leicht, daß eine Gruppe durch ihre infinitesimalen Transforma- 
tionen bestimmt ist. Indeß ist es offenbar nicht so, daß r beliebige infinitesi- 
male Transformationen immer eine r-gliedrige') Gruppe bestimmen. 


sIv. 


„Relationen zwischen den infinitesimalen Transformationen 
einer Gruppe. 


„Zwischen den r infinitesimalen T'ransformationen einer Gruppe finden merk- 
würdige Relationen statt, die folgenden nämlich: 


2 2.6 0X, X } 

N. e (k) ne x) g E o- 

a or 02, 4 O8, \ 
© (A) (k) 
a _ wer ER u" 
0 0, 2.00% 


=. Er + 0% 0 re xe), 


Alle « sind Konstanten. Durch Anwendung bekannter Symbole lassen sich alle diese 
Relationen übersichtlich zusammenfassen. 
„Ich setze ?) 


‚ of of » of 
— X(k) x) I x) i 
AN-X: Ox, er VL a, 


Alsdann gibt die Gleichung: 
4,4, — 4,4, = za,d, 
1) „r-gliedrig nenne ich eine Transformationsgruppe, wenn dieselbe r Para- 
meter enthält.“ 
2) „Hiermit ist gewissermaßen A(f) Repräsentant der infinitesimalen Trans- 
formation.“ = 


REEL NE BSD EN a 


ae Az 
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(«, sind Konstanten) » verschiedene Relationen zwischen den X. Lasse ich © und 
k sukzessiv alle Werthe 1,..., r erhalten, so kriege ich eben die besprochenen 
Relationen zwischen den X. 

„Der Kürze wegen sage ich zuweilen kurzweg: die infinitesimale Transfor- 
mation A,(f). 


„Satz. Sollen r infinitesimale Transformationen: 
Ati. Af) 
eine r-gliedrige Gruppe definiren, so ist dazu nothwendig und hinreichend, daß 
immer : 
4,4, — 4,4, = za, A,, 
wo alle « Konstanten sind. 


„Man übersieht ohne Weiteres, welche analytischen Beziehungen stattfinden 
‚müssen, wenn unsere r infinitesimalen Transformationen eine (r + g)-gliedrige 
Gruppe definiren sollen. Alsdann fügt man die erst gebildeten Ausdrücke 
A;A,— 4,4; als neue A den alten hinzu, u. s. w. 


„Beispiel. Alle Rotationen und Translationen einer Ebene bilden bekannt- 
lich eine Gruppe; wir werden es verihiciren. 
„Eine infinitesimale Rotation hat folgende Form: 


Be Eng 
ee 2) 
- Wir setzen: 
0 of 
AN WE, 
f 


BNn=W-WiL wa), 


woraus durch Berechnung: 
i ar of 
BA)=-(% —a)5, 1 (0) 


wo das Glied rechts offenbar eine infinitesimale Translation repräsentirt. 


„Hiermit ist die Verifikation an dem betreffenden Beispiele jedenfalls an- 


. gedeutet. 


„V i 


„Nach den vorangehenden Entwickelungen kommt das Problem: alle r-glie- 
drigen Gruppen von Punkttransformationen zu bestimmen, darauf hinaus: in’ all- 
gemeinster Weise r lineare partielle Differentialgleichungen : 


AN=0, AN, ..., IN—0 


- zu bestimmen, welche der Relation: 


(AAy=Za,A, 


- genügen. Jedesmal, wenn man r solche lineare Funktionen gefunden hat, kennt 
man eo ipso r infinitesimale Transformationen, die eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, 


art: 
„Kanonische Form einer infinitesimalen Berührungstransformation. 


„Sei x eine Funktion der Variabeln &,,...,&, und z,,..., x, die partiellen 
Derivirten. Es ist mir gelungen, eine höchst merkwürdige Form einer jeden in- 
finitesimalen Berührungstransformation aufzufinden. 
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„Der größeren Eleganz wegen führe ich wie gewöhnlich statt x,,..., =, die 
n +1 homogenen Variabeln p, p,, -.., pP, ein, wo 
pP 


Bezeichnet nun H eine beliebige homogene Funktion erster Dimension von 


x, X, A) Lyı L, Pı> ES Ps 
so definiren die Gleichungen: 


62x Dax dp OD, dp, 


> = = = ı vo’: = vn ne — = ı => —- = = ot 

oH cH oH oH cH 

op op, 0x x, O%, 
eine infinitesimale Transformation der Variabeln «, &,, ..., &: Pi Pıs -: > P„ und 
also auch eine infinitesimale Transformation der Variabeln x, &, .:.. 2 Tr 2-3 Ayı 
und zwar ist es immer eine infinitesimale Berührungstransformation 
zwischen x, &,, ..., &, 7% +. +, ”„, welche in dieser Weise hervorgeht. Anderer- 


seits wird jede infinitesimale Berührungstransformation in dieser Weise erhalten. 
„Wir können auch sagen: 


„Bezeichnet H eine homogene Funktion erster Dimension von &,.:..,& 
2...) 0,80 18 
dx, = I, Ip, FR: EN 7 n tt 
6B 00. 2000. oH 
op, op, OL, OR, 


die kanonische Form aller infinitesimalen homogenen Berührungstransformationen. 


„Ich setze als bekannt voraus, daß die allgemeine Theorie der Berührungs- 
transformationen sich mit der Theorie der bomogenen Berührungstransformationen 
deckt. Ich kann mich daher auf das Studium der homogenen Berührungstransfor- 
mationen beschränken. 


Are 
„Homogene Transformationsgr uppen. 


„Ich . nun die Theorie in IV anwenden und suchen, welche Relationen 


zwischen r homogenen Funktionen erster Dimension H,,..., H, stattfinden müssen, 
wenn die zugehörigen r infinitesimalen Berührungstransformationen: 
\ H H 
ee , 1 
op, 0%, 


eine r-gliedrige Gruppe bilden sollen. 
„Wir finden nun leicht, daß 


AN=(Hf), ..., 4.NM=(H,f) 


(4,4) = aA 


und die Relation: 


gibt: 
(H,f) (H,f)) Se >«,(H,f) 


oder nach einem bekannten Satze: 


(H,Hyf) er za, (H,f) ’ 


n?’7 


u ee ec A ee ee Vie Kari 
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welche Gleichung sich in 2n zerlegt: 


o(H;H,) _ So OB, 


0%, 0x, 
sH Dh 

a 

op, ge p op, 


woraus durch Integration, mit Berücksichtigung, daß alle Z und also auch (H,H,) 
homogen von erster Dimension sind, die Gleichung hervorgeht: 


(A; H) = Zu, H,. 


„Also: Sollen r homogene Funktionen erster Dimension H,,..., H, eine 
r-gliedrige Gruppe bestimmen, so ist dazu nothwendig und hinreichend, daß immer 


(H,H)= > a, 


wo alle «i* Konstanten sind. 

„Zwischen den r Funktionen H können hier Relationen 2(H,,..., H)=0 
stattfinden, nur nicht lineare mit konstanten Koeffizienten. 

„Man kann bemerken, daß die Identität 


(H, (H,H,)) + (H,(H,H,)) T (H,(#,H,)) an 
eine Reihe Relationen zwischen den Konstanten er, gibt. 
„VIL") 


„Betrachtung eines Beispiels. 


„Ich setze voraus, daß H,, ...., H, eine r-gliedrige Transformationsgruppe 


definiren. Hiermit ist die Existenz einer linearen Relation: 


Dr B,H,= 0 


ausgeschlossen, denn sonst bildeten unsere Transformationen höchstens eine (r — 1)- 


gliedrige Gruppe. 
„Wir setzen ferner voraus, daß überhaupt keine Relation: 


SCH, ..., H)= 0 


stattfindet. Alsdann bilden meine r Funktionen in meinem alten Sinne eine homo- 


gene r-gliedrige Gruppe. 


„Nun gelten nach unserer Voraussetzung: 


(H,H) = ZaitH,, 


wo die Konstanten « gewissen Bedingungen unterworfen sind. 


„Seien nun ferner A,, .. ., A, ein ähnliches Funktionensystem: 
(h,h)=% PyEh R 


und wo keine Relation zwischen 4,, ..., h, stattfindet. 
„Setze ich hier voraus, daß 
walk _ ik 
0 0.3 


1) Zu 8. 591—593 vgl. Abh. III, S. 68—73. A.d.H. 
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so gibt es nach einem Satze von mir eine homogene Berührungstransformation, 
welche H,,..., H, bez. in A,, - . ., A, überführt. 

„Hiermit ist die Existenz einer begrenzten Zahl Typen von Transformations- 
gruppen der betrachteten speziellen Art nachgewiesen oder jedenfalls angedeutet. 


„IX. 
„Ein zweites Beispiel. 

„Sei H,,..., H,, eine Gruppe im alten Sinne, welche keine ausgezeich- 
neten Funktionen enthält. Seien ferner Ä,,...., K, Funktionen der H. Es bil- 
den H\,..., Hy, Ku: K, eine Transformationsgruppe. Ich werde zeigen, 
daß es möglich ist, alle K Ar Funktionen der H und einer begrenzten Zahl von 


Konstanten zu bestimmen. 
Es gelten, wissen wir, Gleichungen der Form: 


(H,H)=8aH-+ ZBK 
(H,K)—=&yH-+ EOK. 


Ich betrachte nun die 2q Gleichungen: 





(HR) SH) 02, =&2yH+Z0K 
oH, 
BR ZH,nH, ee 5 H-+-NöK 
(A) (H,K,) = 2(H, H,) au +24 
HE Sn Ha Ho 
N2297 Ve 2q Bode e 
Die Konstanten y und d sind verschieden in den verschiedenen Gleichungen. Da 
nun die Gruppe H,, ..., H,, keine ausgezeichnete Funktion enthält, so ist die 
Determinante: 
HBB HN) 5. CA) 
DI (BAHR, he (Er Hr.) 
(H, ,B)) F BASN (H. 9q B,, , 
von Null verschieden. Also kann unser Gleichungssystem (A) hinsichtlich: 
OR 0 oK, 
RR FOR i 


aufgelöst werden. 
„In dieser Weise erkennt man die Möglichkeit, jeden Differentialquotienten 
eK,:eH, als Funktion der H und K zu bestimmen: 
er =, 4, 0. 
24, 
Infolgedessen findet man alle X als Funktionen der H und zwar durch eine Inte- 
gration, welche nur arbiträre Konstanten ö einführt. 
„Man kennt also alle X als Funktionen der H und der Konstanten «, ß, 7, 
ö, &, wobei noch zu bemerken ist, daß diese Konstanten einer Reihe Relationen 
unterworfen sind. 
„Man setze nun (diese Werthe der X in den Relationen: 


(H,H)=Z£aH+ xpßK 


K,... Ro) (oel..ertei 00 


ein. Man findet: 
(H,HA)= fir (H,, we B;o: FE RR FELGRS Gr San ne 





Gruppen von B. T. und Funktionengruppen 593 


Berücksichtigt man nun meinen Satz über die analytischen Bedingungen, welche 
erforderlich sind, wenn 2g Funktionen H,,..., H,, in 2q andere Re 
durch eine Berührungstransformation übergeführt werden sollen, so erkennt man 
ohne Schwierigkeit die Existenz einer begrenzten Zahl Typen von Transformations- 
gruppen. 


‚Dieser Bogen ') kann unabhängig von den beiden andern gelesen und ver- 
standen werden. 


„Analytische Formulirung meines Studiums von 
Transformationsgruppen. 


„Definition: Seien H,,..., H,. homogene Funktionen von RE 


ED: -- ER wo 


(H,H)—= Zeit H,. 


Alle Br sind Konstanten. Zwischen den H darf keine lineare Relation mit 


konstanten Koeffiienten: 


stattfinden. Dagegen soll die Möglichkeit anderer Relationen: 


ER SEEN H)=0 


nicht ausgeschlossen sein. Alsdann bilden, sage ich, H,,..., H, eine Trans- 
formationsgruppe. Den begrifflichen Sinn dieser Benennung erkläre ich an 


_ einem andern Ort. 


„Bilden H,,..., H, eine Transformationsgruppe, so bilden immer eine 
Zahl etwa o unter den H im alten Sinne eine homogene Gruppe EEE H,, wo 
Ber. 

Ich nenne dieselbe zuweilen die zugehörige homogene Gruppe. 
„Ich betrachte zwei Transformationsgruppen He Mund R,.ch, 


als aequivalent, wenn es eine homogene Berührungstransformation gibt, welche 
jedes H, in eine lineare Funktion: H,—=Xy, h. der h mit konstanten Ko- 
efficienten überführt. 

„Ich stelle die Aufgabe, alle Transformationsgruppen hinsicht- 
lich solcher Eigenschaften zu untersuchen, welche jeder aequi- 
valenten Transformationsgruppe zukommen. 

„Vom ersten Augenblicke an habe ich es für wahrscheinlich gehalten, daß 
es möglich sein würde, eine begrenzte Zahl Typen von Transformationsgruppen 
aufzustellen. Meine Untersuchungen, die noch nicht abgeschlossen sind, haben 


_ mich jedenfalls zu merkwürdigen Resultaten geführt. 


„Satz I.°) Ich betrachte alle r-gliedrigen Transformationsgruppen, deren 


_ zugehörige homogene Gruppen 29 Glieder 


gq<n, r>2q 


_ und keine ausgezeichneten Funktionen besitzen. Fasse ich nun r, gals gegebene 
8 »q geg 


Zahlen auf, so ist es möglich, alle derartigen Transformationsgruppen auf eine 
begrenzte Zahl Typen zurückzuführen. Diejenigen Gruppen, die demselben 


' Typus angehören, sind durch eine begrenzte Zahl Konstanten charakterisirt. Wählt 


man diese Konstanten in bestimmter Weise, so sind alle zugehörigen Transfor- 


mationsgruppen aequivalent. 


') Es ist der letzte der drei Foliobogen A.d.H. 
2) „Auf Bogen 2 wird dieser Satz andeutungsweise bewiesen“ [s. 8. 591). 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 35 
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„Ich vermuthe im Uebrigen, daß die Zahl der betreffenden Konstanten gleich 
Null ist. Dies ist indes nicht sicher.) 


Satz II. Ich betrachte alle r-gliedrigen Transformationsgruppen, deren zu- 
gehörige homogene Gruppen die kanonische Form: 


su una N, 


besitzen. Auch nun ist es möglich, eine begrenzte Zahl Typen von Transfor- 
mationsgruppen aufzustellen. Die Funktionen: 


HA H 


= 
eines solchen Typus enthalten in bestimmter Weise %k Konstanten &,, ...., «, und 
, arbiträre Funktionen f,, ..., f3”) von den Argumenten DE Bus: ; 
Xy+e: Wählt man nun die Konstanten « und die arbiträren Funktionen f in 
bestimmter Weise, so sind alle zugehörigen Transformationsgruppen aequivalent. 


Satz III. Haben endlich die zugehörigen homogenen Gruppen die kano- 
nische Form: 


DE ED ERSTER X,+0 #,r,08,5 
so gilt ein mit II analoger Satz. Nur sind die / arbitrüre Funktionen von X,+ı 
-, X,+o und nicht zugleich von Py+0+1- 


„Ich vermuthe, daß diese Sätze die Grundlage, ich möchte fast sagen einer 
neuen Disciplin bilden werden. Diese Transformationstheorie würde für das Kon- 
tinuirliche dieselbe Stelle einnehmen wie die Substitutionstheorie in der Lehre der 
diskreten Größen. Mir scheint die Transformationstheorie eine Zwischenstelle 
zwischen der Mannigfaltigkeitslehre und der Theorie der Differentialgleichungen 
einzunehmen. Ich halte mich dessen überzeugt, daß hieraus eine Reibe Theorien 
für die Differentialgleichungen hervorgehen werden. 

„Um ein Beispiel zu nehmen. Sei vorgelegt eine Gleichung: 

/ dy dı de 
F(e y nn 1 Er FE 
Es ist immer möglich, durch Eliminationen und Differentiationen zu entscheiden, 
ob unsere Gleichung sich durch irgend eine analytische Umformung: 


2 LSB 275 ‚.dı dy ERER 
ray, 5). 2-9 (« v5), rl. 2) 


auf eine lineare Form zurückführen läßt. Findet man, daß dies möglich ist, so 


genügt es, eine Gleichung: 
d 2, 
X (& N, ns) Irre 0 \ 


zu integriren, um wirklich diese Reduktion ausführen zu können. 

„Es ist mir gelungen, mehrere allgemeine Sätze über Transformationsgruppen 
aufzustellen. Sie haben indes nicht die Tragweite wie die vorangehenden. Ich 
vermuthe mehrere Sätze, unter denen ich die beiden folgenden insbesondere für 
fundamental halten würde. 


„Vermuthung. Sei H,,..., H, eine Transformationsgruppe in den Variabeln 
Lyon Ens Pıs ==, Pu. Es enthalte die zugehörige homogene Gruppe H,, ..-, 
H,, keine ausgezeichnete Funktion. Alsdann ist: 

ER: 


wo R eine endliche Zahl ist, die nur von q abhängt. 


1) Bei diesem Absatze hat Lie am Rande zwei Fragezeichen hinzugefügt. 
A. d. H. 
2) „x und A sind endliche Zahlen.“ 
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„Vermuthung. Die Voraussetzungen sollen dieselben wie eben sein. Ich 
vermuthe, daß es jedesmal eine lineare Transformationsgruppe gibt, die mit 
H,,.... HA, aequivalent ist. — Was ich mit dieser letzten Vermuthung meine, 
verstehen Sie vielleicht nicht. Ich werde es an einem andern Orte erklären. 

„Wenn Sie die andern Bogen gelesen haben, so verstehen Sie, daß ich lineare 
Gruppe eine solche nenne, deren einzelne Transformationen linear im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes sind.“ 


Anmerkung des Herausgebers. 


Meines Wissens ist Lie auf keine der beiden hier ausgesprochenen Vermu- 
tungen wieder zurückgekommen. Bei der zweiten soll das Wort „äquivalent“ 
wohl bedeuten: „ähnlich durch Berihrungstransformation“ und zwar in dem Sinne, 
der Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 18, 8. 313f. erklärt ist. 

Die gewöhnlichen Diffgl. n-ter ©. F(x,y,y‘, ...,y®) =0, die durch B.T. 
die lineare Form: 


0..." 
a) ym— Na,a)y® +B(e) 
k 


erhalten können, erwähnt Lie auch d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVI, S. 528 (1881), 
ferner hier in Bd. V, Abh. XII, S. 312 (1883), endlich in der Arbeit: „Zur Theorie 


‚der Transformationsgruppen“ Leipz. Ber. 1894, S. 330f. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVII, 


Schluß von $ III. Dabei handelt es sich aber stets um die vollständige Inte- 
gration der Gl., während er in dem vorliegenden Briefe die einfachere Frage er- 
örtert, welche Integrationsoperationen erforderlich sind, um die Gl. auf die lineare 
Form (1) zurückzuführen. Dieselbe Frage behandelt er übrigens in einem nachher 
abgedruckten Briefe an A. Mayer ($. 604), verlangt da jedoch die Integration 
zweier Hilfsgleichungen, einer von zweiter und einer von erster Ordnung, während 
er in dem vorliegenden Briefe eine von erster Ordnung als ausreichend bezeichnet. 
Es erscheint daher angebracht, die Frage näher zu untersuchen, und zwar werden 
wir sehen, daß man wirklich, von Quadraturen abgesehen, mit einer Gleichung 
erster Ordnung auskommt. 

Es sei F=0 eine Diffgl. n-ter Ordnung, von der man weiß, daß sie durch 


- B.T. die lineare Form (1) erhalten kann, und zwar sei n>2, da ja jede Diffgl. 


zweiter Ordnung durch B.T. sogar in die Gl. y’—= 0 überführbar ist. Ferner sei 
@ die größte kontinuierliche Gruppe von B.T., bei der F—-0 invariant bleibt. 
Dann ist @ notwendig endlich. Ist nämlich eine kont. Gr. von B. T, unendlich 
und durch B.T. nicht in eine Gruppe von P.T. überführbar, so läßt sie überhaupt 
keine gew. Diffgl. invariant (s. Untersuchungen über unendliche Gruppen, Leipz. 
Abh. Bd. XXI, Nr. III, 1895, S. 125, d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVIII, $ 7); ist sie aber 
in eine Gruppe von P. T. überführbar, so läßt sie entweder gar keine gew. Diffgl. 
inv. oder höchstens eine von 1.0. (s. Abh. XIII, 8.359). Ich stütze mich dabei der 
Bequemlichkeit wegen auf spätere Untersuchungen von Lie. Es muß dahingestellt 
bleiben, ob Lie bereits 1874 den vollständigen Beweis für die Endlichkeit von @ 
besaß; jedenfalls wären wir nur auf Vermutungen angewiesen, wenn wir ermitteln 
wollten, auf welchem Wege er etwa damals den Beweis geführt haben mag (vgl. 
Zur Theorie der Trfsgr. Leipz. Ber. 1894, S.322—326; d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVII, sD). 

Die Gl. (1) gestattet eine n-gliedrige Gruppe von P.T., deren inf. Trff. paar- 
weise vertauschbar sind und die Form haben: 


(2) 177 (X, ) NM (k=1,... n), 
unter @,, ..., @„ linear unabhängige Lösungen der zu (1) gehörigen verkürzten Gl. 
u =: bad verstanden; außerdem gestattet sie noch eine (n + 1)-gliedrige 
Gruppe von P.T.: ; 
(3) RU) Aehe,n, HDi), 

38* 
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wo ® irgend eine Lösung von (1) ist. Sind A, f, .., A,.,/ die inf. Trff. der 
Gruppe (3), so wird die Gruppe (2) von dem Inbegriffe aller inf. Trff. (A, A,) erzeugt 
und ist daher eine inv. Untergruppe von (3). 

Die Gruppe (2) läßt eine und nur eine Schar von o0' Kurven inv., nämlich 
die Schar x = const., dagegen läßt sie wegen » > 2 keine Diffgl. 2.Ordn. inv. (vgl. 
Abh. X, S. 265). Hieraus folgt zunächst, daß sie durch eine B.T., die keine er- 
weiterte P. T. ist, niemals wieder in eine Gruppe von P.T. übergeführt werden 
kann. Es folgt ferner, daß jede endliche kont. Gruppe I’ von P.T., in der (2) 
steckt, auch die Schar «= const. und sonst keine inv. läßt. Ließe nämlich T' 
keine Schar von oo! Kurven inv., so wäre sie nach Abh. IV, S. 107ff. mit einer der 
darin auf S. 114, 116, 117 angegebenen Gruppen durch P. T. äbnlich und ließe 
daher eine Diffgl. 2.Ordn. invariant, was ausgeschlossen ist. Demnach muß T’ eine 
Schar von ®&o'! Kurven iny. lassen, und das kann offenbar keine andere sein als 
eben die Schar x = const. 

Da F—0 die Form (1) erhalten kann, so ist die größte kont. Gruppe @ 
von B. T., bei der F=0 inv. bleibt, mindestens (n+1)-gliedrig, andrerseits aber 
ist sie, wie wir wissen, endlich. Ließe sich nun @ durch B.T. nicht in eine 
Gruppe von P.T. überführen, so wäre es nach Abh. V, 8.191 sechs-, sieben- oder 
zehngliedrig und durch B.T. mit einer der drei dort angegebenen Gruppen ähn- 
lich. Keine dieser Gruppen aber enthält mehr als drei unabhängige paarweise 
vertauschbare inf. Trff., bei keiner bleibt daher eine Diffgl. von höherer als 3. Ordn. 
inv., die durch B. T. in eine lineare Gl. überführbar ist. Andrerseits lassen jene 
drei Gruppen die Diffgl. „= 0 und sonst keine Diffgl. 3.Ordn. inv. (Abh. V, 8. 191 
bis 195). Behalten wir daher die Voraussetzung n >2 bei und schließen wir 
überdies für n— 3 den Fall aus, daß F= 0 durch B. T. die Form y- 0 erhalten 
kann, so sind wir sicher, daß @ durch B.T. in eine Gruppe von P.T. überführ- 
bar ist. 

Unter den eben gemachten Voraussetzungen denken wir uns nunmehr die 
Gl. F= 0 durch eine Berührungstransformation $S auf die lineare Form (1) ge- 
bracht. Dabei verwandeln sich zwei gewisse Untergruppen g, und 9,,, von @ 


in die beiden Gruppen von P. T.(2) und (3) Da andrerseits (2) nur bei einer P.T. 
wieder in eine Gruppe von P.T. übergehen kann, so sind alle B.T., die g„ in 
eine Gruppe von P.T. überführen, in der Form SU enthalten, wo U eine beliebige 
P.T. ist. Zugleich ist klar, daß diese Trff. die einzigen B.T. sind, die G@ in eine. 
Gruppe von P.T. überführen können, und daß sie unter den gemachten Voraus- 
setzungen alle wirklich diese Eigenschaft haben. Insbesondere geht G bei der 
Trf. S in die größte kKontin. Gruppe G’ von P.T. über, bei, der (1) inv. bleibt, und 
„war ist @° selbstverständlich endlich und läßt überdies nach dem Früheren die 
en x = const. invariant. 

Die Gruppe (2) hat lauter paarweise vertauschbare inf. Trff. und läßt jede 
einzelne Kurve der Schar x —= const. inv. Unter den kont. Gruppen von P.T., die 
die Diffgl. (1) invariant lassen, ist sie die größte, die diese beiden Eigenschaften 
besitzt. In der Tat, eine inf. P.T'., die jede Kurve = const. inv. läßt und die 
mit den inf. Trff. (2) vertauschbar ist, hat die Form X (x,) q,. Soll aber eine solche 
inf. Trf. die Gl. (1) invariant lassen, so muß X («,) eine Lösung der zu (1) gehö- 
rigen verkürzten Gl. sein, d.h., X (x,) besitzt die Form %c,g,. Da nun die größte 
kont. Gruppe @’ von P.T., bei der (1) invariant bleibt, endlich ist und die Kurven- 
schar 2 — const. invariant läßt, so ist klar, daß @’ die Kurvenschar x — const. 
m-gliedrig transformiert, wo m einen der Werte 0, 1,2, 3 besitzt, und daß es die 
Gruppe (2) als invariante Untergruppe enthält. Insbesondere ist (3) die größte in 
@' enthaltene Untergruppe, die die Kurven = const. nullgliedrig transformiert, 
und zwar ist auch (3) eine invariante Untergruppe von @ (vgl. Lies Bestimmung 
der Gruppen von P. T. der Ebene, Abh. IV, S. 117ff.). Man könnte noch bemerken, 
daß die vorhin erwähnte Zahl m nur einen der Werte 0, 1 oder 3 haben kann, 
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| und daß die Gliederzahl von @ je nachdem n +1, n +2 oder n+3 ist. Es 


add Lu u LU ZU 4 QÖ:2 20 Lam du ia zul zu DU 22 m u ul 22 u 2a 1 uam u u 2 dam da du 2 





folgt das leicht aus Abh. X, S. 265—272. 

Erweitert man die Gruppe (2) durch Hinzunahme von y/ und sucht in den 
Veränderlichen &,, y,,y, alle bei der Gruppe invarianten Pfaffschen Gleichungen, 
so. findet man ohne Schwierigkeit, daß diese die Form edy, —y} dx, =0 haben, 
unter c eine beliebige endliche Konstante verstanden. Demnach ist dx, =0 in 
den Veränderlichen x,,y,,y\ die einzige unbeschränkt integrable Pfaffsche Gl., 
die bei der Gruppe (2), und also auch die einzige, die bei @° invariant bleibt. 
Hieraus folgt, daß die Gruppe @ in den Veränderlichen &,%y,y’ eine und nur eine 
unbeschränkt integrable Pfaffsche Gl. ade +Pßdy-+ydy’ = 0 invariant läßt. 
Nun aber können die inf. Trff. von @ durch gewisse lineare homogene partielle 
Differentialgleichungen mit einer unbekannten Funktion!) W (&,y,y’) definiert werden 
(vgl. d. Ausg. Bd.IIl, Abh. XXXVI, S. 526), und da man diese Diffgl. für W, die 
Definitionsgleichungen von @, aufstellen kann, so kann man offenbar auch die Gl. 
«ade +Pßdy-+ydy =, die einzig in ihrer Art ist, ohne Integration bestimmen. 
Durch Integration einer gew. Diffgl. 1.Ordn. in zwei Veränderlichen kann man diese 
Pfaffsche Gl. auf die Form dX (x,y,y)=0 bringer (s. hier Abh. XIV, Note 1 
S. 422), wo X auch als Lösung des zweigliedrigen vollständigen Systems: 


07.08 


RE re 


definiert werden kann. Es ist klar, daß jede B.T., die F=0 auf die Form (1) 
bringt, die Gl. d4X—=0 in d&, =0 überführt, daß also unter ihren Gleichungen 


' 





_ eine die Form x, = w(X) besitzt. 


Betrachten wir unter den inf. Trff. von @ alle die, bei denen X den Zuwachs 
dX=0 erhält, so bekommen wir die inf. Trff. der Untergruppe g, ,, von @, die 
bei der Trf. S in (3) übergeht. Die Definitionsgleichungen von g, ,, erhalten wir 
daher, wenn wir zu den Definitionsgl. von @ die Gl.: 

X oW oW BR oW 
X, — —X, & — 
ty) 





also die Differentialgleichung: 


ae oW Ewa a 
78 Ep a a 


' hinzufügen. 


Da endlich die inf. Trff. von g, aus denen von g,,, offenbar in derselben 


Weise erhalten werden wie die von (2) aus denen von (3), so kann man aus den 


Definitionsgleichungen von g,,, die von g, ableiten. Man braucht nur?) das 


System der Diffgl. aufzustellen, das den Ausdruck: 


oWw, 


0 W. NN. LER, m 
oY 


2 ar E 
PEZ +3 ey oy’ \ ex +3 ey 247 


w-° oYy Ai 


' definiert, wenn W, und W, ganz beliebige Lösungen der ar 


von 9,,, Sind. 
Wir können demnach die Definitionsgl. der Gruppe g„. die bei der unbe- 


kannten Trf. S in die Gruppe (2) übergeht, als bekannt ansehen. 


Die Diffgl. (1) behält ihre lineare Form, wenn man statt x, eine beliebige 


- Funktion von x, als neues x, einführt. Wir können daher ohne Beschränkung 


1) Diese zu jeder inf. B.T. gehörige, durch sie bestimmte und sie andererseits 


_ bestimmende Funktion W hat Lie später als die charakteristische Funktion der 
inf. B.T. bezeichnet. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 14, S. 252. 


2) Vgl. Abh. XIV, S. 376 und Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 15, S. 275. 
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der Allgemeinheit annehmen, daß die B. T., bei der F—=0 die lineare Form an- 
nimmt, die Gestalt: 
es v=Jı u 3 


besitzt, wo X die früher bestimmte Funktion ist. Wir setzen ferner y=-—p:q 
und denken uns die B. T. als homogene B. T. geschrieben: 

(4) u =X,y=Yna=Pqa=®. 

wo 

(5) Pdx + Qdy = pdx + gdy 


ist und wo die bekannten Relationen bestehen (Th.d. Trfsgr. Bd.II, Kap.5, 8.136): 
AY)=-0, P)=@N=1,(PQ)=0, 
während X, Y homogen von nullter Ordnung in p»,q sind, P, Q aber homogen von 
erster Ordnung. Die Definitionsgl. von g,„ erhalten wir dann aus den für W ge- 
fundenen Diffgl., wenn wir an Stelle von W eine neue unbekannte Funktion: 
H=—qaW 
einführen und überdies die Diffgl. 
pH,+aH,=H 


hinzufügen.') Die Funktion X, die in den Veränderl. x,y,y’ durch ein zweigl. 
vollst. System definiert war, wird als Funktion von x,9,p,q durch ein dreiglie- 
driges: 
ef of 
(6) Se u re re 
definiert. 
Da die allgemeine inf. Trf. von (2) die Form: 


1 re! 
K= I 49,(&)4 


n 


besitzt, 80 gibt es unter den Definitionsgl. von (2) offenbar drei und nur drei von 
erster Ordnung, nämlich: 


oK oK oR oK 
0 — 9) =. — 
ey, "op, Pi dp, ra oq 


(Genau ebensoviele Gl. erster Ordnung muß es unter den Definitionsgl. von g„ geben. 
Die allg. inf. Trsf. von g, erhält man aus der von (2) durch die B.T. (4) in 


der Gestalt: 
1 n 


H= N 49 (X). Q: 
k 
da X das System (6) befriedigt, folgt hieraus: 
AH=2c09,:.409, BH=3c,9,:.BQ, 


man erhält also durch Elimination der e, die Gleichungen erster Ordnung: 


AQ BQ 
es Ho, 
Q Q 
zu denen noch yH,+q H,= H kommt. Da diese Gleichungen aufgestellt werden 
können, so ist: 
49=4.Q0, BO=u.0, Pi +19 = 9, 


1) Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 15, S. 272f. 


An 


nn Zune er ee neu ku ee 
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wo A, u bekannte Funktionen von x,Y, 9,4 sind. Durch Quadratur findet man 
daher ok Q, und die Integrationskonst. ist eine willkürliche Funktion von X. 
Aus den Gleichungen: 


XII OHNE I un 


findet man Y durch eine zweite Quadratur und endlich P aus (5) ohne Integration. 
Die Behauptung Lies kann daher folgende genauere Fassung erhalten: 


- Weiß man, daß eine gew. Diffgl. n-ter Ordnung zwischen x und y durch B.T. 
auf die lineare Form gebracht werden kann, und ist n > 2, ist überdies im Falle 
n=3 die Diffgl. nicht auf die Form y"— 0 zurückführbar, so muß man eine 
unbeschränkt integrable Pfaffsche Gleichung in x, y, y’ integrieren und dann nach 
einander zwei Quadraturen ausführen, um eine B. T. aufstellen zu können, die die 
Überführung leistet. 

Auf den Fall, den wir für n=3 ausgeschlossen haben, gehe ich nicht ein 
(vgl. Abh. XII, $. 312), ebensowenig auf die Frage, wie man die Zurückführung 
auf die lineare Form ausführt, wenn man weiß, daß sie durch Punkttransformation 
möglich ist. Erwähnt sei nur, daß dann auch der Falln—=2 zu berücksichtigen 
ist und daß dieser von Lie in Abh. XIV, S. 363—370 erledigt ist (vgl. wieder 
Abh. XII, S. 312). 


In einem Briefe, den Mayer am 19. 4. 1874 erhalten hat, heißt es: 


„Die schreckliche Arbeit mit den Transformationsgruppen hat mich ganz von 
meinen alten Sachen weggezogen.“ 


„Noch einige Worte über Transformationsgruppen. Nur Andeutungen. 

„Sei vorgelegt [eine] r-gliedrige Gruppe von Punkttransformationen. Ich be- 
trachte alle Transformationen der Gruppe, die einen Punkt invariant lassen. Die- 
selben bilden offenbar eine Gruppe, welche r — 2 oder unter Umständen r—1 
Glieder enthält. 

„Also jede r-gliedrige Gruppe hat [eine] (r — 2)-gliedrige Untergruppe. 

„Seir—=4. Es sind zwei Fälle denkbar. 1) Es gibt o0' Kurven, deren jede 
ihre Lage behält. Alsdann gibt es offenbar 00”! Transformationen, welche einen 
gegebenen Punkt invariant lassen. Unsere Gruppe hat eine (r — 1)-gliedrige 
Untergruppe. 

„2) Oder auch kann ein jeder Punkt eine jede andere Lage annehmen ver- 
möge der Gruppe. Alsdann gibt es 00° Transformationen in unserer viergliedrigen 
Gruppe, welche einen Punkt p invariant lassen. Wir betrachten die durch » hin- 
durchgehenden Richtungen. Dieselben werden offenbar durch eine lineare Gruppe 
transformirt, welche zweigliedrig oder eingliedrig ist. Jedenfalls gibt es eine 
durch p hindurchgehende Richtung, welche invariant bleibt: Es gibt eine Glei- 
chung F(&, y, d,)=0, welche durch die Gruppe invariant bleibt. 
Oder: Es gibt x! Kurven, deren jede durch Transformationen der Gruppe in 
Kurven derselben Schar übergeführt wird. 

„Es gibt nun offenbar 2° Transformationen, welche eine beliebige Kurve 
invariant lassen. Dieselben bilden eine dreigliedrige Gruppe: Eine viergliedrige 
Gruppe hat immer eine dreigliedrige Untergruppe ... u. 8. w. 


„Andeutungen 
über die Transformationsgruppen der geraden Linie. 


„Soll x’ = f(x, a) eine eingliedrige Transformationsgruppe bestimmen, so muß 


eine een der Form: 
fifıx, a), db) = f(x, Pla, b)) 
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stattfinden. Es läßt sich beweisen, daß alsdann 
fe )= Playa) +x(a), 


wo y und x arbiträre Funktionen sind und %# die inverse Funktion von ı) ist.) 
Die erste Abhandlung Abels erledigt die einfachere Funktionalgleichung:: 


ff 0,4) —f(a, fca, b)), 
wo ferner zugefügt ist: 
f@, a)=f(a, &). 


„Also: allgemeinste eingliedrige Gruppe ist: 


x — Pldb(x) + x(a)) 
oder: 
Ya) = vc) + xla). 
Führe ich hier neue Variabeln y und y’ ein, wo: y=vY(a), y=v(«), und setze 
überdies y(a) = «, so kommt: 
yY=y+te 


als allgemeinste eingliedrige Gruppe.?) 


„Zweigliedrige Gruppe. 


„Sei m —= f(x, a, b) eine zweigliedrige Gruppe einer geraden Linie. Dieselbe 
enthält zwei infinitesimale Transformationen. Dieselben seien (wie früher): 


dx ar dx 


=-5d, „=X@, 


dt 
wo man, wenn man will, t als Zeit, & und X als Geschwindigkeiten fassen kann. 
Dies fällt Ihnen indes vielleicht unbequem. 

„Ich suche, welche Relation zwischen & und X stattfinden muß, wenn unsere 
intinitesimalen Transformationen eine Gruppe bilden sollen. 

„Ich lege dr und dt bestimmte sehr kleine Werthe bei. Ich führe zuerst 
die Transformation dr aus, sodann die Transformation dt. Hierbei nehme ich 
Rücksicht auf infinitesimale Größen zweiter Ordnung. Ich verlange, daß die Suk- 
zession dieser Transformationen bis auf Größen dritter Ordnung dasselbe leisten ° 
soll wie eine passend gewählte infinitesimale Transformation : 





dx 
rear N 
Ich habe: 
dx d’z dr? 
aa re ern 
wo: 
ar = d /dz - Be. de 
Keen 
also: 
5 Lade ; 
X =a+&dr+ 5 Ed, 
ebenso: 
- ; = 1 „ AX(&) ,. 
x = +X(a)dt+ r ie): TE dt?, 


1) „Ich gehe hier nicht auf den Beweis ein.“ 
2) „Die eingliedrige Gruppe hat also die kanonische Form: <= x-+.a. Die 
infinitesimale Transformation die Form: dx:dt = 1.“ 


Da u a An Uran bl Al a Due LL El Lu 2 Ö mu | ar dd a 20 u 4 a0 ll 2 ZU Ze 








(A) 1 re 
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wo X Funktion von x’ ist. Ich suche nun «&” als Funktion von «: 


oder geordnet: 
a dtr+-X.dt 
ee ar +s-C dt a. gar de 


"de 


Dies ist Ausdruck der Sukzession der Transformationen dr und «dt. Nun führe 
ich die Transformation: 


G=astaxX 
aus: 
Pe nn e5stuX dg AN, 
B) Be .do +(® Bue ")(« ta 7) de“ 


„Nun soll es möglich sein, «, «a und do in solcher Weise zu wählen, daß 
(A) und (B) bis auf Größen dritter Ordnung gleich sind. Hierbei sollen dt und 
dr von einander unabhängige Größen sein. Zunächst muß [sein]: 


&dt + Xdt=(a&+aX)do + inf. Größe 2. O., 
also, da dies für jeden Werth von x gelten soll: 
(C) ado=di+t»,, ado=dt+te,, 


&, und e, sind von zweiter Ordnung. 
Wir führen dies ein. Es kommt: 


2a ar at, Far. a x. au — 
a ed a dr ade a 
eurrarısge rue < PR ET (ä es 


und durch (C), indem Größen dritter Ordnung weggeworfen werden: 


de a Ir aX 
a ee 
Aw; za: +8: dr.d+ „X. ;, dt 
de = a de dX de 
tat, 4X TyaR, -(& ee 
woraus: 
dr.dt dX de 
2 (e% 5 an 
oder: 
BD 
ee pE+oX, 


wo ß und b nicht von dt und dr abhängen können, da diese Größen links nicht 
vorkommen. 
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„In entsprechender Weise beweist man etwa: 
„Sollen drei infinitesimale Transformationen einer geraden Linie, etwa: 


da her m dx 2 de x 
7 de > Be 


[einer dreigliedrigen Gruppe angehören], so müssen drei Relationen der Form: 


r(k) ri) 
So en —x® nn = ZaX 


stattfinden. 


R . Ey . 1 r(2) 
„Sei nun gegeben eine zweigliedrige Gruppe X”, X‘ ‚wo: 


„(2) -() 
.„ndX ‚DAX Dr xl) 
N X — a X +0 X", 





dx ö dx 
ich setze: 
am cn (8) e 
aa X +XU=E. 
Man sieht, daß: 
de BG 
ee Eee 


d dx 
Also: 
„Unter den infinitesimalen Transformationen einer zweigliedrigen Gruppe 
giebt es immer zwei solche & und X, daß: 





„Ich führe nun eine solche Punkttransformation aus (siehe die erste Seite 
[S: 600]), daß &=1, alsdann kommt: 


aX 
de 


’ 


1 


oder: X—= x Üonst., wo sogar die Konstante weggelassen werden kann. 
„Also eine jede zweigliedrige Gruppe kann die kanonische Form: 


dx dx 


erhalten. r 
Wir haben ohne Weiteres vorausgesetzt, daß a‘) und a® nicht beide gleich 
Null waren. In der That, wäre: 


r (2) 
(4) AUX 


Y naX" 


—\X — 0 
dx dx j 
so käme: 


X, = Const. X, , 


das heißt: unsere beiden infinitesimalen Transformationen wären identisch. 


„Dreigliedrige Gruppe. * 


„Zunächst ist klar, daß eine solche eine zweigliedrige Untergruppe enthält. 
Eine solche Untergruppe bilden offenbar alle Transformationen der Gruppe, die 
einen Punkt seine Lage behalten lassen. 

„Also können die infinitesimalen Transformationen der dreigliedrigen Gruppe 
die Form erhalten: 

1 I, = 
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wo & zwei Relationen genügen muß: 


d,gE=a+bx-+ei, x.d,5—5=d+tex-+fE. 


Wäre nun e von Null verschieden, so käme $ durch Elimination von d,$ als 
rationale Funktion von &, während die Integration der ersten Gleichung $ als 
transscendente Funktion gäbe. Also e—=0: 


d,5=a-+bx, 
woraus: 
&=4bx’+ ax + Const., 
oder, wie wir kurz schreiben können: $=x*. 
Jede dreigliedrige Gruppe hat die kanonische Form: 
Be eo. de 


„Viergliedrige Gruppe. 


„Da eine solche nothwendig eine dreigliedrige Untergruppe enthält, können 
die infinitesimalen Transformationen die Form erhalten: 


> . 
a 


ds5=a+tbz+ter+d.s 


ad, = at Bet re+0.8 
atd,5—2aE=A+Bx+Ca+D.5 


wo £ drei Relationen: 


[erfüllen muß.|] Die beiden ersten Gleichungen zeigen wie das vorige Mal, daß 
&£= x’. Diese Funktion & genügt der dritten Gleichung nicht. Also existirt keine 
viergliedrige Gruppe. 

„Da weiter jede r-gliedrige Gruppe einer Geraden eine (r — 1)-gliedrige 
Untergruppe enthält, so erkennen wir, daß r<3 sein muß. 

„Ich beweise endlich, daß die drei infinitesimalen Transformationen: 


ı min 00:00 
N Tr 
linear sind. 
0% 
—_—t, Ac= db, 2 — 2, =t, sex, +1t; 
ot 0 
0% de 
re 2 ee Fre Den 
Ö dx 1 1 Er 
dr De EEE 
t x Co ZC 
Eine jede der Gleichungen: 
x 
ey Dar Dr une: = 0 
ei re 16, 


bestimmt aber, wenn t als Parameter betrachtet wird, eine lineare Transformation. 
Also: 


„Eine jede Transformationsgruppe einer geraden Linie lüpt sich linear machen. 
„Für höhere Dimensionen habe ich, wie bekannt, den fundamentalen Satz 


erhalten, daß es eine begrenzte Zahl r-gliedriger Gruppen giebt. Es handelt sith 
darum, diese Typen zu bestimmen. Diese für verschiedene mathematische Disci- 
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plinen wichtige Untersuchung scheint richt mit einem Schlage zu machen [zu 
sein. Es geht mir vorwärts, aber langsam, und es kostet unendliche und 
äußerst langweilige Rechnungen, zuweilen auch ziemlich feine Diskussionen. Hier 
etwas über 


Punkttransformationen der Ebene, 


welche Theorie ich erledigt habe. 

„Diese Gruppen können nicht immer linear gemacht werden. Ich habe aber 
bewiesen: 

Kann eine r-gliedrige Gruppe von Punkttransformationen der Ebene nicht 
linear gemacht werden, so existiren einfach unendlich viele Kurven: 


f(&, y) = const., 


deren jede durch Transformationen der Gruppe in Kurven derselben Schar über- 
geführt wird. 

„Die Kurven f(x, y) = const. genügen einer Differentialgleichung 1. Ordnung: 
I&, y, d,y)—=0. Daher kann man auch sagen: 


„Kann eine r-gliedrige Gruppe von Punkttransformationen einer Ebene nicht 
linear gemacht werden, so existirt eine Differentialgleichung: 


Xde+Ydy=0, 


welche durch die Gruppe ungeändert bleibt. 


„Sie sehen hier schon, wie man auf Transformationsgruppen geführt wird, 
welche ein Pfatffsches Problem: YXdz=0 in sich überführen. Hiermit habe 
ich mich ja längst beschäftigt. 

„Wählt man als r eine beliebige ganze Zahl, so gibt es immer r-gliedrige 
Gruppen in der Ebene. Ich habe dieselben sämtlich bestimmt. 

„Die Punktgruppen der Ebene können nach verschiedenen Principien in Ka- 
tegorien eingetheilt werden, so z. B. folgendermaßen: 

„I. Die lineare Gruppe mit acht Gliedern und Untergruppen derselben. 

„II. Die sechsgliedrige Gruppe aller konformen Transformationen. 

„UL Alle Gruppen, welche drei permutable Transformationen enthalten. 

„Als Beispiel der Anwendung Folgendes: Sei vorgelegt eine Differential- 
gleichung: 

(1) Bemyaıı ud 


Es läßt sich immer durch algebraische Operationen, Differentiationen entscheiden, 
ob dieselbe durch irgend eine analytische Umformung die lineare Form: 


2) y”) 2° Bee BR xD m + xO,y € 


annehmen kann. Findet man, daß dies möglich ist, so stellt man zwei Hilfs- 
gleichungen: 


e d 
Ä (1) ,18) Y 
fi, Y,y',y )=0, v(# Y, 2) 


auf und integrirt dieselben und führt eine Quadratur aus. Darnach kann man (1) 
auf (2) bringen. Die letzte Gleichung kann aber auf die Form: 


Fr (x, Y ... y"D) =) 
reducirt werden. - 


„Ueberhaupt: Meine Transformationstheorie gestattet, gewisse Klassen von 
Differentialgleichungen aufzustellen, deren Integration auf diejenige von Glei- 
chungen niedrigerer Ordnung zurückführbar ist. 
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„In dem wesentlichen Punkte geht meine Behandlung weiter als die bis- 
herige, als ich zuerst entscheide, ob die vorgelegte Gleichung durch irgend eine 
analytische Umformung auf eine Form gebracht werden kann, mit der sich was 
machen läßt. Ist eine solche Umformung überhaupt möglich, so verlangt ihre 
Ausführung die Erledigung gewisser einfacherer Differentialgleichungen. 

„Ohne meine Resultate auf diesem Punkte [als] etwas besonderes zu schätzen, 
glaube ich einen neuen und korrekten Weg eingeschlagen zu haben. 

„Laß mich beiläufig darauf aufmerksam machen, daß meine Transformations- 
gruppen auch mit der nichteuklidischen Geometrie in Zusammenhang stehen, und 
zwar scheint es mir, daß meine Theorien tiefer gehen, insofern sie gewisse Be- 
schränkungen fallen lassen. Doch dies habe ich nicht weiter verfolgt. 

„Für Gleichungen mit mehr Variabeln wird meine Theorie auch Klassen von 
Gleichungen aufstellen. Jede solche Klasse wird dann ein selbständiges Studium, 
welches oft sehr interessant sein kann, verlangen. 

„Ich habe z. B. schon längst die Differentialgleichung der Minimalflächen 
unter einem neuen, Gesichtspunkt studirt und schöne Resultate erhalten. 

„Nach meiner Auffassung müssen für Gleichungen höherer Ordnung die Be- 
strebungen darauf hinausgehen, gewisse Klassen mit entsprechenden kanonischen 
Formen aufzustellen. Es läßt sich dann immer durch Integration simultaner 
Systeme eine vorgelegte Gleichung auf die betreffende kanonische Form bringen. 
Sodann fragt man nach der Integration der betreffenden kanonischen Form. 

„Jeder Differentialgleichung entspricht eine gewisse Gruppe, der Inbegriff 
nämlich aller Berührungstransformationen, welche die Gleichung in sich über- 
führen. Zwei Differentialgleichungen gehören derselben Klasse an, wenn die 


_ Gruppen durch irgend eine analytische Umformung in einander überführbar sind, 


Hierbei ist indes wohl zu bemerken, daß es Differentialgleichungen gibt, welche 
überhaupt keine Transformation in sich gestatten. Die Gruppe ist also 
hier nicht mehr vorhanden. Hierin liegt die Beschränkung der Anwendung meiner 
Theorie auf Differentialgleichungen. Nichtsdestoweniger ist meine Gruppentheorie 
ein erster Schritt zum Studium von Differentialgleichungen. Der nächste Schritt 
verlangt, glaube ich, höhere analytische Umformungen, die nicht mehr Berührungs- 
transformationen sind. Wenn das sich machen ließe!!!“ 


In einem Briefe, den Mayer am 29. 6. 1874 beantwortet hat, offenbar un- 
mittelbar nach dem Empfang, schreibt Lie: 


„Wie Sie sehen habe ich wiederholt einen Brief angefangen. Heute muß er 
endlich abgehen.“ 

„Ich finde im Augenblicke nicht einen Brief, den ich auch längst geschrieben 
habe, um Ihnen meinen Dank für die angebotene Korrekturlesung zu sagen. Da- 
durch machen Sie mir einen großen Dienst. In demselben Brief dankte ich auch 
für die Photographie Ihrer Frau, endlich gab ich ein schönes Resume der Theorie 
der Ebene, welches ich später schicken muß.“ 

Diesem Brief lag ein Foliobogen bei, an dessen Anfang Lie hinzugefügt 
hat: „Im Mai geschrieben. Der Inhalt dieses Bogens ist sicher. Juni 1874.“ Der 
Bogen enthält folgendes: 


„Bestimmung aller Gruppen von Punkt- und 
„Berührungstransformationen der Ebene. 


„Sei vorgelegt eine Gruppe von Berührungstransformationen zwischen y, x, p, 
wo p=d,y, definirt durch r Gleichungssysteme: 


LU MA) 
FE Fa 
Einem jeden Werthe von %k entspricht eine Transformation der Gruppe. 


En Re 
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„Ich führe nun neue Variabeln y', x’, p’ vermöge einer Berührungstransfor- 
mation zwischen %, x, p und y', x’, p’ ein. Hierbei erhält man eine neue Gruppe 
in den Variabeln y’, «', p': 


DR N IE IK er)e 
Es ist denkbar, daß hier alle X; und Y/ gar nicht p’ enthalten und also nur 
Funktionen von x’, y’ sind. In diesem Falle sage ich, daß die ursprüngliche 
Gruppe in eine Gruppe von Punkttransformationen übergeführt ist. 

Ich stelle nun die Frage: Können alle Gruppen von Berührungstransforma- 
tionen in Punktgruppen übergeführt werden? Für die Ebene ist diese Frage mit 
Nein zu’beantworten (während es sogar ziemlich wahrscheinlich ist, daß die ent- 
sprechende Frage für Mannigfaltigkeiten mit drei Dimensionen mit Ja zu beant- 
worten ist.) 

„Es ist mir in der letzten Zeit gelungen (freilich sind die betreffenden aus- 
führlichen Untersuchungen noch nicht definitiv kontrollirt)‘), alle Gruppen von 
B.-Trf. in der Ebene zu bestimmen, welche sich nicht in Gruppen von Punkttrans- 
formationen überführen lassen. : 

„Satz. Eine jede Gruppe von B.-Tıf. in der Ebene, die sich nicht in eine 
Punktgruppe überführen läßt, kann in eine Gruppe übergeführt werden, welche 
alle Kreise der Ebene ungeändert läßt. 

„Es gibt 0! Transformationen, welche alle Kreise der Ebene in solche 
überführen. 

„Es liegt hier nahe, zu vermuthen, daß im Raume alle Berührungstransfor- 
mationen, welche Kugeln in Kugeln überführen, eine Gruppe bilden, die keine 
Punktgruppe werden kann. Ich habe aber selbst nachgewiesen (dies ist sogar der 
Hauptgedanke in meiner alten Annalenabhandlung), daß die betreffende Gruppe 
von Kugeltransformationen sich eben in die Gruppe aller linearen Transformationen 
des Raumes überführen lüßt. Die betreffende Gruppe von Kugeltransformationen 
habe ich für alle Dimensionen studirt; sie hat ihr Hauptinteresse darin, daß sie 
eben aus allen Berührungstransformationen besteht, welche die Krümmungslinien 
bewahren. 

„Meine anfänglich angegebene Theorie kann in einer äußerst schönen neuen 
Form dargestellt werden. 

„Ich betrachte y, x, p als Punktkoordinaten des Raumes. Die Bestimmung 
aller Gruppen von Berührungstransformationen in der Ebene deckt sich dann mit 
dem folgenden Problem: 


„Man soll alle Gruppen von Punkttransformationen im Raume (z, &, y) be- 

stimmen, welche 
dy— zde=0 
invariant lassen. 

„Oder was auf dasselbe hinauskommt. Man soll alle Gruppen von Punkt- 
transformationen im Raume bestimmen, welche einen linearen Linienkomplex in 
sich selbst transformiren. °) 

„Die oben besprochene zehngliedrige Gruppe deckt sich dann mit dem In- 
begriff aller linearen Transformationen des Raumes, bei welchen unser linearer 
Komplex in sich selbst transformirt wird. — Diese Gruppe steht im Uebrigen auch 
im genauesten Zusammenhange mit der Gruppe aller konformen Punkttransforma- 
tionen im Raume. 


1) Am Rande hat Lie hinzugefügt: „Nun sind sie kontrollirt.“* 

2) „Einen linearen Komplex in sich selbst überführen heißt, eine Punkttrans- 
formation ausführen, bei welcher alle Kurven, die von Komplexgeraden umhüllt 
sind, in eben solche übergehen.“ . 
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„Ich habe in der letzten Zeit meine Theorie der Punktgruppen der Ebene 
kontrollirt. Ich darf wohl nun dieselbe als definitiv sicher betrachten. 

„Ich habe Ihnen wohl häufig den Hauptsatz mitgetheilt: 

„Existirt bei einer Gruppe von Punkttransformationen in der Ebene keine 


Kurvenschar: 
fiz, Y) —=4, 


deren Individuen in Kurven derselben Schar transformirt werden, so ist es mög- 
lich, unsere Gruppe vermöge einer Punkttransformation in eine lineare Gruppe 
überzuführen. 
„Man kann auch sagen: Existirt bei einer Gruppe von Berührungstransfor- 
mationen keine Gleichung: 
F(@ ay =, 


 Yı In’ da: 


weiche vermöge der Gruppe ungeändert bleibt, so ist es möglich, unsere Gruppe 
in eine überzuführen, welche alle Kreise der Ebene in Kreise transformirt. — 
Existirt eine solche invariante Gleichung, so kann unsere Gruppe eine Punkt- 
gruppe werden. 

„Existirt bei einer Gruppe von Punkttransformationen der Ebene keine in- 
variante Gleichung: 


so kann unsere Gruppe in eine P-gruppe übergeführt werden, welche alle geraden 
Linien in eben solche überführt. 
„Die Theorie solcher Punktgruppen, welche eine Gleichung f (* Y, = ) — 0) 
nn 
invariant lassen, kann nach der Natur der Sache nicht so einfach formulirt werden. 
Wenn ich nicht sehr irre, so beherrsche ich sie vollständig. 

„Ich habe ein Bischen angefangen, auf höhere Dimensionen zu spekuliren, 
und jedenfalls läßt sich dort vorwärts gehen. Ich glaube indes, daß es zweck- 
mäßig ist, die Diskussion der Ebene auf einfachere Principien zurückzuführen, als 
diejenigen, die bei meinen sehr mühsamen Untersuchungen zu Grunde gelegt sind.“ 


Unterm 28. Juni 1874 schreibt Lie ferner: 


„Lieber Freund! Ich finde eben einen alten Brief; indem ich denselben end- 
lich schicke, füge ich ein Bischen hinzu. 

„Die Theorie der B-Trf. der Ebene läßt sich folgendermaßen resumiren: 

„Die Gruppen von B-Trf. zerfallen in zwei große Kategorien: 


„A. 
„Es gibt keine Differentialgleichung von der Form: 


no ‚..dy BR 
Fa, y, 5, y")=0 (v3 Yy 55): 
‘ die bei der Gruppe invariant bleibt. Alsdann kann die Gruppe keine Punkt- 
gruppe werden. Die Gruppe hat zehn oder sieben, sechs Glieder. Allgemeiner 
Typus dieser Gruppe ist der Inbegriff aller B-Trf. der Ebene, welche Kreise in 
Kreise überführen. 

„Interpretirt man x, y, y’ als Punktkoordinaten des Raumes, so kann man 
die zehngliedrige Gruppe in den Inbegriff aller linearen Transformationen, die 
einen gewissen linearen Komplex ungeändert lassen, überführen. Die siebenglie- 
drige und die sechsgliedrige Gruppe sind Untergruppen der zehngliedrigen. 
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BD, 
„Die Gruppe läßt eine Gleichung: 
Fa, y, y’)—0 


invariant. Alsdann kann die Gruppe in eine Punktgruppe übergeführt werden. 
Hierbei verschwindet freilich die Gleichung F=0. Das Studium dieser Gruppen 
deckt sich mit der Theorie der Punktgruppen. 


„Allgemeine Theorie der Punktgruppen in der Ebene. 


„Diese Gruppen theilen sich auch in zwei Klassen. 


An 0 


„Es gibt (außer der nicht in Evidenz tretenden) eine Gleichung: 
Fe,y,y,y)=®0, 


die bei der Gruppe invariant bleibt. Solche Gruppen sind die allgemeine lineare 
Gruppe und Untergruppen derselben. Hiermit ist diese Kategorie erschöpft. 


„B, b. 
„Es giebt keine Gleichung: 
Fa yy, v0, 
die invariant bleibt. Alsdann gibt es immer eine Gleichung: 
Be uU); 


die invariant bleibt. Hier sind zwei Fälle. 


B 20,202 
„Es gibt zwei Gleichungen: 
F,(&, y, yY)=0, Fi, y, Y) =0, 
die invariant bleiben. Allgemeiner Typus dieser Gruppe ist die konforme Gruppe 
in der Ebene. 
Bo» 
„Es gibt nur eine Gleichung: 
Fayy)=®, 
die invariant bleibt. Solcher Gruppen gibt es ziemlich viele. Die Zahl der Glieder 
ist unbestimmt. Wählen wir eine bestimmte Gliederzahl, so gibt es sechs bis 
acht Typen. Ich erinnere im Augenblicke nicht, wie viele. Die allgemeine Form 
dieser Gruppen ist äußerst einfach. 
„Ich vergaß oben unter A explieite zu sagen, daß Gruppen von B-Trf. in 
der Ebene, welche keine Gleichung: Fx, y, y’, y”)= 0 invariant lassen, immer 
eine Gleichung: 


ft 
r 


\ I(&, Y, Y, y”, y”) = 
invarlant lassen. 

„Schick gelegentlich diesen Bogen an Klein, so werde ich Ihnen dank- 
bar sein. 

„leh bin eigentlich sehr müde nach meinen mühsamen Untersuchungen im 
Laufe des Winters und Frühlings über Transformationsgruppen. Die Schwierig- 
keiten waren größer, als ich gewöhnt bin.“ 


Diesem Briefe war der nachstehende beigelegt: 


rg” ir ALT Su: Ze Pe ER TE 
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„Ein alter Brief.“ 


„Lieber Freund! Als ich Ihren letzten liebenswürdigen Brief ') empfing, begann 
ich sogleich eine Antwort, nämlich die mitfolgende Theorie der Berührungstrans- 


' formationen der Ebene.?) Ich machte leider die Sache damals nicht fertig. Seither 


habe ich dies Alles revidirt und nun darf [ich] wohl endlich die Theorie der 
Ebene als definitiv sicher betrachten. An und für sich hat meine Theorie gar 
keine Schwierigkeit. Nur verlangt sie unendliche Rechnungen. 


„Ich denke im nächsten Semester eine große Arbeit, jedenfalls 5—8 Bogen 
über Transformationsgruppen hier in Christiania drucken zu lassen. Einige vor- 


läufige Mittheilungen mache ich wohl im Laufe des Sommers. 


„Ich denke sehr stark daran, zum nächsten Jahre nach Deutschland zu kom- 
men; hoffentlich wird es mir möglich sein. Theilweise wegen des Abelschen 
Werkes, dem ich fortwährend viele Zeit widme; insbesondere, um mich mit Ihnen 
in näheren geistigen Kontakt zu bringen; endlich auch, um Klein zu den Trans- 
formationsgruppen, auf welche meine Zukunftspläne für viele Jahre sich kon- 
zentriren. Ich habe kühne Gedanken. Ich glaube aber, daß der Jetzige Standpunkt 
der Geometer [in Bezug] auf die linearen Transformationen seine Berechtigung 
erst in [der] Theorie der Transformationsgruppen findet. Auch die Krümmungs- 


theorie wird in dieser Weise sich als ein nothwendiges und nicht als ein zufälliges 


Studium zeigen.“ 


Endlich teile ich hier noch einen an Mayer gerichteten Brief mit, der auch 
aus dem Sommer 1874 stammt, aber nicht genau datiert werden kann. 


„Es ist sehr lange seit ich dies schrieb. Als eine Andeutung hat es jeden- 
falls ein Bischen Interesse. Gelegentlich (d.h. einmal im nächsten Semester) 
wünsche ich diesen Bogen zurück “ 

„Lieber Mayer! Vielleicht wird es Sie ein Bischen interessiren, zu sehen, 
wie ich die Gleichung: 

Fa yy,y)=0 


behandele. Eine solche Gleichuag gestattet immer infinitesimale Berührungstrans- 
formationen. Würde man aber versuchen, dieselben analytisch zu bestimmen, so 


' würde man Differentialgleichungen erhalten, die jedenfalls nicht einfacher als die 
' vorgelegte wären. 


„Dagegen gibt es im allgemeinen keine infinitesimalen Punkttransformationen, 
welche eine Differentialgleichung zweiter Ordnung: F&, y, y, y)=0 in sich 


selbst transformiren. Meine Methode geht nun darauf hinaus, zu untersuchen, ob 


eine vorgelegte F= 0 infinitesimale Punkttransformationen gestattet. Dies läßt 
sich immer entscheiden, wie ich sogleich zeige. Findet man, daß es solche gibt, 


‚so läßt sich die Integration von F=0 immer auf die Erledigung von Gleichungen 
‚der Form: f(x, y, y)=0 zurückführen; ausgenommen bleibt nur der Fall, daß das 


Integral von F=0 die Form: 
Fa, )+adea,y)+b=0 


besitzt. Für diesen Fall, der sich immer a priori erkennen läßt, kann ich die be- 
‚ sprochene Zurückführung noch nicht leisten.®) 


1) Dieser Brief Mayers war vom 13. 5. 1874. A.d.H. 
2) Sicher hier S. 605—608. A.d.H. 
3) „Der besprochene Ausnahmefall entspricht eben allen Gleichungen: 
Fa, yy,y)=0, 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 39 
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= 
„Sei öx:5=Öödy:n=6t Symbol einer infinitesimalen Transformation. Ich 
suche die analytischen Ausdrücke von dy’ und dy”. 
| 
II: 
ee ar N age, San 


° nr Bar , 





also: 





on ‚on 08 08 
Ö == r +. AA SLER! ar yo Flik: 
4 20% Yu’ nn de 
Ferner ist: y’ =: Ir ‚ also: 


Dr I2.84y—Ay.ddz 482.40y — Ay .gbx 
4x 2 4x? Se 





dy 


Ich setze hier der Kürze wegen: x.öt=dy‘. Also: » 


on ön On, I: PR 
[77 —JlJ — ee ce 05 05 
dy & 2+5044+,,49) 48 JIy (524: + 5249) 


an 4° 





7 


woraus endlich: 
de aa rt), 
in welcher Formel >= - = : = 
nV 4y du In 9 dy 


aus: 


zu berechnen ist. 
„Sei nun: 3 
y"+fa yy)=0 
irgend eine vorgelegte Gleichung zweiter Ordnung. Durch die infinitesimale Trans- 
formation geht dieselbe in: 
7 r 77 0 7) 7) ’ 
He +" + at lay+ say 0 


0% 


die in lineare verwandelt werden können. Dies ist um so merkwürdiger, weil 
sonst eben Gleichungen: 4 

Fa, yyı v9... y)=0, = 
welche durch analytische Umformung linear werden können, sich durch meine 


Theorie schön behandeln lassen. ; 

„Der Ausnahmefall entspricht eben solchen Gleichungen, welche 0® infini= 
tesimale Berührungstransformationen gestatten. So z. B. die Gleichung: ytaxz=b 
bestimmt alle geraden Linien, deren Inbegriff durch alle o0® linearen Transfor- 
mationen ungeändert bleibt. Also eine Gleichung zweiter Ordnung Fe, yy,y)=% 
welche linear gemacht werden kann, gestattet oo*® Transformationen. Die Gruppe 
der Gleichung ist mit der Gruppe aller linearen Transformationen semblabel. 





ee 
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‚ über. Es wird verlangt, daß diese Gleichung mit der ursprünglichen, multiplieirt 
} mit einer Funktion von x, %, y', aequivalent sein soll. Also kommt: 
A 


1 2 De = 
F öy + dat Hoy+ hoyeiy + nt, 





| wo 4 eine noch unbestimmte Funktion von x, %, y’ bezeichnet. Also: 


on | ‚on OR DE ‚08 of of 

tt tt 
7 ‚on .0& ; 06 v 

at Ya tn. 


i Hieraus fließt durch Vergleichung der. Koeffieienten von y': 


und also wird die definitive Gleichung, die anscheinend sehr komplizirt ist: 





Dr 08 or, ot. (on som. 006 on 
entre n-v-v u) 
_,(0= _0E_ „06 
san er Yu) 
4 0 6 0& 08 
ae en v0E 7,05 
euer er oy°’ 
und durch Einsetzung: 
znrtyan- yVyRE—y’92,6+ 
ty (zn t yon ya,E—y’E)+ 
(A) ur oh eh on. 00 06. ob 
ea tag koylaettn Y5: 2) 
6 eR 
ray [on 


I De Ydy 


„Ist also: y’ + f(x, y,y)=0, so fragt es sich, ob zwei Funktionen & und 
n von x, y existiren, so daß (A) befriedigt werden kann. Existiren solche Funk- 
tionen, so können sie (ausgenommen einen einzigen besprochenen Fall) vermöge 
Gleichungen: p (x, y, y’) = 0 bestimmt werden. 


u 
nd 
„Als Beispiel betrachte ich die Gleichung: 
i YVILYIKYP+HLYLL-=0, 
in der X,, X,, X,, X Funktionen von x sind. Ich setze voraus: 


20. 


Wir werden sehen, daß, wenn X,, X,, X, arbiträr sind, so kann X immer so ge- 
wählt werden, daß (A) sich befriedigen läßt. 
„Es ist: 


FL yY+KyP?+Xy+X. 














2 2 
1) „Ich schreibe: 9?n — = » yn— Da = 


39* 
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Also nimmt (A) die Form an: 
SU HIOLN TI HEY 0,5 
+y (nt yoyn—y 2,5 y*0y5) + 
+HE BY + ZyYP+HRıytI)H 
2 x) nn 08 0E\_ 
Hay HN (try. —’,,) 


B s 2 on 
— (X, yY ++ Kyle 23) =0. 


(L) 





Die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von y’ müssen gleich Null sein: 


(1) y’dE=0, also &= Ay+ B, A und B sind Fe). 
(2) y?)— 21 — R,A+3X,A+gn=I: 
(8) van Au anal, 


‚ ‚ on ‚ , 
+ Lay BR rAyH+B) + 


=" 3A(X,y’+ X,Y + X) =. 


„Die zweite Gleichung gibt: 0,n —= &a)y +W(«), also nimmt die dritte 


Gleichung die Form an: 
Fı(@) + F,oy + 3AX,y’=0. 


Da nun X, 20, folgt: A= 0, 
&= Bü), 9n=9, &,n=C@, n=C@dy+ Da. 


zw 


Gleichung (3) nimmt nun die Form an: 
SCSR IL KBIXNC- SE X 3B) 0, 
2C— B’"+0,XBD=0, 


oder: 


woraus durch Integration: 
2C— B- BX,= K = Const. 


„Endlich müssen noch alle Glieder in (L), die nicht mit y' multiplieirt sind, 


eine Summe Null geben: 
(nr so +Xy+X)+n@X,y+ X) + %0,n — 
a ty + NS 22,6) 0 


und durch Einsetzung: 
C’y+D"+ B&Xy+Xıy-HX)+(Cy+ DREXL,y+R)r 
+ X, y+ D)— Ry+Xy+ X —2B)—-0. 
Also kommt: 
(@) y’| BX})+20X, — COX, +2BN,=0, 
(P) yl CO" FBXI+CXRL +2DL, +, —- %(0—2B)= 0, 
(7) D’LBX+DX,+X,D - X(C—2B)=°, 
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wozu die frühere Gleichung: 
(6) 2C— B+BXN,=K 
hinzutritt. Wählen wir nun X,, X,, X, arbiträr, so findet man vermöge («) und 


(6) B und C durch Integration einer linearen Gleichung 1.Ordn. Sodann gibt (ß) 
eine Bestimmung von D, und endlich bestimmt (y) die Funktion X. 


„Ill. 
„Wenden wir dies an auf die Gleichung: 
+ytyv’+rFßo-=0. 
“Wir bestimmen F(x) so, daß unsere Gleichung eine infinitesimale Punkttransfor- 
mation gestattet. Hier ist: 


X,=X, -=1, X, =, Z=F(e«), 





also: 
 (@) C+2B—=0 
(6) 2C—B+B=0) 
(ß) - 0742 DL 0-0 
(N) D’+BX’ +D’— X(C—2P)=0. 
1 
SB EB-0, "az, Be: 


Die Integrationskonstante ist offenbar unwesentlich. 


’ 2 5” 
0=—2B ee Ei 
1 E 1‘ 
x —z x 
N > Wr 
Dem ne 125 © 
Also: 
1 1 1 
x —zx ge 
AN, Re a Ba 
B=e , C=—;3e’, D= 15€ . 
X wird bestimmt durch: 
4 Ir ( 1z x 
05 el, 5 ee u | Ir 
wie te Krise X\- ;5e se )=o, 
oder: 
ER en GE LEN ae 
x ee er) 0, 
woraus: 
4 4 4 
ee so = = 9 
X a ( - (so: 14 nn = — ——e 
a E ine dae/)=ce 625 


„Habe ich also keinen Rechenfehler gemacht, so kann ich behaupten, daß 
die Gleichung: 


4 
Y+ıyty+e ’—;=0 


die infinitesimale Punkttransformation: 








dx öy 
| en 
| e ee AT 


gestattet. 





1) „Ich habe, ohne es zu bemerken, X —= 0 gesetzt, was ja auch nichts 
schadet. 3 
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„Um nun hieraus Vortheil zu ziehen, berechnen wir öy': 


ara) Teer 
7 u 12 a 
-— je "y+% cas © +y(- e’ )_y4e® 
also: 
dy a dr 
ee et yet V. 


Wir haben aber den allgemeinen Satz: 
„Gestattet die Gleichung '): 


y+fayy)=0 
die infinitesimale Punkttransformation: 


so bilden die linearen Gleichungen: 


oF ‚oF eh 
N ri, N Fr 
oF no oF 


ein vollständiges System. 


„Wir haben in casu: 


oF oF ; 3 5 oo 
Frau PrTR I +y’+ce en 0 
1 1. z c 
„:oF - -z\9F 
le 
17 1. , 1, or 
+ — &ye’" yet )2E=o, 


oder die aequivalenten Gleichungen, wo neue Buchstaben eingeführt sind: 
4 


-—-% 
A=p, +59 — e +z234+ce ’ en, -) 
B=n + - za tm )at (5 5a 35) 0. 


0,40. B +0,,4.0,,B +0,4:0,B — 0,, 4: 0,, B—-  .=(, 
4 
ee 
3 em u (— 22,93) (— 3% + ns ar 
+ 2) 5 a a) (— 3 — 26B6) — 
De DT ai 25 Sen 
m) tn ie "Ha 
tr +32, +2 —52, ut 2143 Fi ne 
Mit der letzten Gleichung, die, wie es sein muß, die Form: 
+(B—- 4)=0 


besitzt, brechen diese en Lies ab. 





1) 7 dy:dy =1:y:—f. 
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Anmerkungen. 
Zu Abhandlung I 8. 1—8. 


Lie machte im Herbst 1874 seine Hochzeitsreise, die ihn nach Pari« führte. 
Auf dem Rückwege traf er im Oktober!) mit F. Klein und A. Mayer in Düssel- 
dorf zusammen, und dort wurde Abhandlung I von F. Klein auf Grund der münd- 
lichen Mitteilungen Lies niedergeschrieben. 


S.1, 2.6. Die erste Stelle, an der Lie den allgemeinen Begriff einer Gruppe 
von Transformationen erwähnt, steht in der deutschen Fortsetzung seiner nor- 
wegisch geschriebenen Doktordissertation: „Über eine Klasse geometrischer Trans- 
formationen“, Christ. Forh. 1871, S. 243 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XII, $ 25, Nr. 69, a). 
In der Abhandlung: „Über Komplexe‘, Math. Ann. Bd. V (1872), 8. 254 (d. Ausg. 
Bd. Il, Abh. I, $ 26, Nr. 84 unter a) ist die Stelle unverändert wieder abgedruckt. 

S.2, 2.4. Im ersten Drucke steht: „der ursprünglichen Variabeln.“ Da 
das „neuen“ hier nicht im Sinne von S. 1, Z. 12 verstanden werden darf, so hätte 
ich besser gesetzt: „der neueingeführten ursprünglichen Variabeln y.“ 

S. 2, 2. 15—18. Vgl. Abh. II, S. 14, Z. 9—19 und die Anmerkung dazu. 

S. 3, 2. 3—20. Vgl. Abh. III, S. 5ıf. 

S.5, 2. 12—6, 2.2. Vgl. Th. d. Trfsgr.?) Bd. II, Kap. 14, 15. 

S.6, 2. 7—19. Die Gruppen von B. T., die keine Diffgl. 2. OÖ. invariant 
lassen, werden bestimmt in Abh. V, 8. 156— 194, 

S. 6, Z. 20—7, Z. 11. Die Bestimmung dieser Gruppen findet man in Abh.. IV, 
S. 103—133. 

S.6, 2.10—8 v.u., 7, Z.1f. Die vorher unter 1. besprochenen Gruppen 
sind nämlich die beiden hier gekennzeichneten Gruppen, von denen die erste sechs- 
gliedrig, die zweite viergliedrig ist, und außerdem die darin enthaltenen Unter- 
gruppen. Zu diesen Untergruppen gehören auch die hier nicht besonders erwähn- 


- ten Gruppen von P. T., die unendlich viele einfach unendliche Kurvensysteme der 


Ebene ungeändert lassen. 

S.7, 2.7. Das heißt kein einfach unendliches. 

S.7, 2.16f. Lie denkt hier an den in Abh. III, S. 74 als Theorem 7 auf- 
gestellten Satz. Vgl. jedoch meine Anmerkung zu diesem Satze. 

8.7, 2. 21f. „Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische For- 
schungen“, F. Klein, ges. math. Abh. Bd. I, S. 460—497. Berlin 1921. 

8.8, 2.7—4v.u. Vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. XIII, 1874, S. 177—184. 

8.8, 2.3,2v.u. Es ist die Abh.: „Über diejenigen ebenen Kurven, die 
durch ein geschlossenes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linea- 
ren Transformationen in sich übergehen.“ In Kleins ges. math. Abh. findet man 
die Stelle in Bd. I, 8. 456 ff. 


1) Die Tage, an denen die Zusammenkunft stattgefunden hat, fallen in die 


Zeit vom 18. bis zum 24. Oktober. Genaueres wird sich kaum feststellen lassen. 


2) Von den in Bd. III dieser Ausgabe auf S. 588, Z. 12—19 eingeführten Ab- 
kürzungen mache ich auch jetzt wieder Gebrauch. 
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Zu Abhandlung II, S. 9—41, 


Der erste Abschnitt der 1880 erschienenen Abh.: „Theorie der Transforma- 
tionsgruppen. I“, Math. Ann. Bd. XVI, ist eine sehr verkürzte Umarbeitung der 
vorliegenden Abhandlung; s. dort 8. 441— 455 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, Abschn. I, 
81—4). 

S. 9, Z.6v.u. „Sur les groupes de mouvements“ ist der Titel zweier Ab- 
handlungen von C. Jordan: C.R. Bd. 65, 1867, S. 229—232; Annali di Matema- 
tica Serie II, Bd. II, 1868—1869, $. 167—215, 322—345. 

8.9, Z.1v.u. Lie denkt wohl besonders an die in Bd. III dieser Ausg. ab- 
gedruckten Abh. I, IV—VIII, XIII, XIV. 

S. 10, 2.6.° Also abweichend von der Bezeichnung in Abh.I, 8.1, Z. 12. 
Dieselbe Festsetzung trifft Lie in Abh. III, 8.42, 2.2, 1v.u. Er betrachtet also 
die Transformation: © = f(x) als eine Substitution, bei der x’ durch eine Funk- 
tion der neuen Veränderlichen & ersetzt wird. Wenn er nachher sagt, daß die 
Sukzession der beiden Transformationen: 


=fR, a, ..,0) und @’—=fla, DD) 


die Transformation: = f(x, &, :. ., c,) ergibt, so denkt er sich zuerst die zweite 
Transformation ausgeführt und hinter dieser die erste. So sind in der Tat S. 13, 
2.6 v. u. die beiden Transformationen: ©” —= f(x‘, a), x’ — f(x, b) in der Reihen- 
folge, in der ich sie geschrieben habe, hinter einander ausgeführt; auch 8. 18, 
Gl. (6), S. 31, Gl. (13), während 8. 43, Z. 4—10, 16 zuerst die Trf. mit den Par. b, 
dann die mit den Par. a ausgeführt wird. 

An der hier getroffenen Festsetzung hält Lie in Abh. II, III und IV durch- 
weg fest, wenn er auch nicht immer genau auf die Reihenfolge der Transforma- 
tionen achtet. Noch als er 1980 in den Math. Ann. Bd. XVI (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. I) die Abh. II, einen Teil von III und von IV in umgearbeiteter Fassung 
veröffentlicht, bleibt er dabei. Auf einen anderen Standpunkt stellte er sich erst 
1884, als das große Werk über Transformationsgruppen in Angriff genommen 
wurde. Seitdem betrachtete er x als die ursprüngliche und x’ als die neue Ver- 
änderliche, so daß die Trf. ©’ =f(f(z, a), b) erhalten wird, wenn man zuerst: 
x =f(x, a) und dann: @”—= f(x‘, b) ausführt. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. EB 

3. 12, 2. 9f., 14f. Es ist leicht einzusehen, wie Lie dazu kommt, die Schluß- 
sätze: „Jede Transformation ...“ hinzuzufügen; nur ist zu bemerken, daß es 
eigentlich heißen müßte: „jede Transformation von allgemeiner Lage.“ 

8. 12, 2.10—8v.u. Vgl. 8.13, Z.1—5. 7 

S. 14, 2.9 v.0.—5 v.u. Schon die Behauptung auf Z. 9f. ist in dieser All- 
gemeinheit nicht richtig, daher ist auch der Schluß auf Z, 11—13 nicht allgemein 
zulässig. 

Lie erkannte das bald selbst. In der Abh. Math. Ann. Bd. XVI, 1880, 
S. 445 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 1, Nr. 2) zog er daher vor, sich ausdrücklich 
auf solche Trfsgr. zu beschränken, deren Trff. sich paarweise als inverse zusam- 
menordoen. Erst 1884 gelang es ihm, nachzuweisen, daß sich die Theorie der 
endl. kont. Trfsgr. auch ohne diese Voraussetzung begründen läßt (s. hier Abh. XX*, 
S. 499—501 und die Anm. dazu). 

S. 15, Z. 16—14 v.u. In Wahrheit kann man nur schließen, daß der Aus- 
druck bei der Substitution: a—=ß ein Produkt aus einer Funktion von x in eine 
Funktion von ß wird. 

S. 15, 25 v.u.—16, Z.2. Hier ist die auf $. 10 getroffene Festsetzung nicht 
eingehalten, denn man hätte eigentlich zu setzen: 


x" =fla,a), A=x+X(a)dt 








TOT 
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und bekäme somit: 


ee _ .X(@). dt. 


Dieselbe Bemerkung ist S. 21, Z. 14—8 v.u., S. 34, Z. 9—3 v.u. zu machen. 

S.18, 2. 14v.u. © scheint zunächst auch von b,, b, abzuhängen, könnte 
aber diese Größen offenbar nur in der Verbindung f(x, b,, b,) enthalten; da es 
nun von & sicher frei ist, muß es auch von b,, b, frei sein. 

8. 19, Z.12—20, Z.2. Hier sind dieselben Bemerkungen zu machen wie zu 
S. 14, 2. 9ff. 

8.19, 2.2, 1v.u. Lie ist nirgends auf diesen Punkt zurückgekommen. 

S. 21, Z2.14—8 v.u. Vgl. die Anm. zu 8. 15, Z.5 v.u. 

S. 22, 2. 13—15. Nämlich wegen der Unabhängigkeit der beiden inf. Trff.; 


8.31, 2.10 v.u. An und für sich können b,, b,, b, sehr gut in den ®, vor- 
kommen, da sie aber sonst in Gl. (14) nur in der Verbindung: f(&, b,, b,, b,) auf- 
treten, so kann man sie in den 9, durch feste Zahlenwerte ersetzen und somit die 
®, als Funktionen von qa,, a,, a, allein betrachten. 

S. 32, 2.10 v.u.—33, Z. 18. Hier sind dieselben Bemerkungen zu machen 
wie zu 8. 14, 2. 9ft. 

S. 34, 2.9—3v.u. Vgl. die Anm. zu 8. 15, Z.5v.u. 

S.36, Z.1v.u. Es ist das ein besonderer Fall der Jacobischen Identität. 
Vgl. Abh. III, S. 63. 


Zu Abhandlung III, S. 42—77. 


Die Entwickelungen der 8$ 1—6 (8. 42—58) hat Lie in den Math. Ann. 
Bd. XVI, 1880, S. 455—465 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, Abschn. II, $g 5—7) vollstän- 
dig umgearbeitet. Über eine besonders bemerkenswerte Abänderung, die er dabei 
vorgenommen hat, vgl. die Anm. zu 8. 51, 2.sff. . 

8. 47, 2.9. Zunächst erscheinen die %, als Funktionen der a und der b; 
da aber in der Gl. 2.9 die b sonst nur in den n in bezug auf x, ..., x, von 
einander unabhängigen Verbindungen f;(x, b) vorkommen und da die %, von den 
x frei sind, so kann man in den », die b durch feste Zahlenwerte ersetzen und 
somit die %, als Funktionen der a allein betrachten. 

8.47, 2.4 v.u.—48, Z.5v.u. Hier sind dieselben Bemerkungen zu machen 
wie zu 8. 14, 2.9 ff. 

S. 50, 2. 8—14. Vgl. die Anm. zu 8.15, Z.5v.u. 

S. 51, 2. 8—21. Die endlichen Trff. der von der inf. Trf. dx;— X, ;öt er- 
zeugten eingliedrigen Gruppe haben nach $ 5, 8. 53—55 die Form: 


I X, 
=a+tX:4 75 PILFR tr 
= 


Die inf. Glieder 2. O., die Lie berücksichtigt, sind also die Gl. 2.0., die man 
erhält, wenn man den Parameter t durch die inf. Größe ®, ersetzt. Wüßte man 
von vornherein, daß die r-gliedrige Gruppe mit jeder inf. Trf. zugleich auch die 
von dieser erzeugte eingliedrige Gruppe enthält, so wäre die Zugehörigkeit der 
Tıf. Z. 19 zu der r-gliedrigen Gruppe sicher. Da man das aber auf dem Stand- 
punkte, auf dem man sich hier befindet, noch nicht weiß — Lie beweist es erst 
auf 8. 55f. — so kaun man diese Zugehörigkeit nicht behaupten; bewiesen ist ja 
nur, daß die Gruppe gewisse inf. Trff. enthält, in deren Gl. bloß inf. Glieder 1.0. 
auftreten (S. 49). Das von Lie hier benutzte Verfahren hat daher keine Beweis- 
kraft, sondern nur heuristischen Wert. Es ist sehr wahrscheinlich, daß Lie selbst 
zuerst auf diesem Wege zu den Gl. S. 52, Z. 15 gelangt ist; doch läßt sich dar- 
über leider nichts Sicheres feststellen. 
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Die hier entwickelten Bedenken sind sicher die Veranlassung gewesen, daß 
Lie in den Math. Ann. Bd. XVI, 1880, S. 460—463 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 6) 
die Beziehungen zwischen den inf. Trff. der Gruppe auf einem anderen Wege ab- 
leitet, nämlich unter Benutzung der Diffgl., denen die endlichen Trff. der Gruppen 
genügen. 

S. 51, 2. 16—26. Auch hier ist die auf S. 10 und S. 42 getroffene Fest- 
setzung nicht eingehalten. Vgl. die Anm. zu 8.15, Z.5 v.u. 

S. 53, 2. 7—10. Nämlich in $ 7, S. 58—62, doch ist da der Beweis nur unter 
sehr beschränkenden Voraussetzungen geführt. Ein allgemeingültiger Beweis folgt 
erst in Abh. IV, 8. 78—84. 

S.56, 2. 1—5. Es werden also die Gl.: 


Pla, -., a, = Yılat, --., ad, 0) 


benutzt, um die a, durch t auszudrücken. 

S. 57, 2.6—8. Der hier folgende Beweis für diese Behauptung enthält einen 
Fehler; in den Math. Ann. Bd. XVI, 1880, S. 464f. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 7, 
Nr. 13) hat ihn Lie durch einen einwandfreien ersetzt. 

S. 57, 2.9—58, 2.2. Es ist unklar, was sich Lie unter dem Integrale mit 
der oberen Grenze x, gedacht hat. Jedenfalls ist aber die Gl. Z. 14 nicht richtig, 
denn aus: 


O8: _ 
A, 
Fr, = 0 
folgt: 
00% OX,,0%, 
in te 


nach sich ziehen, nicht die Gl. auf Z. 1 v.u. Aber die eben angegebene Gl. reicht 
vollständig aus. Die Ableitungen der x, nach R, verschwinden nämlich alle für 
—0, so daß sich ergibt: 


or 


DS Wdı=o Kor 0, 
p 


was auf den Widerspruch führt, dessen Vorhandensein Lie beweisen will. Man 
kann nämlich offenbar ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß die 
%, in Gl. 7 v.o. für {= 0 nicht alle verschwinden. 

8.61, Z.3—6. Auch hier ist die Festsetzung auf $. 10 und 42 nicht einge- 
halten. 

S. 61, Satz 11. ‘Man beachte, daß die inf. Trff. A,f, ..., A,f keineswegs 
eine r-gliedrige Gruppe zu erzeugen brauchen. Vorausgesetzt wird nur, daß die 
Schar der inf. Trff.: e AAf+:--+e,A,f bei der inf. Trf. A,f invariant bleibt 
(Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 15, S. 246—253). 

S.63, Z.14 v.u. Setzt man: 


r dF 
A,(F') = IX, .. re gr Kr op =U,, 


so wird: 


4,(A,.(F)) — 4,(4;(F))=(U,U)), 
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wo (U,U,) der Poissonsche Klammerausdruck ist: 


mAUDU,; 98,00, 
GP res ren 





Dadurch ist die Schreibweise (A;4A,) gerechtfertigt Zugleich ergibt die Jacobi- 
‚ sche Identität!) zwischen U;, U,, U, die Identität auf Z. 11 v.u. Einen einfache- 
ren Beweis für die besondere Identität zwischen drei beliebigen inf. P. T. (2.11 v.u.), 
um die es sich hier handelt, findet man Th.d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 5, S. 94f. 

S. 64, 2.5 v.u.—65, Z 4. Sind at, ..., a® die Parameter det identischen 
Transformation, so sind die Gleichungen 8. 64, Z. 1 v.u. für aa=a} bei beliebi- 
gen & identisch erfüllt. Darin liegt, daß diese Gleichungen auch bei unbestimm- 
ten a; keine Relation zwischen den & allein nach sich ziehen können, daß sie 
also auch im Falle q9>0 bei der Substitution: a,„= 9, alle n in Identitäten 
übergehen. 

S. 65, 2.8. Eigentlich hängen die F', auch von &,,..., &, ab, was ebenso 
von den ce auf Z. 16f. gilt. 

S. 66, 2.18—5 v.u. Den Inhalt dieser Abh., soweit er hier in Betracht 
‚kommt, findet man zum größten Teil in den früher veröffentlichten Abhand- 
lungen, die in Bd. III dieser Ausgabe als Nr. VII, VIII, IX abgedruckt sind. Die auf 
Z.11 v.u. angegebene Form der inf. homogenen B. T. findet man allerdings dort 
noch nicht, sondern erst in Bd. VIII der Math. Ann. $. 239f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. ], $ 6). 

S. 67, 2.20. Das ist nur eine Schreibweise der Jacobischen Identität zwi- 
schen H,, H, und F. Vgl. die Anm. zu 8. 63, Z. 14 v.u. 

S. 68—73. Der Inhalt von $ 10 und 11 ist in Bd. II der Th. d. Trfsgr. 
das Kap. 20 eingearbeit, s. da $8. 336—346. Durch die Einführung und er 
tung der zur adjungierten Gruppe dualistischen Gruppe wird dort alles viel durch- 
sichtiger. 

S. 68, Z. 17, 16 v.u. Der Ausdruck: „sich decken“ ist sehr geeignet, MiB- 
verständnisse hervorzurufen. In Wahrheit gehören der Funktionengruppe alle 
Funktionen von H,, ..., H, an oder wenigstens alle, die in den p homogen von 
1.0 sind; der Transformationsgruppe dagegen gehören nur die Funktionen von 
der Form &c,H, an, wo die c, Konstanten sind. Die Funktionengruppe bestimmt 
eben eine unendliche kontinuierliche Gruppe von B. T. im Gegensatze zu der end- 
lichen kont. a H,,;.-., HZ, (Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 16, S. 287—289.) 

8.69, Z2.8—16. Auch dieser Satz findet sich noch nicht in den in Bd. III 
d. Ausg. ee Abhandlungen, sondern erst an der hier auf Z. 10 ange- 
führten Stelle (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 8 16, Nr. 35, Satz 51). 

8.73, Z2.12—-6v u. Es ist das die Gruppe, die später als die „adjungierte 
Gruppe“ bezeichnet wird. Vgl. Abh. XX*, S. 501. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 16, 
S. 270—289. 

S. 74, 2. 6. „Früher“, nämlich auf S$. 63f., Nr. 22. 

S. 74, Theorem 7. Auf diesen Satz spielt Lie schon in Abh. I, 8.7, Z. 16f. 
an, man weiß aber auch heute noch nicht, ob der Satz allgemeingültig ist. Durch 
die vorhergehenden Entwickelungen ist seine Richtigkeit nur für den Fall be- 
wiesen, daß die r inf. Trff. A,f auf S. 73 von einander unabhängig sind. Merk- 
würdigerweise beachtet Lie diesen Umstand hier gar nicht. Erst in der großen 
Abhandlung: „Allgemeine Untersuchungen über Diffgl., die eine kont. endl. Gruppe 
gestatten“, Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 94 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 3, Nr. 9) 
stellt er fest, daß unter den r inf. Trff. gerade r — g unabhängige vorhanden sind, 








| 1) Vgl. z.B. Jacobi, Nova methodus ete., Crelle Bd. 60, 8. 39—42, Werke 
Bd. V, S. 4446. 
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wenn die Gruppe: H,,..., H, gerade e unabhängige ausgezeichnete inf. Trff. 
enthält, d. h. solche, die mit allen inf. Trff. der Gruppe vertauschbar !) sind. 

S. 74, Theorem 8. Die vorhergehenden Betrachtungen reichen offenbar auch 
zum Beweise dieses Theorems nicht aus. Zum Glück läßt sich aber Theorem 8 
auf ganz andere Art beweisen. Den ersten Beweis, den Lie veröffentlicht hat, 
findet man hier in Abh. XXIII (1888), S. 554—557; angedeutet hatte er ihn schon 
vorher in der Abh.: „Beiträge zur allgemeinen Transformationstheorie*, Leipz. 
Ber. 1888, S. 14, (d. Ausg. Bd. VI, Abh. V, 8 ı). 

S. 75, 2.15 v.u. In Bd. I des Archivs folgt hier auf 8. 194—202 die Note 
Vervollständigung der Theorie der Berührungstransformationen, die in Bd. III d. 
Ausg. als Abh. XVII auf S. 252—259 abgedıuckt ist. 

S. 75, 2. 3—1 v.u. Öeuvres complötes de N. H. Abel, 2. Ausg., Bd: I, 
S. 61—65. 

8. 77, 2.16. Hier Abh. I, S. 1—8. 


Zu Abhandlung IV, 8. 78—135. 


8. 78, 2.3—1v.u. Vgl. die in Bd. III d. Ausg. auf $. 706, Z. 5—8 abge- 
druckte Briefstelle aus 1876. 

S. 79, Z.1—4. 8. Abh. III, S. 51—58. 

S. 79, 2. 7f. Abh. III, S. 58—862. 

3. 79, Z.4 v.u. Setzt man alle c,,=0, so ist diese Gl. auch füri—r gültig. 

S. 79—84. Die Betrachtungen dieses $ 1 leisten im Grunde viel mehr als 
bloß den Beweis des Theorems I auf S. 84. In der Abh.: „Bestimmung aller r- 
gliedrigen transitiven Transformationsgruppen durch ausführbare Operationen“, 
Leipz. Ber. 1890, S. 478—490 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. X) werden sie von Lie be- 
nutzt, um die inf. Trff. einer r-gliedrigen einfach transitiven Gruppe herzustellen, 
wenn bloß die Zusammensetzung der Gruppe gegeben ist, also die Konstanten 
Cjx, in den Relationen: A,(A,f)) — AA, N)= Le,,,A,f. Diese Entwickelungen 
sind in Bd. III der Th. d. Trfsgr. in Kap. 27, 8. 642—654 neu bearbeitet, dann 
folgt auf S. 658—-661 der hier in $ 1 gegebene Beweis für Theorem I, $. 84. 

Aber die Tragweite der Lieschen Betrachtungen ist damit 'noch nicht er- 
schöpft. Bei der vorhin erwähnten Konstruktion der inf. Trff. einer r-gliedrigen 
einfach transitiven Gruppe stützt sich Lie auf den Satz, daß jedes System von 
r® Konstanten c,,;,, das die Gl. c,,,+ c,;,=0 und die Gl. 2. Grades 8.63, Z.1v.u. 
befriedigt, die Zusammensetzung einer r-gliedrigen Gruppe darstellt, einen Satz, 
den er mit Hilfe von Betrachtungen aus der Theorie der Funktionengruppen be- 
wiesen hat (s. hier Abh. XXIII, 8. 554—557). Nun aber sind die inf. Trff. der 
einfach transitiven Gruppe, die er konstruiert, durch die Konstanten e,,, &llein 
vollständig bestimmt und können hingeschrieben werden, ohne daß man von dem 
Vorhandensein einer r-gliedrigen Gruppe von der Zusammensetzung c;,, Gebrauch 


1) Vertauschbar (permutabel) heißen zwei inf. Trff. A(f), B(f), wenn 
A(B(f))— B(Af)=(AB)=0 


ist. Zwei inf. B. T. (Hf) und (Kf) sind daher vertauschbar, wenn (HK)=0. 
Ist (AB)=0, so ist jede Trf. der von A(f) erzeugten eingl. Gruppe mit jeder 
Trf. der von B(f) erzeugten eingl. Gruppe vertauschbar, wie aus Abh. IV, S. s5f. 
hervorgeht. Vgl. auch Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 15, S. 259. Während Lie schon 
1872 den Ausdruck: permutable inf. Trff. benutzt (s. d. Ausg. Bd. III, Abh. I, S. 2; 
Abh. V, S. 27), spricht er hier in Abh. IV, S. 106 u. 112 von inf. Trff., die ein In- 
volutionssystem bilden oder die in Involution liegen, ähnlich in Abh. VI, S. 213, 
216. Erst in Abh. VII, 1882, S. 224 kommt der Ausdruck „permutabel“ vor, der 
S. 225 erklärt wird, und in Abh. XIX, 1884, S. 463 der Ausdruck „vertauschbar.“ 
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macht. Es ist daher zu erwarten, daß die von Lie konstruierten inf. Trff., die 
A,(f), ---, A,(f) heißen mögen, immer dann in den Beziehungen: (4;4,) = 
Nc;,,A,f stehen, wenn nur die c,,, die vorhin erwähnten Gleichungen befriedigen. 
In der Tat lassen sich die Lieschen Entwickelungen ohne Schwierigkeit so um- 
gestalten, daß das Bestehen dieser Beziehungen zwischen den inf. Trff. A,f un- 
mittelbar erkennbar ist. Die hier in $ 1 angestellten Betrachtungen führen daher 
schließlich auch zu einem Beweise des Satzes, daß jedes System von Konstanten, 
das jene Gleichungen befriedigt. die Zusammensetzung einer r-gliedrigen Gruppe 
‘ darstellt. Vom Standpunkte der Gruppen von Punkttransformationen erscheint 
dieser Beweis entschieden natürlicher als der auf die Theorie der Funktionen- 
gruppen gegründete, in gewissem Sinne ist er auch elementarer. 

S. 81, 2. 8—11. Denkt man sich nämlich die Gl. 8.80, 2.14 nach: o%,..., oe! 
aufgelöst, so erhält man: 


e Fe 0, 7 Yas Q1y ++ +5 0. 
wodurch die Identitäten ebd. Z. 16 die Form erhalten: 


zo,(y — Ya» Qy + 0,) Y;.(y2) = ze; Y;x(Yn); 


das aber sind, von der Bezeichnung abgesehen, eben die Gl. S. 81, Z. 10. 

S. 82, Z. 11-17. Hier werden die beiden Transformationen wirklich in der 
Weise nach einander ausgeführt, die der in Abh. III, 8. 42, Z. 2,1v.u. getroffenen 
Festsetzung entspricht. Es ist daher nicht richtig, wenn in Bd. III der Th. d. 
Trfsgr. S. 659, Z. 8—6 v.u. gesagt wird, hier finde sich ein kleines Versehen, in- 
dem die Reihenfolge zweier Trff., die nach einander ausgeführt werden, verwech- 
selt sei. Es handelt sich eben darum, was darunter zu verstehen ist, daß zwei 
Transformationen in einer bestimmten Reihenfolge nach einander ausgeführt werden, 
und Lie definiert das 1876 anders als später, besonders von Bd. I der Th. d. 
Trfsgr. an. 

S. 82, Z. 15. Dabei wird vorausgesetzt, daß man in der Schar (3) den Para- 
metern A, nicht bloß inf. Werte erteilt, sondern auch endliche. 

S. 83, 2.16. Hierin liegt, daß sich Lie zuerst die Trf. mit den Par. a, aus- 
geführt denkt und dahinter die mit den Par. b,. Die Gl. Z. 14 zeigen, daß auch 
hier an der auf S. 42 getroffenen Festsetzung festgehalten wird. Bezeichnet man 
die Trf. a, mit S, die Trf. 5, mit T, so ist a, | b, die Trf., die nach der in den 
drei Bänden der Th. d. Trfsgr. angenommenen Schreibweise (s. Bd. 1, 8.2, Kap. 14, 
8. 224) mit 7’S bezeichnet wird. 

S. 84, 2.18. Das ist bei der eben benutzten Bezeichnung die Trf., die Lie 
später 7=1ST schreibt. 

S. 85, Z. 14—22. Man beachte, daß auch hier die Reihenfolge, in der die 
drei Transformationen ausgeführt werden, der Festsetzung auf 8. 42 entspricht. 

Es ist: 


Y d 
Bet Zu gt or, 
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y——Zß 


S. 86, 2. 8—4 v.u. Hier enthält der erste Druck ein wirkliches Versehen, 
denn es heißt da: „bestimmt vermöge des simultanen Systems (8), so ist: ...“. 
Das würde nur richtig sein, wenn in der Gl. Z. 9 v.u. statt: — It stände: + At. 
In dem Abdrucke der Abh. IV, den mir Lie im Juni 1884 nach Leipzig schickte, 
hat er auf dem unteren Rande der Seiten 96, 97 (hier S. 80, 81) bemerkt: „In 
dieser wichtigen Theorie findet sich ein Druckfehler, dessen ich mich im Augen- 
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blicke nicht erinnere, 8. L.‘ Er kann dabei nur das eben beschriebene Versehen 
im Auge gehabt haben, denn es ist das einzige, das in den beiden $$ 1 und 2 
(S. 78—87) vorkommt. 

Eine etwas bequemere Ableitung des simultanen Systems (8°) findet man Th. 
d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 15, S. 250— 252. 

S. 87, Theorem II. Später sagt Lie: die @, ist in der @,,, invariant oder: 
sie ist eine invariante Untergruppe (Abh. XIV, S. 376, Z2.6—1v.u.). 

S. 83—96. Ein Teil dieser Entwickelungen in umgearbeiteter Gestalt in 
der Abh. Ann. XVI (1880), S. 491—495, 497—498, 501—503, 505 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. I, 813, Nr. 33—36; $ 14, Nr. 40; $ 15, Nr. 45, 46). Die synthetischen Be- 
trachtungen, die zugrundeliegen, deutet Lie an hier Abh. XIX, Nr. 5, 6, 8. 457 
bis 459 (1884). Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 27, $. 580—597. 

S. 88, 2.17. Im ersten Drucke steht « statt «,; da jedoch Lie in einem 
Sonderabdrucke das « in «, verbessert hat, so schien es mir das Richtigste, diese 
Verbesserung aufzunehmen und im folgenden überall durchzuführen. Die «, alle 
einander gleich zu setzen ist ja eine ganz unnötige Beschränkung der Allgemein- 
heit, überdies benutzt Lie S. 90, Z. 14—9 v. u. den Satz 5 in der allgemeineren 
Fassung. 

S. 88, Z. 14—29. Deutet man x,, ..., x, als homogene Punktkoordinaten 
in einem ebenen R,_,, so lassen die inf. Trff. A,/ die ebene RE, 


u=0,..., x,—0 

und alle durch sie gehenden ebenen Mannigfaltigkeiten invariant; dagegen gibt 
es auf der E,_,_ı keine kleinere inv. ebene Mann., mit der zugleich alle durch 
sie gehenden ebenen Mann. in Ruhe bleiben. Nun erzeugen die A,f mit Bf eine 
Gruppe G,,,, in der die @, der A,f als invariante Untergruppe (vgl. die Anm. 
zu 8. 87, Theorem II) enthalten ist, und da die E,_,_ı offenbar eine isolierte 
bei der @, invariante ebene Mann. ist, so leuchtet ein, daß sie bei der inf. Trf. 
Bf invariant bleibt, d. h., daß &,, ..., &. von &, ...,%, allein abhängen. (Vgl. 
Th. d. Trsgr. Bd. I, Kap. 27, S. 586; Bd. III, Kap. 5, S. 108.) 

S. 88, Z. 7 v.u.—89, Z. 12. Unter den gemachten Voraussetzungen können 
die Gl. der allgemeinen Trf. der @, (8. 88, Z. 4 v.u.) keine Gl. von der Form: 


= M2ZA 


EN ti g+sWg+i 
nach sich ziehen; daraus folgt die Richtigkeit des Schlusses $. 89, Z. 7—9. 

S. 90, Z. 8—13. Mit anderen Worten: A,f, ..., A,f erzeugen immer eine 
G,, die eine invariante Untergruppe der G,41:4ıf ER A,f, A,yıl ist. Es 
sind das die Gruppen, die Lie später als integrable Gruppen bezeichnet hat. Die 
erste Stelle, an der er solche Gruppen betrachtet, findet man d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XIV, 1874, S. 205. Der Name integrable Gr. kommt zum ersten Male vor in 
. der Abh.: „Beiträge zur allgemeinen Transformationstheorie“, Leipz. Ber. 1888, 
S. 19 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. V, 8 3). Vgl. auch Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 28, 
S. 679 und 708f. 

S. 91, Z.4. Dabei kann selbstverständlich e für die verschiedenen A,f ver- 
schiedene Werte haben. 

8.91, Z. 11v.u. Das Wort „gleichzusammengesetzt“ benutzt Lie später stets 
im Sinne von „holoedrisch isomorph“, hier aber bedeutet es „isomorph‘ im allge- 
meinen Sinne (vgl. Th. d. Trfsgr.“ Bd. I, Kap. 17, 8. 289—293). Die inf. Trff. B, 5 
..., B,f brauchen nämlich nicht von einander unabhängig zu sein. Es ist auch wirk- 
lich ganz ohne Belang, ob der Isomorphismus der beiden Gruppen holoedrisch oder 
meroedrisch ist, denn beim Beweise des Satzes 6, den Lie auf die B,f anwendet, 
wird die Unabhängigkeit der inf. Trff. A, f, ..., A,f nicht benutzt und braucht 
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gar nicht vorausgesetzt zu werden. In der Tat, sind z.B. A,f, ..., A,f von 
einander unabhängige inf. Trff., A,f, ---, A,f, A, BET aber nicht, so fällt die 
6, +ı mit der @, zusammen, und wenn man A,f, ..., A GE auf die gemeinsame 
Form bringt, nimmt A,,,f von selber auch diese Form an. 


Hiernach braucht man auch weder in Theorem III, S. 92, noch in dem Ko- 


rollare S. 98 anzunehmen, daß A,f, ..., A,f unabh. inf. Trff. sind. 
S. 92, 2.12 v.u.—93, Z.5. Anders ausgedrückt: In dem R,_, mit den 
homog. Koord. z,, ..., 2, ist: =0, ..., &,_,= ein bei allen inf. Trff. A,f 


‚ inv. Punkt, ©, =0,..., &,_g= 0 eine durch diesen Punkt gehende inv. Gerade, 
a =l0,..., &,-3=0 eine durch diese Gerade gehende inv. zweifach ausgedehnte 
Ebene, usw. 

S. 93f., $4, Nr. 9. Transponiert man die inf. Trf. 2«,H, vermöge der inf. 
Trf. H,, so erhält man nach Satz 3, 8. 85 die inf. Trf.: 


20,H,+(2«,H,, H,) Ze +28) H,, 
i. 


8 





se 


= 


i. 


ER 


a nn ai an Do 2 


es wird also die ebene Mannigfaltigkeit der inf. Trff. 2«,H, durch die lineare 
homogene inf. Trf. A,f transformiert. Bestehen nun insbesondere Relationen von 


der Form: 
(H,H;,;) a SE ee ne 5 Cr, i+k—1 H;yr-ı 


so sind die A,f durch Relationen von derselben Form verknüpft, die inf. Trff. 
4A;f lassen daher nach Theorem III in der ebenen Mann. der &”"! inf. Trff. 
2«,H, sicher einen Punkt K,, eine hindurchgebende Gerade K,, usw. inv. Da 
_ nun der Inbegriff aller inf. Trff. &ß,K, mit dem Inbegriffe aller %«,F, zusammen- 
- fällt, und da die inf. Trff. 2a, H,, wenn man sie vermöge aller Xß,K, transponiert, 
genau so unter einander vertauscht werden wie bei dem Inbegriffe aller inf. Trff. 
&4,4A;f, so bestehen zwischen den K, die in Theorem IV, angegebenen Beziehungen. 
Das Theorem IV sagt offenbar aus, daß man in einer r-gliedrigen integrabeln 
Gruppe H,, ..-, H, immer r solche unabhängige inf. Trff. X,,..., X, auswählen 
kann, daß K,,..., K, immer eine g-gliedrige Gruppe erzeugen, die in der ganzen 
r-gliedrigen Gruppe: K,, ..., K,. invariant ist. 
S. 94f., Nr. 10. Jetzt ist H,, ..., H, eine inv. Untergruppe der r-gliedri- 
gen, und die Gleichungen: &,+1=0, ..., &=0 scheiden die inf. Trff. dieser 
Ugr. unter den inf. Trff. der r-gliedrigen aus. Die inf. Trff. B,f, ..., B,.f geben 
daher an, wie die inf. Trff. «, 4, + ---—+ «„H,, der Ugr. unter einander vertauscht 
werden, wenn man sie vermöge H,, ..., H, transponiert. Da nun die Gruppe 
der B,f mit der Gruppe der A,f isomorph'!) ist, so läßt sie in dem Raume mit 
den hom. Koord. &,, ..., &, jedenfalls einen Punkt, eine hindurchgehende Ge- 
rade usw. invariant. _ Das ist in dem Zusatze zu Theorem IV ausgedrückt. . 
S. 95f., Nr. 11. Werden die inf. Trf. 2a, A, + &P,K, der r-gliedrigen 
Gruppe vermöge der inf. Trff. der m-gliedrigen H,,..., H,, transponiert, so wer- 
- den sie durch die inf. Trff. A, f, ..., A,,f unter einander vertauscht. Dabei bleibt 
_ in dem Raume mit den homog. Koord. «,, ,; die ebene E,_;: 


Bar =... ß,—0 


inv. und die durch sie gehenden E,, werden unter einander vertauscht. Als homo- 
gene Koord. dieser E,, kann man ß,,1, ---, ß, benutzen; die int. Trff. B,f,..., 


B,„f geben daher an, wie diese E,, bei den inf. Trff. A,f, ..., A„f vertauscht 





1) Wegen des Ausdrucks „gleichzusammengesetzt‘“ auf S. 95, 2.5 vgl. die 
Anm. zu 8. 91, Z.11v.u. 
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werden. Da B,f, ..., B„f eine mit der Gruppe A,f, ..., A,„f und also auch 
mit der Gruppe H,, ..., H, isomorphe!) Gruppe ist, so gibt es jedenfalls eine 
bei der Gruppe B,f, -.., Bf invariante E,, die aus dem Inbegriffe aller inf. Trff. 


m? 
a, H, +++, 4,17% 


bestehen möge. Diese inf. Trff. werden daher unter einander vertauscht, wenn man 


sie vermöge H,, ..., H,, transponiert, es bestehen also Relationen von der Form: 
1...m 
(GH) = Neu H, +16 (k=1,...,m), 
s 
die aussagen, daß H,, ..., H,, € eine (m 1)-gliedrige Untergruppe erzeugen, 


in der die Ugr. H,,...., H, steckt. 
Selbstverständlich geht durch die inv. E,, auch eine inv. E 


eine von @ unabh. inf. Trf. @, = ZP,K, derart, daß 


m+ı, €8 gibt also 


. 1..m 

(6, H}) = DH, +4@6+406,. 

$ 

Hier aber kann man nicht schließen, daß H,,..., H,, @, @, eine (m-+2)-gliedr. 
Ugr. erzeugen, denn man weiß nicht, ob sich (@@,) durch H,,..., Hm, @, @, 
allein ausdrücken läßt oder nicht. 

S. 96, Z.9—7 v.u. In den Entwickelungen Abh. IIl, 8. 69—73 liegt in der 
Tat die Beantwortung der Frage, wenn sie auch nicht mit reinen Worten ausge- 
sprochen ist wie Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 18, S. 311. 

S. 97, Z.10-—4v.u. Das ist nicht richtig. Vgl. die Anm. zu Theorem VI 
8.103. Das „anscheinend“ auf Z.7 v.u. soll wohl soviel heißen wie: „augen- 
scheinlich.“ 

S. 99, Z. 12—17. In einem der Sonderabdrucke der Abh. hat Lie hier am 
Rande bemerkt: „Falsch“, und in der Tat ist der hier gemachte Schluß nicht zu- 
lässig. Da nämlich die Gl. der B.T. die «° durch die x und die p ausdrücken, so 
können sie sehr gut die Gl. Z. 12 nach sich ziehen, ohne daß die Koeffizienten 
von A,fs --:; Anf einzeln zu verschwinden brauchen. Die Veranlassung zu dem 
Fehlschlusse liegt darin, daß Lie glaubte, die Kriterien für die Ähnlichkeit 
durch P. T. auf die Kriterien für die Ähnlichkeit durch B. T. zurückführen zu 
können, was nicht möglich ist. Beschrünkt man sich von vornherein auf die 
Frage, ob jedes A,f durch eine P.T. in 4;f überführbar ist, so ergibt sich ohne 
weiteres, daß die Gl. dieser P. T. die Gleichungen: @,;= 9}, nach sich ziehen 
müssen. Soll das möglich sein, so ist jedenfalls notwendig, daß die Gl. 9,;—= 9: 
mit einander verträglich sind und daß sie keine Relation weder zwischen den x 
allein, noch zwischen den x’ allein nach sich ziehen. Diese notwendigen Bedin- 
gungen erweisen sich dann zugleich als hinreichend. Vgl. die Anm. zu T'heorem VI, 
S. 103. 

Lies irrige Meinung, daß das Vorhandensein einer B. T., die jedes A,f in 
A'f überführt, das Bestehen der Gl. g,;—= 9}; nach sich ziehe, hat weiter be- 
wirkt, daß er gar nicht darnach fragte, ob die Gl. ,,— 9;,; mit einander verträg- 
lich sind oder nicht und ob sie etwa Relationen zwischen den x allein oder zwi- 
schen den x’ allein nach sich ziehen können. Gab es nämlich wirklich eine solche 
B. T. und zog diese die Gl. g,;—= 9j; nach sich, so war es ja ausgeschlossen, daß 
diese Gl. widersinnig waren oder Relationen zwischen den x allein oder zwischen 
den x’ allein nach sich zogen. Von solchen Möglichkeiten spricht er deshalb hier 


2) Lie sagt hier wieder „gleichzusammengesetzt“ (S. 96, Z. 2); vgl. die Anm. 
zu S. 91, Z.11v.u. 
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überhaupt nicht. Aus demselben Grunde betrachtet er es S. 99, Z. 18—21 als 


- selbstverständlich, daß auch unter den ),,; » von einander unabhängige vorhanden 


sind, und daß die Gl. eine P. T. darstellen, die dann nichts anderes ist als die 
vorausgesetzte B.T. In Wirklichkeit muß, wenn die Gl. p,,;,= 9}; eine P.T. dar- 
stellen, erst noch bewiesen werden, daß diese jedes A,f in A;f überführt. 

S. 99, Z.11v.u. Also ist A>n, v»—A<u, und unter den g, sind gerade 
u— (w—A)<n in bezug auf &,,..., &, von einander unabhängig. Die Zahl 
u — (v— 4) wird nachher (8. 100, Z. 4) mit q bezeichnet. 


8.101, 2.3f. Man beachte, ie Zn, rss Zu Zu,n+1 Br Fin alle 
ME eireinden und daß Zu, gr: @=1, ...,n—g) im allgemeinen eine andere 


Furktion seiner Argumente ist als Zuo+t 
8.101, 2.15. Die C,f sind ja nicht bloß von den Ableitungen von f nach 


SIrTErE RER sondern auch von denen nach 2] 411°, 2,, und von den C;f 
gilt das Entsprechende. 
8.101, 2.10—8 v.u. Der Index © geht von 1,...,n—gq. Der Ausdruck 


D;f unterscheidet sich von C;f nur dadurch, daß bei z/,.-., 2 EROER TE H 
die Akzente weggelassen sind. Genau ebenso unterscheidet sich B,f von Bif. 

8.101, 2.6v.u. Es sind das » unabh. Gl. in den »+»— q Veränder- 
Pohen. 8, -.., 2,, +1 ..., 2,. Die Ableitungen nach Zur cr de rm 
*.., 27, fehlen und die Veränderlichen 2, En = 2, kommen überhaupt nicht vor. 

S. 102, 2. 7—9. Sie haben 2»—g—n=2(v —n)+n—q unabh. Lösungen. 

S. 103, Theorem VI. Auf die Unrichtigkeit des Theorems hat Lie bereits. 
1879 aufmerksam gemacht in der zweiten Abh. über Flächen konstanter Krüm- 
mung, Arch. Bd. IV, S. 366 (d. Ausg. Bd. III, S. 383 Anm.). Die richtigen Kri- 
terien hat er zum ersten Male ausdrücklich angegeben im Febr. 1884, hier Abh. XV, 
S. 429, Nr. 6. Vgl. auch Abh. XVII, S. 447. Einen ausführlichen Beweis gab er 
Ann. xXvV, 1885, 8. 96—105 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 4, Nr. 11—13), in umge- 
arbeiteter Fassung Th: d. Trfagr. Bd. I, Kap. 19, 8. 327-354. 

Wenn Lie in Abh. XV, s. 429 sagt, daß der Beweis für die Richtigkeit 
seiner Kriterien unmittelbar aus den hier in Abh. IV, S. 96—103 geführten Unter- 
suchungen hervorgeht, so ist das nicht zu viel behauptet. Hat man erst erkannt, 
daß eine P. T., die jedes A,f in A;f überführt, nur vorhanden sein kann, wenn 
die Gl. 9,;= = mit einander verträglich sind und weder zwischen den x allein 
noch zwischen den x’ allein eine Relation nach sich ziehen, so brauchen die Ent- 
wickelungen auf S. 99—103 nur wenig umgestaltet zu werden, um den Nachweis 
zu erbringen, daß diese notwendigen Bedingungen zugleich hinreichend sind. 
Nur das Bestehen der Gleichungen 8. 99, Z.4 v.u. muß auf andere Weise abge- 
leitet werden als dort. Aus den Identitäten: 


ER 
Sr (k=1,...,r-n) 
i 


.. 99, Gl. (1)) folgt nämlich: 
2 ER 


(4, And a, 9: Af+ 944,42), 


also wegen (4, A)= 2%0;,,A,f und weil zwischen A,f, ..., A,f keine lineare 


homogene Relation besteht: 


l...r-n 1 
N i se jriPrr tr 5,( Int knts 2: hit, +9) 
T 


(=l,..,r; i=1,...,n; k=1,...,r—n), 


F während sich die A;p/,, genau ebenso durch die p,,; ausdrücken. (Vgl. Th. d. 


 Trfsgr. Bd. 1, S. 343). 
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Lies späterer Beweis dafür, daß seine Kriterien nicht bloß notwendig son- 
dern auch hinreichend sind, geht in der Tat aus den Entwickelungen auf S. 96 
bis 103 in dieser Weise hervor. Er ist zugleich die Ausführung des Verfahrens, 
das Lie hier auf S. 103, Z. 15—12v.u, andeutet. 

3. 103, Z. 12—8 v.u. Ausgeführt in der Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 19 
8. 368—366. 

8. 107, 2.3. Die Numerierung der inf. Trff. K, ist hier gerade entgegenge- 
setzt der in Theorem IV, 8. 94 benutzten. 

8. 107, Z2.15—5 v.u. Über die Kriterien für die Invarianz einer Kurvenschar 
p(z, y) = eonst. bei einer inf. Trf. vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. XIII, $ 1, 8. 177—179 
(1874). 

3. 108, Z.18—109, Z. 7. Vgl. die ausführlichere Darstellung Math. Ann, 
Bd. XV] (1880), S. 465—472 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. 1, 8 8, 9). 

S. 108, Z.6—1 v.u. Der Beweis wird in derselben Weise geführt wie in 
Abh. V, S. 159, Z.8 v.u.—160, Z.9. 

8. 109—117. Umgearbeitet in den Math. Ann. Bd. XVI (1880), 8. 509— 522 
(a. a. Ö. $ 17, 18). 

S. 112, 2. 8—10. Zunächst kann man 4, f auf die Form p’ bringen (Abh. III, 
5.58, Z.8v.u.—59, Z. 7), dann wird: Af=&pP+ng, wo &,n, wegen 
(A, 4,)=0 von « frei sind. Da nun n/, unter der in Satz 12 gemachten Vor- 
aussetzung nicht verschwinden kann, so braucht man nur: 


TIERE HA, 8 1 
“a |Aay, vol 
IE g y Na 


zu setzen, um: A,f=p", A,f=gq” zu erhalten, 

S. 112, Z. 16—19. Dieser Schluß ist nicht erlaubt, da man nicht weiß, ob 
die beiden Gleichungen: X, —0, K,= 0 von einander unabhängig sind. Daß Lie 
hier ohne Berechtigung den Satz 12 anwendet, ist um so verwunderlicher, als er 
nachher (Z. 8, 7 v.u.) K, und X, auf Normalformen zurückführt, die gleich Null 
gesetzt keine unabh. Gleichungen liefern. In den Math. Ann. Bd. XVI, 1880, S. 512 
(d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, Nr. 52) hat Lie den hier begangenen Fehler vermieden. 

S. 112, Z.10—6 v.u. Es müßte erst bewiesen werden, daß das möglich ist, 
und dieser Beweis läßt sich nicht erbringen, solange man über K, und K, nicht 
mehr weiß als hier bekannt ist. . 

S. 113, Z. 1f., 8-10 und 12—1 v.u. Hier wird überall Satz 12 in derselben 
unzulässigen Weise benutzt wie $. 112, Z. 16-19. 

Die Entwickelungen 8. 112, Z. 10 v.u.—113, Z.1v. w sind in den Math. Ann. 
Bd. XVI, 1880, 8. 512—517 (a. a. O. Nr. 53, 54) durch einwandfreie ersetzt. 

$. 114—116, Nr. 22. In den Math. Ann. Bd. XVI, 1880, $. 518—521 (a. a. O. 
Nr. 55, 56) wird die Bestimmung der Gruppe in ganz anderer, befriedigenderer 
Weise durchgeführt. 

S. 114, Z. 13—10 v.u. Da nämlich die Relation: 


BITTE Br IH) 


besteht, so erhält man zur Bestimmung von x’, y’ als Funktionen von x, y vier 
partielle Differentialgleichungen 1. O., die nach den Ableitungen von &, y’ auf- 
lösbar sind und ein unbeschränkt integrables System bilden. .Es bleibt freilich 
zweifelhaft, ob sich die so ermittelte Transformation in der Umgebung von 
x<=y=0 regulär verhält. 

S. 115, 2.7. Es ist: D=B— 4°. 

S. 115, 2.15. Dieses A ist selbstverständlich nicht das frühere. 

S. 116f. Nr. 23. Auch diese Entwickelungen sind in den Math. Ann. Bd. XVI, 
1880, S. 521 (a. a. OÖ. Nr. 57) durch andere ersetzt. 
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- 8.117, Z. 1-6. Man muß wählen: u=—y,v=4e,)=—e« und über- 


dies y und ß durch y-+» und ß + 3u ersetzen. 
S. 117, Z. 7—20. Man findet zunächst: 


a f 
= 7 TIER) 





4 +) VE; +2H@) + By + re) 
also: 
3 P=ß-=0, Key), AYa)=2HyR)+YrE, 
2 und sodann: 


d U | [4 ’ ’ 
Yv-’ .: Iy ya), yo ti: 





4 folglich: 
4 ’ (4 ’ (4 2 
@)=0, p WM) 


4 so daß in Wahrheit die allgemeinsten Lösungen der Gleichungen für X’, Y 
werden: . 
: X =4Art, V=Ary+B. 
- Nunmehr ergibt sich: 


[2 ’ » [4 [4 ’ ’ 4 D ’ 
(Ba +4@’ptzya)yP +zad)=r+ 
G (AS 4 ’ ’ v 4AD 
| =Bp — Alayp a FE 
und: 
3BD BAD BAD, 
3, aa # 








ne 


; eine inf. Trf., die der fünfgliedrigen Gruppe nicht angehören kann, so daß 
| AD-BD=0 


sein muß. Da A und B nicht beide verschwinden können, ist D—0. Schließ- 
sh wird: 


(Bp - Awyp +y’d, Bi +A@ pP +ey)=3ABap+yd), 


_ was A=0 erfordert, da die Gl. p+:--=0, g+:--= 0 unabhängig sind. 

8. 117, 2.7 v.u.— 119, Z.8. Umgearbeitet in den Math. Ann. Bd. XVI, 

* 8. 482--484 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 12, Nr. 28). 

E S. 118, Z. 19—4 v.u. Das alles ist etwas zu knapp geraten und läßt daher 
an Klarheit zu wünschen übrig. 

Nach den Ergebnissen von Abh. II kann die Gruppe der B,f auf eine der 
- drei Formen: p, xp, x°p; p, xp; p gebracht werden, wenn nicht etwa alle B,f 
- verschwinden. Die allgemeinste inf. Trf. einer jeden hierhergehörigen Gruppe 
kann daher in einer der vier Formen: 


| 6) (A, +4x+ A,2H)p+ nd, (ID (A, +4w)p-+ng; ul) Ar+ng: (IV) nqg 


angenommen werden, wo die A willkürliche Parameter sind, die auch in n auf- 
- treten können und zwar selbstverständlich linear. Jede r-gliedrige Gruppe von 
der Form (I) enthält nun r — 1 unabh. inf. Trff. von der Form (II), die eine (r — 1)- 
_ gliedrige Untergruppe erzeugen, ferner r— 2 unabh. inf. Trff. von der Form (Ill), 
die eine (r — 2)-gliedrige Untergr. erzeugen, r—3 unabh. inf, Trff. von der 
- Form (III), die eine (r — 3)-gliedrige invariante Untergr. erzeugen. Ferner ent- 
b 40* 
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hält jede r-gliedrige Gruppe von der Form (II) r—1 unsbh. inf. Trff. von der 
Form (ID), die eine (r — 1)-gliedrige inv. Untergr. erzeugen, usw. 

S. 118f. Nr. 26. Bei den hier angekündigten Gruppenbestimmungen kann 
man die Form jeder vorkommenden Gruppe durch geeignete Transformationen von 
der Gestalt: x, —=x, y, = Y(x, y) vereinfachen, denn bei jeder solchen Transfor- 
mation bleibt die in Nr. 25 gegebene Klassifikation der Gruppen invariant. 

S. 119, 2. 9—125, Z. 8. Umgearbeitet Math. Ann. Bd. XVI, 1880, S. 485 bis 
491 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 12, Nr. 29-32). 

S. 120, Z. 14—10 v.u. Ich habe beim Wiederabdruck die Zeilen 13,12 v.u. 
neu hinzugefügt und Z. 10 v.u. geändert, denn im ersten Drucke heißt es: „so 
müßte in der letzten Gleichung die rechte wie die linke Seite nur x enthalten 
und also d,—0 sein.“ Nachträglich habe ich bemerkt, daß diese Änderungen 
gar nicht nötig waren, denn der ursprüngliche Wortlaut ist im Grunde durchaus 
verständlich. Aus der ersten Gl. folgt ja, daß n, von & frei ist, die zweite ergibt 
daher, daß auch n es ist, wenn b, nicht verschwindet. 

8. 120, Z.4 v.u.—121, Z. 7. Diese Betrachtungen sind augenscheinlich nur 
‚dann nötig, wenn B, und B, nicht beide verschwinden. 

S. 122, Z. 14. Wäre nämlich f(x) keine wirkliche Funktion von x, sondern 
eine bloße Konstante, so könnte es gleich Null gesetzt werden, so daß b, auch in 
diesem Falle = 0 wird. 

S. 125, 2. 9—127, Z.1 v.u. Umgearbeitet Math. Ann. Bd. XVI, S. 496—500 
(d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 14, Nr. 39—42). 

S. 125, Z. 11ff. Man vergesse nicht, daß Transformationen von der Gestalt: 
2% —%, Y = Y(x, y) benutzt werden können, um die gefundenen Gruppen auf 
einfachere Formen zu bringen. Dieselbe Bemerkung ist bei III, $. 128ff. und bei 
IV, S. 131ff. zu machen. 

8. 125, 2.1 v.u.—126, Z. 1. Siehe $. 94f. Die inf. Trff. 2.0,.:., Ara sk 
die H,, ..., H, in dem Zusatze. 

S. 126, 2. 9f. Man führe nämlich y: X, als neues y ein. Der hierdurch er- 
reichte Vorteil, daß X, —=1 wird, hat allerdings den Nachteil im Gefolge, daß bei 
der inf. Trf. 9+ng das n nicht in allen Fällen zum Verschwinden gebracht wer. 
den kann. Daher stammt das Glied ayq auf 8. 126, Z.8 v.u. und das Glied eygq 
in der dritten Normalform auf 8. 127. In den Math. Ann. Bd. XVI, 1880 (d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. I) verführt Lie noch genau wie hier. Aber schon 1878, in Abh. V; 
S. 176, Z. 1 v.u. setzt er stillschweigend e=0. Erst 1883 (s. hier Abh. X, $. 265 
und 275) erwähnt er ausdrücklich, daß das ze immer zum Verschwinden gebracht 
werden kann; den Beweis dafür gab er 1884, s. hier Abh. XIX, S. 453—455. 

8.127, 2.5. Eigentlich müßte es heißen: „daß «= 0 ist, während f(«) 
gleich Null gesetzt werden kann.“ 

S. 127, Theorem XIII. In der dritten Normalform kann &—=0 gesetzt wer- 
den. Vgl. die Anm. zu $. 126, Z. 9f. 

S. 128—130. Umgearbeitet Math. Ann. Bd. XVI, 1880, S. 501—506 (d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. I, $ 15, Nr. 43—47). 

8.128, 2.9 v.u. Vgl. 8. 94f. 

S.129, Z.1v.u. Da der Fall R=0 die andere Normalform liefert, so kann 
man, wenn R=#0 ist, y: R als neues y einführen und also R=1 setzen. 

S. 130, 2. 7. Eigentlich: daß ge—=0, während f(x) = 0 gesetzt werden kann. 

8.130, Z.11. Vgl. 8. 94f. 

S. 130, Z. 16f. Eigentlich kommt: 

X 
ar — =a40%, +: +08 


. dX 
20, X, —® Ar =dboXK + + dr is 


woraus wegen X, —1 folgt: Zv, X, — const. 
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S. 131—133. Umgearbeitet Math. Ann. Bd. XVI, 1880, 8. 507—509 (d. Ausg. 
Bad. VI, Abh. I, $ 16, Nr. 48—50). 

S. 132, Z. 15—27. Da v, =2(r-+1) sein muß, so kommt der Fall r—=0 von 
vornherein nicht in Betracht. Die Gl. Z. 24 liefert durch Vergleichung der Koef- 
fizienten von x’*+?: 


2L-+2(r+ ++ alt TER 5 


r+2 r+2 
also: H1)L=0. . 
S. 133, 2. 9—6v.u. Es sind das die Gruppen: 


ler 
u». 127, Theorem XIII, dritte Gruppe für r=0, ge —=0. 
Brzzrı 


=. 8. 127, Theorem XII, dritte Gruppe für r=0, e=1; S$. 130, Theorem XIV, 
_ zweite Gruppe. 





Io», zp+ya| 





: s. S. 130, Theorem XIV, vierte Gruppe fürr=0, K=1. 
S. 134, Z. 11—25. Vgl. die Anm. zu $. 103, Theorem VI. 


Zu Abhandlung V, 8. 136—198. 


S. 138, Z. 17 v. u.—156. Umgearbeitet in der Th. d. Trfsgr. Bd. I (1888), 
"Kap. 29, S. 619—631. Dort sind die Fehler auf S. 146, 147, 148, 153 vermieden. 

8.138, 2. 7—5 v.u. Vgl. hier Abh. XX*, S. 501f., Nr. 5 (1884) und Abh. XXII, 
‚84, 8. 533—550 (1886). 
8..139, Z.12. Weil nämlich, sobald ein Punkt von allgemeiner Lage fest- 
gehalten würde, zugleich der Inbegriff der ©?! hindurchgehenden Linienelemente 
'invariant bliebe, die in die g-fach ausgedehnte Tangentialebene der hindurch- 
gehenden M, fallen. Das ist aber für g<{n ausgeschlossen. 

S. 139, Z. 20. Soll heißen: in der Umgebung des Punktes p von erster und 
‚höherer Ordnung sind. 
8. 140—147, 8 2,3. Wesentlich vereinfacht Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 620-625. 
S. 144, Z.12—16. Vgl. Abh. IV, S. 106, Satz 8. 
S. 144, 2. 16—18. In einem der Sonderabdrücke der Abh. hat Lie hierzu 
am Rande bemerkt: „Es bestehen die entsprechenden Relationen zwischen den 
geltenden Gliedern“, womit er die Glieder 2. OÖ. meint. Auf Z. 18f. muß daher L 
und ebenso K, durch den Inbegriff der darin enthaltenen Glieder 2. O. ersetzt 
werden, und Z. 21 muß so lauten: 
X 


x. % 
len )en + tn + 
S. 145, Z. 15—23. Diese Betrachtungen sind nur anwendbar, wenn n>2 
ist. Der Fall n=2 ist ja auch in Abh. IV, S. 109—114 behandelt. 


S. 146, Z. 3—10. Das ist, wie aus der zu S. 103 gemachten Anm. hervorgeht, 
nicht bewiesen. Die B. T. hat die Gestalt: 


aus dem, was man hier über die R, und S$, weiß, läßt sich aber nicht schließen, 
daß das eine P. T. ist, daß also die x von den x allein abhängen. 
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S. 146, Z. 19—21. In Wahrheit folgt nur: 


und daraus läßt sich die im Text angegebene Form nicht schließen. 

S. 147, Z. 8f. Derselbe unrichtige Schluß wie vorhin. 

8.147, Z. 13, 12 v.u. Es müßte heißen: n?— 1 oder n? inf. Trff. 1. ©. 

S. 147—153, Nr. 7—9. Sehr vereinfacht Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 629—631. 

S. 148, Z. 8—10. Das ist wie aus der Anm. zu S. 103 hervorgeht, nicht be- 
wiesen. 

S. 148, Z. 15—9 v.u. Hier wird n>2 vorausgesetzt. Der Fall n=2 ist ja 
in Abh. IV, S. 116f. behandelt. . 

S. 153—156. Viel einfacher Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 626f. 

S. 153, Z. 19—22. Unrichtig wie $. 148, Z. 8—10. 

8. 156, 2.2, 1v.u. In Nr.9 ist der Schluß 8. 151, Z. 15f. nur für n>3 
zulässig, ebenso in Nr. 11 der Schluß $. 154, Z. 1 v. u.—155, Z.1. Aber auch in 
Nr. 8, $. 150, Z. 15—9 v.u. wird n> 3 vorausgesetzt und dann ebenso in Nr. 10, 
S. 153f. Die Entwickelungen Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 29 gelten auch für n=3, 
nur der Fall n—2 wird da nicht berücksichtigt. 

S. 156—191, Abschnitt VI. In dem hier benutzten Verfahren zur Bestimmung 
aller Gruppen von B. T. der Ebene, die nicht in Gruppen von P. T. überführbar 
sind, hat man im wesentlichen den Weg vor sich, auf dem Lie diese Bestim- 
mung zuerst gelungen ist, nur daß alle die Schwierigkeiten, die er zweifellos bei 
seinen ersten Untersuchungen auf diesem Gebiete gefunden hat, aus dem Wege 
geräumt sind. Auf ähnliche Weise hat er nach seinen eigenen Äußerungen auch 


die Bestimmung aller Gruppen von Punkttransformationen durchgeführt. Bei der. 


großen Zahl von verschiedenen Gruppentypen dieser Art muß diese Arbeit unver- 
gleichlich viel mühsamer und die Gefahr, ein Versehen zu begehen, muß noch 
viel größer gewesen sein als bei der Bestimmung der drei Typen von Gruppen 
von B. T. Es ist daher kein Wunder, daß Lie es unterlassen hat, seine Bestim- 
mung der Gruppen von P. T. auf dem ursprünglich eingeschlagenen Wege darzu- 
stellen, zumal da es ihm bald darauf gelang, seine Methoden zur Bestimmung 
der Gruppen von P. T. der Ebene ungemein zu vereinfachen. 

Als er die vorliegende Abhandlung schrieb, hatte er bereits erkannt, daß es 
einen anderen, direkten Weg geben müsse, um, die bier gesuchten Gruppen von 
B.T. der Ebene zu bestimmen ($. 164, Z. 1—9), aber erst später hat er die dazu 
erforderlichen Rechnungen durchgeführt. Sie sind in Abh. VI, S. 199—222 dar- 
gestellt. . 

S. 156, Z. 5—3 v.u.—157, Z.1. Die Gruppen von B. T., die durch B. T. in 
Gruppen von P. T. überführbar sind, bezeichnet Lie später als reduzibel, solche, 
die es nicht sind, als irreduzibel. Th.d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 21, S. 369. 

S. 157, 2.9, 6v.u. Es müßte eigentlich heißen: des Büschels: 


dy — p,de=0. 


S. 159, Z. 11—15. Denkt man sich nämlich die »° Fortschreitungsrichtun- 
gen: de:dy:dp, die durch einen festgehaltenen Punkt &,; y,, p, gehen, auf die 
Punkte einer Ebene x, y abgebildet, so erscheinen die ©! Richtungen des Büschels: 
dy—p,de—=0 als die Punkte einer Geraden, und zwar kann man es so einrich- 
ten, daß diese Gerade die unendlich entfernte (erade der Ebene x, y wird. 

S. 163, Z.1. Hier soll g>0 sein. 

S. 163, 2. 12—15. Hier ist r>0. Lie beruft sich auf seine Bestimmung 
aller Gruppen von P. T. der Ebene. Aus dieser folgt, daß die mit der achtglie- 
drigen allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene ähnlichen Gruppen die einzigen 
G, der Ebene sind, die keine @,_,, sondern erst @,_, enthalten. Läßt nämlich 








EEE NEN 
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eine endliche kont. Gruppe G, von P. T. eine Schar von ©! Kurven inv., so ent- 
hält sie sicher G,_,; läßt sie aber keine solche Schar inv. und ist sie nicht acht- 
gliedrig, so ist sie entweder mit der @,, 8. 116 oder mit der G,, 8. 117 ähnlich, 
in der @, aber gibt es G,, und in der G, gibt es @.. 

8.163, 2.7 v.u. Hier ist qg> 0. 

S. 164, 2.1—9. Vgl. die Anm. zu $ 156—191. 

S. 164, 2.4 v.u.—166, 2.6. Denkt man sich die inf. Trff. &,H, + +0,H, 
auf die Punkte eines ebenen R,_,; abgebildet, so wird die Untergruppe H BERE 2 I 
durch eine ebene E,_, dieses Raumes vertreten, und &.41y ++, &, können als 
die homogenen Koord. der ebenen E, betrachtet werden, die durch diese B..% 
gehen. Die inf. Trf. A,f gibt an, wie die Punkte des R,_, unter einander ver- 
tauscht werden, wenn man die inf. Trf.  H, +:-:+ «,H, vermöge der inf. Trf. 
H, transponiert (vgl. S. 85). Da H,,..-, H, eine Untergr. ist, so werden 
insbesondere A, f, ..., A,f die Punkte des R,_, so transformieren, daß 2, 
inv. bleibt und daß die hindurchgehenden E, unter einander vertauscht werden. 
B,f entsteht aus A,f durch Weglassung der Ableitungen von f nach ENTE 
und ist infolge der gemachten Voraussetzungen ganz frei von &y..., &,. Daher 
gibt B,f an, wie die durch E,_, gehenden E, des R,_, von der inf. Trf. A,f 
unter einander vertauscht werden. Nun ist H,,...., H, eine integrable Gruppe, 
die zu ihr isomorphen Gruppen A,f, ..., A,f und Bf, ...., B,f sind infolge- 
dessen auch integrabel. Deutet man « r+1 9» &, als homogene Koord. eines 
ebenen R,_,_,, so läßt die Gruppe 25 ENFE Bf, weil sie integrabel ist, min- 
destens einen Punkt dieses Raumes inv., d. h. es gibt unter den durch die DEREN 
gehenden E, mindestens eine, die inv. bleibt, wenn man die inf, Trff. &,H,—+--- 
+.«,H, vermöge H,, ..., H, transponiert. Denkt man sich diese inv. Z. durch 


. . 7% 
H,,..., H,, K bestimmt, wo K eine inf. Trf. von der Form ad, Bd, +... 
+ «0 H, ist, so bestehen Relationen von der Form: 
HKR)=c, 4, +. -+0,H,+0K =1,...,9 


Es gibt also immer eine inf. Tıf. X, die Gl. von dieser Form befriedigt. 

S. 169, 2.9—1v.u. Keiner dieser Sätze ist in Abh. IV mit reinen Worten 
ausgesprochen. Der erste liegt allerdings unmittelbar in Theorem IX, S. 114. Es 
hat keinen Zweck, sich darüber den Kopf zu zerbrechen, wie sich Lie, als er das 
schrieb, die Begründung des zweiten und dritten Satzes gedacht hat. Wir stützen 
uns einfach darauf, daß jede der drei hier betrachteten linearen Gruppen nur eine 
gewöhnliche Diffgl. 2. O. invariant läßt, nämlich die Gl. y’—=0 (Abh. X, S. 249 
bis 253). Eine größere Gruppe @’, in der die lineare @, steckt, läßt sicher keine 
Schar von ©! Kurven inv. und ist daher achtgliedrig und mit der linearen @, 
ähnlich; @” läßt infolgedessen eine und nur eine gewöhnliche Diffgl. 2. O. inv., 
und da diese offenbar keine andere sein kann als die Gl. y’—=0, so muß @’ 
eben die lineare @, sein. Genau ebenso ergibt sich der dritte Satz. Man ver- 
gesse nicht, daß alle kontinuierlichen Gruppen, von denen hier die Rede ist, 
endlich sein sollen. 

8. 172, 2.1—3. Nach S. 163, Z. 18—15 v.u. Aus dem dort Gesagten geht 
nämlich hervor, daß jede endl. kont. Gr. von B. T. mit mehr als fünf Parametern 
einer Kette von endlich vielen endl. kont. Gruppen von B. T. angehört, und zwar 
umfaßt jede der Kette angehörige Gr. die nächstfolgende und hat höchstens drei 
Parameter mehr als diese. Außerdem ist die kleinste der Kette angehörige Gr. 
durch B. T. in eine Gr. von P. T. überführbar und enthält mindestens fünf Para- 
meter. Jede endl. kont. Gr. von B. T. oder wenigstens eine durch B. T. mit ihr 
ähnliche Gr. kann daher erhalten werden, indem man aus einer endl. kont. Gr. 


von P. T. eine solche Kette von Gruppen ableitet, in der jede Gr. höchstens drei 
inf. Trff. mehr enthält als die vorhergehende. 
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S. 172, 2.6. Wir brauchen sie nicht weiter zu verfolgen, weil das nur 
Gruppen liefern würde, die wir später doch noch finden müssen, wenn wir den 
einmal eingeschlagenen Weg weiter verfolgen. 

3. 172, 2. 12f. Es ist ja: 


K,=(a+ba)p+(l+my-ny?)g, 
K,=(@ + ap + U! +my+nyd)g, 


mithin: 
NMn—b=0 
und: 


K=-Ypga+(A+az+3ba’+ayp+(B+lc+iy+zmy’+4nyda, 


wo A, a’, B, I, m gleich Null gesetzt werden können. 

8.172, Z.6v.u. Vgl. 812, 8.186, Satz 16. 

S. 173, Z2.1—3. Hieraus folgt, daß wir die Gr. S. 172, Z. 1v.u. später noch 
einmal finden müssen, wenn wir von einer @, von P. T. ausgehen. Das ist in 
der Tat der Fall auf S. 179f. 

S. 176, Z.1v.u. In Abh. IV, S. 127 steht in der betreffenden Normalform: 
p-+eq statt p. Lie macht hier stillschweigend davon Gebrauch, daß das & gleich 
Null gesetzt werden kann. Vgl. die Anm. zu S. 126, Z. 9f. 

8. 177, Z. 13—19. Aus den drei Gleichungen: 


dK dK 


rm —qX; Pt 2.) + ;yq + P;p 


eliminiert man K, und p. 
S. 178, Z.1—5. Die vorgelegte Gruppe hat nach Abh. IV, S. 129 eine der 
beiden Formen: 
, 2, .:.,%q m zp+cyg 
UNE DR FTD ZEILE). 


Da r>1, hat man in beiden Fällen: 


(»,2)=q, ( "N)=2xq, 
im ersten Falle: 
(p, ap +cey)=P, 


(2"q, ap+(e+Dy+ Let)g=atg, 
(np ap + e+ny+Let)gy=p++NDLarg. 


im zweiten: 


Man erkennt daher das Bestehen der Gleichungen Z. 3—5, indem man den Satz 9, 
S. 167 auf die Klammerausdrücke aus den inf. Trff. q, xq, x°q, p, x”q, und 


xp-+ eyg oder 2p+ (r +Dy + L’x"*!)q anwendet. 
Es wird nun: . 
K,=Zo,ntg +tep+«(ep+ Yg9, 


K,= Zß,xtg + Bp+ Pfapr+ Yo, 
wo: Y=Ly-+ Ma’*+!, also: 


ß Lq= Zko,X-1g+a(p+ir #1 Ma’g), 
oder: 
K,=(,+PßLa)g+ep, 
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so daß man setzen kann: 


P- g+ı 
re atrPpep+ 


ns (Lay+ .,2"") ı) + ayp +90, 


wo das Glied ßxp weggelassen werden känn. Das aber sind, nur mit anderer 
Bezeichnung der Koeffizienten, die Gleichungen Z. 16. 

S. 178, Z.17—19. Es muß sich (x”q, K) linear durch die 7, und durch K 
ausdrücken lassen, was offenbar nur geht, wenn der Koeff. von K verschwindet. 

S. 179, Z2.13—16. Vgl. S. 184—186. 

S. 180, Z. 12, 11v.u. Vgl. S. 186, Satz 16. 

8.181, Z.1v.u. Es’ist ja: (,a’p-+rxygq)=rxgq, also ist Satz 9, S. 176 
anwendbar. 

S. 182, 2. 7—11. Von vornherein ist: (x”gq, DER ER wo aber 
ß offenbar verschwindet. 

S. 183, Z. 11—15. Es wird: 


K,=Z,ta+fß+ym»)p+öygq+e@p+trayn, 
K,= 24,0 + Pf +rYoap+dyga+elap+raeyg, 
also "muß sein: 


Kgterzg= Lk, 'g+yp+e(xp+ryg, 


das heißt: 
ve et u et, 2 ur, were, 
oder: 
p* k+1 @0g 
Km + Ze + aya + getp + Iratyg) + Byp + 1öytg+ 


+@yq+(f .. 


was sich von den Gl. Z. 14 nicht wesentlich unterscheidet. 

S. 184, 2. 14f. Vgl. 8. 174f. 

S. 184, 2.2 v.u.—185, 2.4. Vgl. Abh.1I, S.5, ferner Th. d. Trfsgr. Bd. II, 
Kap. 14, S: 250—256, Kap. 15, 8. 272—274. 

S. 187, 2.7 v.u. Es ist ja (ep, &’q)—=2%x?g, also Satz 9, S. 176 anwendbar. 

S. 188, 2. 19f. Der Widerspruch zeigt, daß K nicht die angenommene Form 
haben kann, daß es vielmehr eine inf. P. T. sein muß. 

S. 190, Z. 18. Im ersten Drucke steht hier: 


—a|[2e 7 +2By + | Erin. 


Das « vor der Klammer ist ein Druckfehler für q. Das Glied mit « ist über- 
flüssig, weil bereits nachgewiesen ist, daß « verschwindet; dies braucht also nicht 


. erst aus der hier gebildeten Gl. geschlossen’ zu werden. 


8.190, 2.2 v. u.—191, 2.2. „Früher“, damit sind die Entwickelungen der 
$$ 7, 9, 10, 11 gemeint. Wenn nämlich eine (8 + g)-gliedrige (9>0) Gruppe @ 
von P. T. keine Schar von ©! Kurven inv. läßt, so ist sie nach Abh. IV, S. 114, 
Theorem IX achtgliedrig und mit der allgemeinen linear gebrochenen Gruppe ähn- 
lich, steckt also nach $ 7, S. 170 in keiner größeren endlichen kont. Gruppe von 


B.T. Läßt andererseits @ eine Schar von ®! Kurven inv., so gibt es, weil die 


Gruppe mehr als sechs Parameter hat, nur eine solche inv. Schar. Transformiert 
@ die Kurven der Schar zwei- oder dreigliedrig, so steckt es nach $ 10, 11, 8. 177 
bis 184 in keiner größeren endl. kont. Gruppe, die nicht aus lauter P. T. besteht. 


3 Transformiert endlich @ die Kurven der Schar null- oder eingliedrig und steckt 
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es in einer größeren endl. kont. Gruppe I’ von B.T., so enthält Z’nach $ 9, S. 177, 
Satz 13 eine mindestens (8+qg- 1)-gliedrige Untergruppe @, von P.T., in der 
G steckt. Da G@, mehr als acht Parameter enthält, läßt es notwendig eine Schar 
von &! Kurven inv. und zwar offenbar dieselbe, die bei @ inv. bleibt. Transfor- 
miert @, die Kurven dieser Schar zwei- oder dreigliedrig, so ist I’ nach dem vor- 
hin Gesagten eine Gruppe von P. T. Transformiert @, die Kurven der Schar 
wieder null- oder eingliedrig, so enthält T' eine mindestens (8 +4 2)-gliedrige 
Gruppe von P. T., in der @, und also auch @ steckt. Indem man dieses Schluß- 
verfahren genügend oft widerholt, erkennt man, daß T’ auch in diesem Falle aus 
lauter P. T. besteht. 

S. 194, Z. 18—14 v.u. Ausgeführt für endl. kont. Gruppen von P.T. der 
Ebene in Abh. X, S. 243—248 (1883). 

8.194, Z.6v.u. Im ersten Drucke (Arch. Bd. III, 8. 456, Z. 6) steht: „bei 
der sechsgliedrigen Gruppe.“ Das wird jedoch hier nicht ausgeführt, denn die 
nachher benutzte inf. Trf. ygq gehört zwar der siebengliedrigen Gruppe S. 191, 2.13 
an, nicht aber der sechsgliedrigen ebd. Z. 12. 

‚8.195, 2.10v.u. Der Zusatz „invariante“ ist nicht bloß überflüssig, sondern 
sogar irreführend. Aus Satz 21 folgt ja, daß unsere Kurvenschar bei jeder Gruppe 
inv. bleibt, in der die viergliedrige Gruppe als invariante Untergruppe steckt. 

S. 196, Z. 16f. Für die Diffgl., die eine Gruppe von P. T. gestatten, hat das 
Lie in Abh. X, XI und XIV durchgeführt. 

S. 196, Gl. (2). Es ist das dieselbe B. T. wie auf S. 175, Z. 15. 

S. 196, Z.16—11v.u. Man muß in der zehngliedrigen Gruppe auf 8. 191 
an Stelle von x, y, p, q schreiben «, y’, p’, q’ und dann die B. T. (2) ausführen. 

S. 197, Z. 15,14 v.u. Vgl. d. Ausg. Bd. IIl, Abh. XXII, 1, 8. 355f. (1879) 
‘ und das Universitätsprogramm für das 1. Semester 1879: „Klassifikation der Flä- 
chen nach der Transformationsgruppe ihrer geodätischen Linien“, 45 S.4°, Kristia- 
nia 1879 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXIV). 

S. 197, 2.13, 12 v.u. Erst im Jahre 1882 hat Lie eine Abh. darüber ver- 
öffentlicht (d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVII, 8. 537—541). Er gründet darin die Be- 
stimmung dieser Flächen auf die zu einem beliebigen Flächenpunkt gehörige 
Fläche zweiten Grades, die er am 17. 12. 1878 entdeckt hat (vgl. den Brief an 
F. Klein, d. Ausg. Bd. II, S. Tı8f.). Es liegt daher nahe zu vermuten, daß der 
Plan, die hier angekündigte Abhandlung zu schreiben, durch diese Entdeckung 
veranlaßt worden ist. Diese Vermutung erscheint um so glaublicher, als man mit 
großer Wahrscheinlichkeit annehmen darf, daß die ganze Anmerkung Z. 16—2v.u. 
nicht vom 15. 10. 1878 stammt, sondern erst während der Korrektur, also wohl bald 
nach dem 17. Dez. hinzugefügt ist. Will man diese Annahme nicht machen, so 
kommt man zu dem Schlusse, daß in der damals geplanten Abh. die Bestimmung 
der betreffenden Flächen auf einem anderen Wege durchgeführt werden sollte als 
dem, den Lie in der Abh. von 1882 benutzt hat. Dann könnte sogar die Ent- 
deckung der Fläche 2. Grades der Anlaß gewesen sein, daß die hier angekündigte 
Abhandlung nicht zur Ausführung gekommen ist. Alles in allem dürfte die erste 
Annahme die größere Wahrscheinlichkeit haben. 

S. 197, Z. 11,10 v.u. Erst ausgeführt in der 1880 erschienenen Abh. „Wei- _ 
tere Untersuchungen über Minimalflächen“, Arch. IV, vgl. da 8. 495—506 (d. Ausg. 
Bd. I, Abh. XXV, $ 3, 4). ’ 

S. 197, Z. 10—2 v.u. Eine Methode zur Bestimmung dieser Minimalflächen 
deutet Lie 1882 an in der Abh.: „Zur Theorie der geodätischen Kurven der Mi- 
nimalflächen“, Arch. VI, 8. 500 Anm. (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV!, am Schlusse), 
umgearbeitet in den „Untersuchungen über geodätische Kurven“, Math. Ann. Bd. XX, 
1882, S. 454 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV am Schlusse). F(s) ist selbstverständlich 
die Funktion, die in den Enneper-Weierstraßschen Formeln für die Minimal- 
kurven auftritt. Die Form von F(s) und der Umstand, daß bloß eine Funktion 


. 
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F(s) angegeben wird, lassen erkennen, daß Lie die allgemeinste reelle Minimal- 
fläche meint, deren geod. Kurven die verlangte Eigenschaft besitzen. 
Wir benutzen die Formeln: 


= R(F” (9) — R(®F" —2sF’+2F), 
y= RÜF”(9)+ R(is®F”" — 2isF’+2iF), 
‚z=R({2sF"” —2F'), 
wo R den reellen Teil bezeichnet (vgl. Lie, Beiträge zur Theorie der Minimal- 
flächen. I, Math. Ann. Bd. XIV, 1879, S. 345; d. Ausg. Bd. II, Abh. II, Schluß von 


8 3). Deuten wir den Übergang zu dem konjugierten Ausdrucke durch Überstrei- 
chung an, so haben wir: 


z—iy=F”’— (®F”’—2sF’+2F) 





und für F=cs” wird: 
x — iy= cm(m — 1)" "? — cm — 1)(m — 2) 3", 
+ iy=cmm — 1)5"? — c(m — 1)(m — 2)8”", 


z=em(m — 2) "I! cmm — 25m 1 
und: 


dx? + dy? + dz? = Const. ""? 5" 1 + ss)?dsds. 
Demnach gestatten die geodätischen Linien der Fläche die konforme inf. Trf.: 
d6s=sdt, IT —=—SÖl. 


Über die Spiralflächen und über die geodätischen Linien der auf eine Spi- 
ralfläche abwickelbaren Flächen vgl. d. Ausg. Bd. III, S. 731, Z. 6 v.u.—732, Z.7, 
sowie Lie-Scheffers Diffgl. S. 371—373. Man wird hiernach leicht erkennen, 
daß die vorhin aufgestellte Fläche auf eine Spiralfläche abwickelbar ist; man 
braucht ja nur zu setzen: s=e”, 5=e". Dagegen kann ich nicht einsehen, daß 
sie selbst eine Spiralfläche ist. 

Über die Bestimmung der geodätischen Linien auf solchen Flächen, deren 
geodätische Linien eine inf. Trf. gestatten, vgl. „Untersuchungen über geodätische 
Kurven“, Math. Ann. Bd. XX, 1882, S. 431—439 (d.. Ausg. Bd. II, Abh. IV, Note 2, 
Nr. 39 —42). 


Zu Abhandlung VI, S, 199—223. 


In umgearbeiteter Fassung findet man den Inhalt dieser Abh. Th. d. Trfsgr. 
Bd. II, Kap. 23, S. 389—434. 

S. 199, 2.5. Hier Abh. V, S. 156—191. 

S. 199, Z.11—14. Es ist das die Methode, deren Möglichkeit Lie schon 
Abh. V, S. 164, Z. 1—9 erwähnt hat. 

S. 199, Z. 14—16. Ausgeführt in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 25, 8. 461 
bis 513. 

S. 199, 2. 17f. Es ist nicht recht ersichtlich, inwiefern das ein „erster Bei- 
trag“ sein soll. Ein solcher Beitrag war doch schon der Abschn. V in Abh. V, 
S. 136—156, selbst wenn man das auf S. 156, Z. 2, 1 v. u. Gesagte berücksichtigt. 
Im Grunde genommen ist doch auch schon der VI. Abschnitt S. 156—191 ein der- 
artiger Beitrag. 

S. 199, Z2.13—9v.u. Vgl. Abh. V, 8. 157. Hier sind also x, z die Punkt- 
koordinaten in der Ebene. 

8. 199, 2. 7—1 v. u. Man beachte, daß diese inf. Tot das Gleichungssystem : 
z=y=2=0, d2—=0 invariant lassen müssen. 
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S. 200, Z. 1—5. Wenn nämlich die betreffende Gruppe nicht in eine Gruppe 
von P. T. überführbar sein soll, so müssen die Richtungen des inv. Büschels 
dz=0 dreigliedrig transformiert werden. Deutet man nun dx, dy, dz als homo- 
gene Koord. in einer Ebene und zwar so, daß dz—0 die unendl. entfernte Ge- 
rade wird, so wird die Gr., durch die die Richtungen transformiert werden, eine 
Untergr. der Gr. 8. 159, Z. 17 v.u, 

S. 205, Z. 16—21. Wäre nämlich p(x, y, z) eine Lösung dieses vollständigen 
Systems, so bliebe die Gl. dp = 0 und also auch das simultane System: dp = (0, 
dz— ydxz=0 bei der Gruppe invariant, das ist aber nach Abh. V, $. 158 ausge- 
schlossen, wenn die Gruppe nicht in eine Gruppe von P. T. überführbar ist. In 
Wahrheit kann aber der Fall c—=0 bei einer Gruppe von B. T. gar nicht ein- 
treten, weil der Klammerausdruck: (P-+-:--, q+:-:) gar nicht verschwinden 
kann. Vgl. die Anm. zu S. 207, 2.9. 

S. 205, 2.7 v.u. Wohlbemerkt eine B. T. des dreifach ausgedehnten Raumes 
x, y, 2. Vgl. Abh. III, 8. 69. 

S. 206, Z. 1—3. Nämlich eine P. T. des Raumes &, y, 2. Dieser Schluß ist 
aber nicht richtig. Vgl. die Anm. zu Abh. IV, S. 103, Theorem VI. 

S. 206, Z. 4—22. Selbst wenn bewiesen wäre, daß die hier benutzte P.T. 
des R, wirklich vorhanden ist, wären diese Betrachtungen doch nicht genügend. 
Es fehlt nämlich der Nachweis, daß diese P. T. die Gl. de— ydz=0 invariant 
läßt und also eine B. T. der Ebene x, z ist. In der Th.d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 23 
ist das Vorhandensein der P. T. bewiesen (S. 417—419) und auch gezeigt, daß sie 
eine B. T. der Ebene x, 2 ist (8. 419f.). 

S. 206, 2. 14—8 v.u. S. 212, Z. 7—10 ist angegeben, wie man sich von der 
Identität beider Gruppen überzeugen kann. Vgl. die Anm. dazu. 

S. 207, 2.4—9. Vgl. die Anm. zu S. 184, 2.2. v.u. Die Funktion W nannte 
Lie später die charakteristische Funktion der inf. B. T. 

S. 207, 2.9 v.0.—1v.u. Der Gedanke, die Reihenentwickelung der charak- 
teristischen Funktion W einzuführen, wird hierdurch nicht vollständig ausgenutzt. 
Kennt man nämlich von den char. Fkt. zweier inf. B. T. Af und Bf die Aufangs- 
glieder ihrer Reihenentwickelungen, so kann man auch über die Anfangsglieder 
der Reihenentw. der char. Fkt. von (AB) etwas aussagen, und daraus ergibt sich, 
daß mehrere Fälle, die hier besonders betrachtet werden müssen, gar nicht ein- 
treten können. In der Tat können die Klammerausdrücke: (pP +++, q-h +), 
S. 204f.; (PQ), 8. 211, 215, 218, 221; (ZP, ZQ), 8.219 überhaupt nicht verschwin- 
den. In der Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 23, S. 405— 407, 427 ist das verwertet. 

S. 208, 2. 2—6. In der Tat, ePtyarieptyern hat nur Jann die 
Form: «&«(@p — yq)+ P(yq +zr), wenın = — 2 n 

S. 208,.2. 17—19. Vgl. S. 201, Z. 9—4 v. u. 

S. 208, 2. 19—28. Die Voraussetzung C==0 kommt darauf hinaus, daß nur 
eine inf. Trf. von der Form H auftritt. Daraus ergeben sich dann die Gleichun- 
gen auf 2. 20, 24. 

S. 208, 2.6—2 v. u. Nach Abh. IV, S. 109f., Nr. 20. 

S. 211, Z. 17—19. Vgl. S. 205, Z. 16—21 und die Anm. dazu. 

S. 212, Z. 7—10. Ersetzt man in der Gruppe Z. 6 x, y, p, q durch «’, y', p', q’, 
so ist die Bedingung für die vereinigte Lage zweier unendlich benachbarter Ele- 
mente: pda’ + qg’dy’—=0, was mit der Gl. da— ydz=0, 8. 199 zusammenfällt, 
wenn man setzt: 

y-:, !=12, —p:dg=y. 


Ist nun H(«’, y p',g‘) eine inf. Trf. der Gruppe Z. 6, wo H homogen von 1.0. 
i. B. auf p/, q’, so ist: 


dx’ — H„öt, öy—H,„öt, öo"=—H,st, Öqg = — Hi. 
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- Das entsprechende W der Gruppe Zeile 2, 3 lautet: 


We, Y, a pP; BE 


ö6s=W,dt=— dW„st=H,st=dr, 





_ and es wird: 


’ 


= Bere al 
Iy-—-(W.+YW)dt=z (#, 1 H,)öt=( =); 


x H p 5 


- Man braucht sich daher nur davon zu überzeugen, daß den verschiedenen Funk- 
- tionen H auf Z. 6, die zu den inf. Trff. auf Z. 2, 3 gehörigen Funktionen W ent- 
- sprechen. Vgl. Abh. V, S. 191, 2.4 v. u.—192, Z.6, wo leider die Bezeichnung 
- anders gewählt ist. Über den Übergang von der nichthomogenen Darstellung der 
- inf. B.T. zur homogenen vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 14, S. 250—252, 262f., 
- Kap. 15, S. 272— 274. 

S. 212, 2. 13—9 v.u. Auf Grund von Abh. IV, S. 94f., Theorem IV und Zu- 
- satz erkennt man Ähnlich wie $. 106f., Nr. 18, Satz 10, daß es unter den inf. Trff. 
- höchster Ordnung der Gruppe eine solche H-+-.. gibt, für die: 


(@p, H)=«aH, (2, H)J=PH, (xq H)=yH, (cp —ygq, H)=6H. 
Daraus aber folgt: 
(wg, pP —yQH) +ö(H, zy—y(H, ap —y)=0, 


- also: y=0 und ebenso: «= P=—=0. 

i S. 213, 2. 11—16. Dem Satze 12, Abh. IV, S. 112 entspricht bei inf. Trff. in 
- drei Veränderlichen ein ähnlicher Satz. 

; S. 213, Z. 14—10 v.u. Vgl. S. 205, Z. 16—21 und die Anm. dazu. 

S, 213, 2.6v.u. Es ist ja: 


Bere, rear ram.) 
Bir 5204) AT ERP HF - I RR ed), 


wo «, ß’, «”, ß’ ebenso wie «, ß Konstanten sind, also wird: 


Wat, 204 92P + )=0, (+, 2p + 9294 )=0. 


S. 214, 2.5. Lie hat zu erwähnen vergessen, daß von vornherein die Rela- 
tionen bestehen: 


(29, ZP=0, (ZU, XQ)-=0, (ZU, XP-YQ)=—ZQ, 


und so weiter. 

F 8. 214, Z. 16—21. Vgl. 8.-203, Z. 5 v. u.—204, Z. 17. 

‘ S. 216, 2. 6f. Gemeint ist hier: Keine Gruppe von B. T., die nicht in eine 
- Gruppe von P. T. überführbar ist. Daß dem hier betrachteten Falle überhaupt 
keine Gruppe von B. T. entspricht, hat Lie, als er Abh. VI schrieb, wohl noch 
. nicht erkannt. Vgl. S. 205, Z. 16-21 und die Anm. dazu, ferner die Anm. zu 
F 8.207, 2.9v.o0.—1v.u. 

S 216, 2.2, 1v.u. Offenbar ist H die einzige vorhandene inf. Trf. s-ter O. 
Daher auch die Gl. 8. 217, 2. 2. 

8. 219, Z.3—5. Vgl. 8. 205, Z. 16-21 und die Anm. dazu. 
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S. 219, Z. 6—10. Lie hat vergessen, die Relationen: 
(UV)=?V, (ZP, n=0, (ZB, n=0, 
(KXQ,V)=(XP—- YQ,N=(YP,V)=0 


anzumerken, die von vornherein bestehen. 
S. 220, Z. 16—24. Man findet zunächst: 


(9, ZPA—sU=(P, ZQ) 
(9, ZDYP)—(Q, ZP—(P,ZO-0, 
(9, ZBWXP—- YQ)+2Q, ZI, 
(9, ZUVXQ)-P0, 
(U ZV=EXO, 


und sodann: 


woraus folgt: 


mithin: 

(9, ZP)-+ (P, ZQ) Er e(XP— YQ), 

(P,ZQ=4.(XP— YQ)—4eU, 

(4, Z)=43. XP— YQ)+3eUV. 
Ferner ist: 

(0, ZUBYP—(P,ZP)=°0, 
| (9, ZYVZD+EVQ)+UIZP,VZ9)=0, 

woraus: 


(PP ZN =-—-eYP, —e ZQ— :ZQ—4EZ9 — 4:ZQ9 =), 


mithin: = — e. 
S. 221, 2. 5—7. Es ist nämlich: 


(PN=ZP, (QN=ZR. 


Wären nun unter den Gl. P=0, Q=0, ZP=0, ZQ= 0 drei von einander unab- 
hängige vorhanden, so wären die inf. Trff. P, @, ZP, ZQ nicht von einander un- 
abhängig (vgl. den entsprechenden Satz für inf. Trff. in zwei Veränderlichen, 
Abh. IV, S. 112, Satz 12). Für e=0 wären daher die Gl. ZP=0, ZQ=.0 eine 
Folge des Systems: P=0, Q=0 und demnach wäre wirklich dieses System bei 
der Gruppe invariant. Vgl. S. 205, Z. 16—21 und die Anm. dazu. 

S. 222, Z.1--8. Die auf $. 207 eingeführte Funktion W hat, von Zahlen- 
faktoren abgesehen, für die Gruppe Z. 2—5 die Werte: 


y, x, 1, 2%, y?, 2y, 22 — ay, w(ey — 22), ylay — 22), (xy — 22)*. 


Im übrigen vgl. die Anm. zu 8. 212, Z. 7—10. 
S. 222, Z. 12—14. Ausgeführt in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 25 und 26. 
S. 222, 2. 3—1v.u. Vgl. Math. Ann. Bd. XVI, 1880, S. 526 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. I, $ 20). 


Zu Abhandlung VII, S. 224—235. 


-Die hier entwickelten Theorien sind eingehender begründet in der Th. d. 
Trfsgr. Bd. III, 1893, Kap. 9, S. 180—198. In der Abhandlung: „Bestimmung aller 
Flächen, die eine kontinuierliche Schar von projektiven Transformationen gestatten‘, 
Leipz. Ber. 1895, S. 209—260 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XIX) kommt Lie auf diese 
Untersuchungen zurück und vervollständigt sie, indem er auch alle Typen von Flä- 
chen bestimmt, die eine zweigliedrige pıojektive Gruppe gestatten, und wenigstens 
die wichtigsten mit einer eingliedrigen projektiven Gruppe. 

S. 224, Z. 6f. „Sur une certaine famille de courbes et de surfaces“, auch 
abgedruckt in F. Kleins ges. math. Abhandl. Bd. I, 1922, S. 416—423. 
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S. 224, Z. 9f., 225, Z. 3—6. Vgl. die Anm. zu S. 74, 'Theorem 7. 

S. 226, Z.14—-6 v.u. Vgl. Abh. IV, S. 103—133, insbesondere 8. 118--120, 
125f., 128. E 

8. 228, Z. 14—16. Weil hier alle Haupttangentenkurven der einen Schar 
‚eben sind, folgt nach einem Satze von Enneper (Gött. Nachr. 1870, 5. 499), daß 

sie gerade Linien sind. 

8. 228, 2. 3—1v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 9, 8. 188f. Aus den 
dortigen Entwickelungen geht hervor, daß jede zweigliedrige projektive Gruppe, 
bei der die Developpable invariant bleibt, die Punkte dieser Fläche transitiv trans- 
formiert, während die Gruppe: p’, x’p’ in den zwei Veränd. «°, y’ intransitiv ist, 

S. 229, Z. 13—19. Durch diese Festsetzung ist allerdings noch nicht ausge- 
schlossen, daß die Fläche auch der Klasse b) angehört, doch kann das nur ein- 
treten, wenn sie vom zweiten Grade ist. In der Tat, wäre die Fläche abwickel- 
bar, so gestattete sie sicher drei unabhängige lineare inf. Trff. und wäre daher 
die Developpable einer Kurve 3. O., gehörte also nicht zur Klasse b). 

S. 229, Z. 9, 22. Daß die Bestimmung der Flächen immer ausführbar ist, 


3 folgt daraus, daß man die endlichen Trff. jeder eingliedrigen Gruppe aufstellen 


kann, die von einer inf. projektiven Trf. erzeugt wird. Man braucht ja bloß die 


> inf. Trf. in vier homogenen Veränd. zu schreiben (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 27, 


S. 578f.) und braucht dann bloß ein simultanes System von linearen homog. Diffgl. 
1. ©. mit konstanten Koeffizienten zu integrieren. Lie muß sich aber hier die 
Sache anders gedacht haben, sonst würde er nicht von zwei Quadraturen sprechen, 
die auszuführen sind. 

Da die zweigliedrige Gruppe: A, f, A,f sicher einen Punkt, eine durch diese 
gehende Gerade und eine durch beide gehende Ebene invariant läßt (Th. d. Trfsgr. 
Bd. I, Kap. 27, S. 589, Satz 4), so können wir annehmen, daß die unendlich ferne 
Ebene invariant bleibt und in dieser die Achse des Ebenenbüschels & = const. und 
der Träger des Geradenbündels: & = const., y= const. Dann ist: 


Asa ti dp + bt &%ı +: WA (Ho FH + Hey Ft sr 
F (k=1,2) 
und die dem vollständigen System: A,f= 0 entsprechende totale Diftgl.: 
dz dy des 
A,x2 Ay 4: |=0 
Aa Ay Az | 


| 
| 
| 


wird linear in z und kann auf eine gewöhnl. lineare Diffgl. 1. O. in zwei Veränd. 
zurückgeführt werden (vgl. Abh. XIV, S. 422), zu deren Erledigung zwei auf- 
- einanderfolgende Quadraturen erforderlich sind. Die erste dieser beiden Quadra- 
' turen ist ein Integral über eine rationale Funktion, nämlich eine lineare Funktion 
- dividiert durch eine ganze Funktion 2. Grades. Auf welchem Wege Lie erkannt 
hat, daß auch die zweite Quadratur ausführbar ist, das muß ich dahingestellt 


lassen. 


8. 230, 2.8 v.u.—231, 2.5. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 9, S. 183f., 

S. 231, 2.6 v.o.—4v.u. Hier ist die Möglichkeit übersehen, daß die eine 
- der beiden Haupttangentenkurven eine gerade Linie ist. Verfolgt man diese Mög- 
lichkeit weiter, so gelangt man zu der Cayleyschen Linienfläche 3. O., wie Th. 
— d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 9, $. 193—196 auseinandergesetzt ist. Lie hat die Lücke, 
die hier geblieben war, selbst bemerkt und 1884 darauf aufmerksam gemacht, 
Vgl. hier Abh. XVIII, S. 449, Nr. 1; Abh. XIX, 8. 484 Anm., endlich die Abh. „Über 
Differentialinvarianten“, Math. Ann. Bd. XXIV, S. 545 Anm. (d. Ausg. Bd. VI, 
- Abh. II, $1, Nr. 5). 
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S. 231, 2.2 v.u.—232, Z.2. Hinter „Fläche zweiten Grades“ ist also einzu- 
schalten: „oder eine Cayleysche Linienfläche 3. O.* 

S. 232, 2. 20—23. Die Cayleysche Linienfläche, die selbstverständlich hier 
auch übersehen ist, kommt für die vorliegende Frage nicht in Betracht, s. Th. d. 


Trfsgr. Bd. III, Kap. 11, S. 218, 2.5 v. u.—219, 2. 2. . 
S. 232, Z. 13, 12 v.u. Jede andere nicht ausgeartete Fläche 2. Grades ge- 
stattet nämlich höchstens »&! Bewegungen — wenn sie Umdrehungsfläche ist. 


S. 233, 2. 3—8. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 11, S. 219—221, wo auch 
der hier außer acht gelassene Fall behandelt wird, daß die Fläche ein Zylinder 
ist, dessen Erzeugende durch einen Punkt des Kugelkreises gehen. Ist dieser Zy- 
linder vom zweiten Grade und nicht ausgeartet, so nimmt er bei der @, gerade 
oo‘ Lagen an. Der Satz Z. 6—8 ist daher nur richtig, wenn man sagt: „die ein- 
zige reelle Fläche.“ 

S. 233, Z.5—3 v.u. Vgl. Over en Klasse geometriske Transformationer, Christ. 
Forh. 1871, S. 104 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XI, Nr. 30) und: „Über Komplexe usw.“, 
Math. Ann. Bd. V, 1872, S. 183 (d. Ausg. Bd. III, Abh. I, Nr. 38). 

S. 234, .2. 1—16. Über diese „Bemerkungen“ sagt Lie in der Abh. „Über 
Differentialinvarianten‘“ Math. Ann. Bd. XXIV, 1884, S. 545, Anm. (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. I, Nr. 5): 

„In einer Schlußnote fügte ich einige allgemeine Bemerkungen über beliebige 
Gruppen und ihre Differentialinvarianten hinzu. Dieselben präzisieren einen im 
nächsten Paragraphen zitierten Passus aus meiner 1872 publizierten Note: Zur 
Theorie der Differentialprobleme. Ges. d. W. zu Christiania 1872, p. 132.“ Ge- 
. meint ist damit die Stelle d. Ausg. Bd. III, Abh. V, 8. 27, 2.15—5v.u. 

S. 234, Z.1—5. Vgl. die nächste Abh. VIII, S. 236, die vom 6. Juli 1882 
datiert ist, ferner die ebenfalls aus dem Jahre 1882 stammende Abh. „Untersuchun- 
gen über Diffgl. I.“, d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVII, S. 543—545. In einer am 
3. Mai 1882 vorgelegten Abh. „Bestimmung aller Raumkurven usw.“, d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XXXVII, S. 531—535 hatte er die kanonischen Variabeln bereits ver- 
wertet; s. daselbst S. 535, Z. 15—18 und die Anm. dazu S. 751. 

S. 234, Z.5—7. Es ist das das vollständige System, das man durch Null- 
setzen der inf. Trff. der Gruppe erhält... Vgl. Abh. VIII, 8. 236, Z. 16f. 

S. 234, Z. 7f. Ausgeführt in Abh. X, XI und XIV. 

S. 234, Z. 11f. „längst“, d. h. durch die in Bd. III, Abh. XIV, 1874, 3.188 bis 
205 entwickelte Methode, durch die das Problem auf die Integration einer Reihe 
von vollständigen Systemen zurückgeführt wird. Jedes q-gliedrige vollständige 
System in » Veränderlichen kommt aber durch Einführung gewisser Parameter auf 
eine lineare homogene partielle Diffgl. 1. O. in n— q-+ 1:Veränd. hinaus (d. Ausg. 
Bd. III, Abh. IV, 8. 16, 2.8—-6v.u, 17, Z2.1—6 und die Anm. dazu 8. 628f.). 
Durch Einführung der kanonischen Variabeln werden diese Parameter vermieden. 

S. 234, Z. 1öf. Vgl. Abh. VIII, S. 236, Nr. 2. 

S. 234, Z.9,8v.u. Unter singulären Lösungen eines vollständigen Systems: 
A,f= 0 versteht Lie solche Gleichungssysteme, die bei den inf. Trff. A,f invariant 
bleiben, vermöge deren aber der Rang der Matrix der X,, kleiner wird als für be- 
liebige Werte der x. Solche singuläre Lösungen hat Lie auch früher schon ge- 
legentlich betrachtet, z. B. 1880 in der Abh. „Zur Theorie der Flächen konst. 
Krümmung“, d. Ausg. Bd. III, Abh. XX VIII, vgl. da insbesondere S. 405, 411, 415. 
Die allgemeine Theorie derartiger singulärer Lösungen entwickelt er Th. d. Trfsgr. 
Bd. I, Kap. 7, S. 107—136, Kap. 14, S. 222—245. 

S. 234, 2.2 v.u. Vgl. die vorige Anm. 

S. 235, 2.5. Vgl. die Anm. zu $. 224, Z. 6f. 

8. 235, Z. 7—9. Siehe Poincare, Sur les formes cubiques ternaires et qua- 
ternaires, Journ. de l’Ecole pol. Tome 31, Cah. 50, 1881, 8. 199— 253. Sur la re- 
production des formes, C. R. Bd. 97, 1883, S. 949—951. Besonders kommt die 
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zweite Arbeit in Betracht, in der Formen von n Veränd. untersucht werden, die 
bei einer zweigliedrigen Gruppe von lin. hom. Trff. inv. bleiben. Poincar& setzt 
dabei voraus, daß in der Gruppe eine inf. Trf. vorkommt, die die Form Eb,x,p; 
erhalten kann. 

8.235, Z. 14f. Vgl. die Anm. zu $. 231, Z.2 v. u.—232, Z. 2. 

S. 235, 2. 15—18. Dieser Satz ist nur richtig, wenn die Fläche reell ist. 
- Vgl. die Anm. zu 9. 233, 2. 3—8. 


Zu Abhandlung VIII, 8. 236f. 


S. 236, Nr. 1—3. Vgl. Abh. VII, S. 234, Z. 1—16 und die Anm. dazu. 

Die o, sind die Invarianten der Gruppe B,f, ..., B,.f und können daher 
ohne Integration gefunden werden, sobald die endlichen Transformationen der 
Gruppe bekannt sind. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 13, $. 215—218. 

S. 236, Z. 11,10 v.u. Im Urtext steht: „der tilstede“, wörtlich: „die eine 
u... gestatten.“ 

3 S. 236f., Nr. 4. Es wird natürlich vorausgesetzt, daß p,,..., p, von einander 
_ und von f unabhängig sind; die Gl. (9,9) = 0 können daher nur bestehen, wenn 
 r<n—1 ist. Kennt man 2n —2r von einander und von 1, .:., p, unabhängige 
- Funktionen Kir +++» Kan gr, die mit Q,, ..., p, in Involution liegen, so ist das 
 Involutionssyst.: 9 =, ..., 9, a, integriert. Es ist nämlich 9,,..., P, X +, 
 Xon_ eg, die zu der r-gliedrigen Funktionengruppe 9,,..., p, reziproke (?n — r)- 
 gliedrige Funktionengruppe, die nur die r unabh. ausgezeichneten Funktionen 
 9P13 +, 9, besitzt und die daher n-gliedrige Involutionssysteme enthält (d. Ausg. 
- Bd. III, Abh. VII, S. 51, Satz 1). Infolgedessen kann man durch Quädratur eine 
solche Funktion U(x, p) finden, daß die G.: 


[p., 2 — U]=0 (k=1,...,r) 
% erfüllt sind und daß eine Identität von der Form: 


Ba = 1...2n —2r 


ce“ 2 Er 
dz - Dpide; = de — DU) on - Do,dy, 
i e J 


besteht (ebd. Abh. XVIII, S. 264). Die Gl.: 


stellen ©?” "+1 Mannigfaltigkeiten von je «” Elementen dar und in jeder dieser 
Mann. liegen je zwei unendlich benachbarte Elemente vereinigt. Es sind das die 
 charakteristischen Mannigfaltigkeiten des Involutionssystems g, = a,, aus denen 
' man ohne weitere Integration eine vollständige Lösung des Systems herstellen 
kann, d.h., man kann »— r Funktionen P>+13 *:-, 9, 80 bestimmen, daß eine 
_ Identität von der Form: 
f an rn 
dz— N'p,da, = d(z— U) — DP,a p; 

% ı 


besteht (vgl. a. a. O0. S. 596—612). Dann aber ist: 


= 9 p=P, !=z2—U 


PR) 
_ eine B. T. von der verlangten Beschaffenheit. 
x S. 237, Nr. 5. Siehe Bd. III, d. Ausg. Abh. XXXVII, S. 531—535, vgl. auch 
8. 751f. 

8. 237, Nr. 6. Halphen: „Sur les points d’une courbe ou d’une surface qui 
 satisfont & une condition exprimde par une equation differentielle ou aux derivees 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 41 
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partielles“, C. R. Bd. 81, 1875, $. 1053 — 1056. (Oeuvres de G.H. Halphen, 
Tome I, Paris 1916, S. 373 — 376). 


„Sur les invariants differentiels“, Thöse presentse ä la Faculte de Paris, 1878 
(Veuvres, Tome II, Paris 1918, 8. 197— 253). 

„Sur les invariants differentiels des courbes gauches‘“, Journ. de l’Ee. polyt. 
Tome 28, Cah. 47, 1880, S. 1—102. Oeuvres, Tome Il, 8. 353—446. 

Als invariant differentiel bei einer beliebigen homographischen Substitution 
bezeichnet Halphen erstens solche Ausdrücke, die Lie später Differentialinvarian- 
ten der allgemeinen projektiven Gruppe nennt, zweitens die linke Seite Jeder bei 
dieser Gruppe invarianten Diffgl. In Nr. 33 der ersten Abh. (Oeuvres Bd. II, S. 241) 
spricht Halphen den Satz aus, daß eine Diffgl. (n + 8)-ter O., die bei der alle. 
pro). Gruppe invariant bleibt, durch Integration einer Diffgl. n-ter ©. auf eine 
inv. Diffgl. achter O. zurückgeführt werden kann. Dieser Satz ergibt sich aus den 
Lieschen Prinzipien ohne weiteres. Man findet ihn hier Abh. XI, 1883, S. 307, 
Z. 10—1v.u. 

S. 237, Z.2, 1v.u. In der Tat, eine solche Diffgl. kommt hinaus auf eine 
lineare partielle Diffgl. 1.0. Af=0 in den neun Veränd. a SER yrD die 
bei den acht bis zu der Ableitung siebenter O. erweiterten inf. Trff, der allg. proj. 
Gruppe der Ebene invariant bleibt. Vgl. Math. Ann. XI, S. 518f., d. Ausg. Ba. IV, 
Abh. III, $ 12, Nr. 31. Da diese Gruppe sechsgliedrige Untergruppen enthält, so 
kann man ein siebengliedriges vollständiges System bilden, dem Af=0 angehört 
und das auf eine lin. part. Diffgl. in 9—7 +1=3 Veränd., also auf eine ge- 
wöhnl. Diffgl. 2.0. hinauskommt. Aus der Einfachheit der allg. proj. Gruppe 
folgt dann noch, daß das ganze Problem durch die Integration dieser Diffgl. 2. O. 
erledigt ist (vgl. Abh. XI, S. 289, Anm.). 


Zu Abhandlung IX, S. 238f, 


S. 238, Z. 8 v.0.—4 v.u. ist, wie Lie selbst S. 362, 2.2, 1v.u. erwähnt, eine 
kurze Zusammenfassung des Inhalts von Abh, X1V, S. 371—421. Dabei ist aller. 
dings zu bemerken, daß in Abh. XIV die Bestimmung der Gruppe einer vorge- 
legten Diffgl. durchweg in der Weise geschieht, daß eine Transformation aufge- 
stellt wird, bei der die Gruppe in ihre kanonische Form übergeht. Die Bestim- 
mung der Gruppe, d. h. die Aufstellung ihrer inf. Trff. wird nicht als ein Problem 
‚ für sich behandelt. Wie man eine Gruppe, deren inf. Trff, bekannt sind, auf ihre 
kanonische Form bringt (8. 238, Z. 7—4 v. u.), das wird in Abh. X, S. 274—281 
auseinandergesetzt. S. 238, Z.3 v.u.—239, Z. 5 beziehen’'sich auf den Inhalt von 
Abh. XI, 5. 282—310, bei dem die in Abh. X, $. 240—273 durchgeführten Rech- 
nungen vorausgesetzt werden. 

8.238, Z. 10—13. Ausgeführt in Abh. XIV, $ 10, 8. 419—421. 

S. 238, Z. 13—18. Der Typus: X,g,..., X,q (r> 1) wird behandelt in 
Abh. XIV, Nr. 33, 8. 412f. Der Typus: X,g,..., X,.qg, yq (r>1) ebd. Nr. 34, 
S. 414. Die Typen: gq, yg und g, yq, y*q Nr. 20, 8. 399—401 und Nr. 22, 8. 401 
bis 403. Die beiden letzten Typen führt Lie hier wohl deshalb mit an, weil die 
Kurveuschar: & = const. bei ihnen nullgliedrig transformiert wird. Eigentlich ge- 
hören sie nicht hierher, weil sie zwei Scharen von »! Kurven invariant lassen. 

S. 238, Z. 18f. Die Typen, bei denen die Kurvenschar: x = const. eingliedrig 
transformiert wird, behandelt Lie: X,q, ..., X,q, p(r>1) Nr. 35, 8. 414—416; 
X,9 +, X,.9, Yq, p Nr. 36, S. 416—418, die bei denen sie zweigliedrig transfor- 
miert wird: q, xq, ..., 2”q, y9, p, zp (r>0) Nr. 29, 8. 408f.; q, xq,....,."q,. 
pP, 2zp+(cy+ka”t!)g Nr. 32, S. 410—412, 

S. 238, 2. 20f. Diese Typen werden behandelt Nr. 27, S. 406f.; Nr. 28, 8. 407; 
Nr. 30, 8. 409£.; Nr. 31, S. 410. 





ER, 
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S. 238, Z. 14—11v.u. Diese Typen werden behandelt: p, q, yq Nr. 19, 
8. 395—399; pP, q, yq, xp Nr. 21, S. 401; g, yq, y?q, p Nr. 23, 8. 403f.; q, ygq, 
y*q, 9, xp Nr. 24, 8. 404; q, yq, y’q, p, xp, «*p Nr. 25, 8.405; p+4q, 2p +9, 
xp + y°’q Nr. 26, 8. 405f. 8. 238, Z. 12 v.u. müßte es eigentlich heißen: „zwei- 
gliedrig und keine von beiden nullgliedrig transformiert wird.“ Der Fall, wo eine 
der beiden Kurvenscharen nullgliedrig transformiert wird, ist ja schon auf Z. 13 
bis 18 berücksichtigt. 

S. 238, Z. 11—8v. u. Diese Typen werden behandelt: q Nr. 37, 8. 418; 


pP, xp-+Aygq, wo 4 übrigens nicht verschwinden darf, weil sonst bloß zwei inv. 
- Kurvenscharen p(x, y) = const. auftreten, Nr. 38, S. 418f.; p, q und p, q, c2p-+ yq 
Nr. 39, 40, 8. 419. 


S. 238, 2. 7—4v.u. Vgl. Abh. X, S. 274—281. Den Fall q, ygq behandelt 


Lie ausführlich $. 279f. 


S. 238, 2. 3—1v.u. Wenn Lie sagt, daß die Integration ohne weiteres ge- 


_ leistet werden kann, so meint er damit, daß sie auf Grund der allgemeinen Me- 
_ thode geleistet werden kann, die er 1874 in Abh. XIV des Bdes. III d. Ausg. ent- 
wickelt hat, daß also bei Anwendung dieser Methode höchstens Quadraturen er- 
_ forderlich sind. Nur bei den unmittelbar integrabeln inv. Diffgl. erster Ordnung: 
y'=0 und: 1:y’=0 braucht selbstverständlich jene Methode nicht angewandt zu 
werden. Lie hat nicht für nötig befunden, seine Behauptung zu begründen, und 
in Abh. XI sieht er immer von diesen unmittelbar integrabeln Diffgl. ab, wenn er 
_ es auch nur in einzelnen Fällen ausdrücklich sagt, s. S. 286, Z. 3, 11; 8. 290, 2.2, 
Eiv.u.; 8.294, 2.5v.u.; S. 300, 2.14, 13 v.u.; 8. 301, 2.11, 10 v.u.; 8.302, Z.12; 
© 3. 308, 2.1513 v. u.; 8.304, 2.106 v.u.; 8.3058, 2.2, 1v.u.; 8. 306, 2.2, 1v.u. 
- Es empfiehlt sich daher entschieden, akkschofen, was Lie unterlassen hat. Da 
es aber zu mühsam wäre, es für jede einzelne kanonische Form durchzuführen, 
- werde ich mich nicht auf kanonische Gruppen beschränken, sondern behandle 
lieber gleich die allgemeinere Aufgabe, eine Diffgl. m-ter O. zwischen x und y zu 
integrieren, wenn sie eine »-gliedrige Gruppe (r > m) mit bekannten inf. Trff. ge- 
: stattet. Nur in gewissen Fällen werde ich der Bequemlichkeit wegen die kano- 


- nische Form benutzen. Wenn nämlich unser Integrationsproblenı bei einer kano- 
_ nischen Gruppe auf Grund der allgemeinen Methode von 1874 erledigt werden 
kann, also höchstens Quadraturen verlangt, so gilt dasselbe offenbar auch bei jeder 
damit ähnlichen Gruppe. 

Es sei vorgelegt die Diffgl. m-ter O.: 


(1) nl, ur... DM), 
die bei der bekannten r-gliedrigen Gruppe: 
(2) Xf= &,.(@, Y)p-+t rn y)q Kr, arerzm) 


invariant bleibt. Dann gestattet jede Integralkurve von (1) mindestens r — m un- 


 abh. inf. Trff. der Gruppe und ist-daher eine Bahnkurve gewisser inf. Trff.: Ze, X, f, 


‚wenn sie nicht etwa gar aus lauter Punkten besteht, die bei einer solchen inf. 
Trf. in Ruhe bleiben, die also die Gl. Ze,&,—=0, Zen, —= 0 befriedigen. (Vgl. 
Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 23, 8. 478; Kap. 3, 8. 59f.; Kap. 7, 8. 117). Es kann 


_ vorkommen, daß der zweite Fall für jede Integralkurve von (1) eintritt; dann kann 
; a) offenbar ohne Integration erledigt werden, denn man braucht nur unter den 


Wertsystemen e,,..., e,, für die die beiden Gl. Fe,&,—= 0 und Ze,n,= 0 dieselbe 
Kurve darstellen, diejenigen auszuwählen, die Integralkurven von (1) liefern. Im 


‚allgemeinen aber kommt die Integration von (1) darauf hinaus, unter den Bahn- 


kurven der inf. Trff.: Se, X,f, also unter den Integralkurven der Diffgl. erster 


lıur 
Datıy m 
ur 
— diejenigen auszusuchen, die a) befriedigen. 
41* 
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Ohne diesen Gedankengang weiter zu verfolgen, wollen wir Lies allgemeine 
Methode von 1874 benutzen. 


Wir erweitern die inf. Trf. X,f nach Anleitung von Abh. X, S. 244f. durch 
Hinzunahme der Ableitungen y,,..., y" =»; 


@) Aa ut Kol mL AaIEE PL EEE mn 


und bemerken dabei, daß, wenn wir 


(4) W,. = &.y'— N% Kerle 
setzen '), die Gleichungen bestehen: 

„. 0W; ALTE EL 
(5) —yy ’ N: =ay I 8 — gu Wr (w=0,1,...,m-1) | 
wo = die vollständige Ableitung nach x bezeichnet. Das Problem, die Gl. (1) 
zu integrieren, kann dann nach Lie so ausgedrückt werden: In den Veränder- 


lichen: &, y, Yy, ..., y”" =» soll die lin. part. Diffgl. 1. O.: 


ot ‚or en en 
(6) a 


integriert werden, die die bekannten infinitesimalen Transformationen (3) gestattet 
(vgl. die Anm. zu Abh. X, S. 240, Z. 16—12 v.u.). Zugleich erkennen wir, daß die 
Gl. (5) auch so: 


we = 1) = A yer+tD_4W (=01..,m-1) 


geschrieben werden können, wo für u =m— 1 die Größe y'"®» durch ® zu ersetzen 
ist, daß also die inf. Trff. (3) in der Form: 


© eW., 0...m-1i1 of ® 
7 ZRUYrn ek if Syuw —_ (k=1,....r) 
(9) Re Tel = eye 


darstellbar sind.?) 

Da die inf. Trff, (7) eine r-gliedrige, mit der Gruppe (2) gleichzusammenge- 
setzte Gruppe erzeugen (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 25, 8. 547), so kann die Klam- 
meroperation keine neuen inf. Trff. ergeben, bei denen die Gl. Af—=0 invariant 
bleibt, wohl aber können .die inf. Trff. (7) auf Grund von Bd. III d. Ausg., Abh. XIV, 
S. 192 ohne Integration gewisse Lösungen von Af=0 liefern. Um festzustellen, 
welche Lösungen sie liefern, müssen wir die linearen Relationen ermitteln, die 
zwischen den r +1 Ausdrücken (7) und Af bestehen. Dabei kommt es offenbar 
darauf an, wie sich die Determinanten der Matrix: 


(8) ae 
kelhs,r) | 

und die der Matrix: 

(9) WW; AWs u An Wei 
(kel,..,n) | 


verhalten. 
| 1) W, ist hier nichts anderes als die charakteristische Funktion der inf. 
Trf. X,f, wenn man diese als eine inf. B. T. auffaßt (vgl. S. 597). 

2) Will man den Fall m—= 1 mit berücksichtigen, so muß man verabreden, 
daß A’W, der Ausdruck ist, der aus W, für y’ = @ hervorgeht. 
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S Für m=r— 1 ist (8) nichts anderes als die Determ., die von Lie Abh. X, 
8. 245 mit 4 bezeichnet wird. 


Wir betrachten zunächst den Fall, daß 4 nicht identisch verschwindet. 
_ Dann ist die Gruppe (2) jedenfalls transitiv, d. h. in der Matrix: 







$, Nk 
| (k=l,...,2) 





verschwinden nicht alle zweireihigen Det. identisch (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 13, 
8. 215). Ferner ist klar, daß in diesem Falle niemals, mag nıun m=r—1 oder 
k kleiner sein, alle (m + 1)-reihigen Det. der Matrix (8) identisch verschwinden. 
Daraus aber folgt auf Grund von (5), daß für keinen dieser Werte von m alle m- 
_ reihigen Det. der Matrix (9) identisch verschwinden. Wir können demnach ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß die Det.: 


BER RER 


(11) Be AW, =: 
(E =) 2, m) 





nicht identisch null ist‘) und daß auch nicht alle zweireihigen Det. der Matrix: 


| 
a3) 5 ++ Em Em+i 








2 N + Nm Nm+i 
_ identisch verschwinden. 

Aus der Annahme = 0 folgt, daß die Gruppe (2) eine und nur eine Diffe- 
- rentialinvariante besitzt, deren Ordn. kleiner als r ist; diese, die von der Ordn. 
& r—1 ist, heiße J,_,. Jede bei der Gruppe inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. kann dann 
E auf die Form: J,_, —Const. gebracht werden, während die Gl. J=0 alle bei 
der Gruppe inv. Diffgl. liefert, deren Ordn. m<{r—1 ist.?) Unter den von uns 
_ gemachten Voraussetzungen ziehen die Gl. (7) r— m Relationen von der Form: 





j 1. ...m : 

- (13) m Df— N, X" dr o,Af (@=1,...,r-m) 
k 

nach sich, und damit sind offenbar alle lin. hom. Relationen gefunden, die zwi- 

schen Af und den X{” Vf bestehen. Die A,, werden durch die Gl.: 


Lan AM 


(14) We DA, (“=0,1,...,m-ı 
k 


2 


bestimmt und sind nach dem vorhin angeführten Satze (d. Ausg. Bd. III, S. 192) 
Lösungen von Af=0. 





1) It m=1, so darf also W, bei der Substitution y’ = nicht identisch 
verschwinden. 

2) Da wir x als unabh. Veränd. benutzen, so ist die Gl. 1:y’—=0, wenn sie 
"inv. sein sollte, von vornherein ausgeschlossen und geht auch bei der Bildung der 
=61l..1—=0 verloren. Dies tritt insbesondere bei allen Lieschen kanonischen For- 
_ men ein mit alleiniger Ausnahme der Gruppen, die in Abh. X, 8. 249—256, 
Nr. 1—3 behandelt werden. Es schadet aber nichts, da ja da die Gl. 1:y = 0 
unmittelbar integrabel ist. 
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Wir nehmen zunächst m >1 an und benutzen die Gl. (14) für r—1. Sie 
sind linear in A,,, ..., A), und offenbar nach diesen m Größen auflösbar; sollte 
daher aus ihnen eine Relation zwischen x, y, y, ..., wer ableitbar sein, so 
würde die für uns nicht in Betracht kommen, da sie die Auflösbarkeit nach 
Ai +++ Am Aufheben würde. Nun ist die erste unter den Gl. (14) linear in y’ 
und bestimmt y’ als eine Funktion von &, y und A,,, ..., A, die wegen der 
Beschaffenheit der Matrix (12) sicher nicht von den 4, - frei ist. Die zweite Gl. 
ist linear in y” und wird offenbar nicht vermöge der ersten frei von y”, sie be- 
stimmt daher y” als eine Funktion derselben Größen. So erhalten wir aus den 
ersten m — 1 Gl. schrittweise y, ..., y” =» als Funktionen von x, y und den A, „ 
bestimmt, und es ist klar, daß keine dieser Funktionen von allen A, ii frei je 
kann. Endlich liefert die letzte Gl. (14) eine Relation zwischen x, y und RR EN 
Am allein, und diese muß entweder auch noch y als Funktion von x und den Ku 
bestimmen oder sie muß von y und «x frei sein; von y frei sein und & enthalten 
kann sie nämlich deshalb nicht, weil dann x eine Funktion von A,,, ..., A, 
allein wäre, was nicht angeht, da die A,, Lösungen von Af=0 sind. Es ist 
natürlich auch denkbar, daß eine der anderen @]. (14), fürr=2,3,..., eine Re- 
lation liefert, die y zu bestimmen gestattet. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß es unter den m(r— m) Lösungen A, k 
der Gl. Af=0 stets m— 1 solche gibt, die in bezug auf y, ..., y”"=D yon 
einander unabhängig sind. Es sind daher nur zwei Fälle möglich: wir finden 
entweder m unabh. Lösungen von Af=0, so daß die Gl. (1) ohne Integration er- 
ledigt ist, oder wir finden bloß m — 1 unabh. Lös. von Af=0. Im zweiten Falle 
kennen wir aber m inf. Trff. X" -V)yr ..., x =D/ die Af=0 inv. lassen, und 
überdies besteht zwischen Af und diesen inf. Trff. keine lineare homogene Rela- 
tion. Wir können daher (d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S. 198f.) einen Multiplikator 
der Gl. Af=0 angeben und finden nach Jacobi die letzte noch fehlende Lösung 
von Af=0 durch eine Quadratur. Wir brauchen ja nur die bekannten Lösungen 
an Stelle von y’, ..., ym=D als neue Veränderliche einzuführen und erhalten so 
in x, y eine gewöhnliche Diffgl. 1. Ö. mit einem bekannten Multiplikator (a. a. O. 
8.1071, Ne. 7 

In dem bisher ausgeschlossenen Falle m —=1 haben die Gl. (13) die Form: 


X, 4.f=MXıft e,Af @=l..,„r-1). 


Im allgemeinen findet man hier ohne Integration eine Lösung von Af=0; nur 
dann, wenn sich zufällig alle A, auf Konstanten reduzieren, ist das nicht der Fall, 
man kommt aber dann mit einer Quadratur aus, denn "man kennt die: inf. Trf. 
X, f der Diffgl. (1) und es ist: n —o&, =&0 (d. Ausg. Bd. III, Abh. XIII, S. 181). 
Doch auch diese Quadratur läßt sich fast immer ersparen. Man kann nämlich 
offenbar X,f,..., X,f so wählen, daß alle A, verschwinden. Dann erzeugen 
X,f, -.., X,f eine inv. (r — 1)-gl. intransitive Untergr., bei der die Diffgl. inv. 
bleibt, und diese Untergr. kann in der auf 8. 662f. angegebenen Weise verwertet 
werden. Bedenkt man noch, daß bloß X,/ die Integralkurven von (1) unter 
einander vertauscht und zwar eingliedrig, so erkennt man, daß die Gr. (2) eine 
der in Abh. IV, 8. 127 angegebenen kanonischen Formen erhalten kann, wo an 
Stelle der dritten die folgende: 


Lh-., L,_ 16 P 


zu setzen ist (vgl. Abh. XIX, S. 453—455). Dabei entsprechen die Integralk. von 
(1) den Kurven = const. Nun ist r>1, demnach sind die kanonischen Formen: 


99 y’4P; Ka. 93 X 94, P 


die einzigen, bei denen wirklich eine Quadratur erforderlich ist. 








\ 
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Daß auch für m >1 unter Umständen wirklich eine Quadratur erforderlich 
ist, zeigt die dreigliedrige Gruppe p, q, xq, deren niedrigste Diffinv. y” ist (Abh. X, 
8.267, Nr. 17). Die inv. Diffgl. y’—=e führt hier auf die Gl.: 


are ryölteit=o 
- mit den inf. Trff.: 
rg, Pr, rt 
und es wird: 
fly) r—eXr+ Ar, 
so daß man nur eine Lösung: ex — y’ von Af=0 findet. 


Wir wollen jedoch die Untersuchung in voller Allgemeinheit noch weiter 
durchführen. 


Vor allen Dingen bemerken wir, daß die inf. Trff. dr auf die Lösungen 


 A,, angewandt, niemals eine neue Lösung liefern können. Bildet man nämlich 
- die Identität: 


Kam $ 
(a Kr Sa zeDr) = (xm-Dp, e,Af), 
k 


- deren rechte Seite sich durch A/ allein ausdrückt, und beachtet man, daß zwischen 
 xmd,,,., xXM®=Dy4 Af nur die Identitäten (13) bestehen, so erhält man: 


12m 
: 
(m — 1) ee 
X; Ir = C,m+7,k Hr hau En 
ur 


as) 





1...r—m yl 1m 

+ 1: ( m+rT,m+s Bee u) 
$ u ; 
G=1,.,r;,k=l,...,m; z=1,...,r—m). 


Man findet also durch Anwendung der inf. Trff. X*-Dy4 nur Funktionen der 
schon bekannten Lösungen A,,. 


Unter den A,, gibt es nun entweder m oder bloß m — 1 von einander unab- 
hängige. Im ersten Falle befriedigen die A,, keine andere lin. part. Diffgl. 1. O. 
als Af—=0. Im zweiten sind sie Lösungen eines ganz bestimmten zweigl. vollst. 
Systems in den Veränderlichen &, y, y', ..., y"=», und da zwischen Af und 


xm-dg,.. xm-1)/ allein keine lin. hom. Relation besteht, so können wir 
dieses vollst. System in der Form: 


1...M : 
Af=0, > w,(z, I an De 
u 


darstellen, wo die Verhältnisse der %, vollständig bestimmt sind. Welcher unter 
- diesen beiden Fällen eintritt, das hängt von der Matrix: 


—1 (m—1 
| aa 2 
| (=1,..,m-r; k=1,..., m) 


ab, in der offenbar nicht alle (m — 1)-reihigen Determinanten identisch verschwin- 
den. Soll der zweite Fall eintreten, so ist notwendig und hinreichend, daß alle 
m-reihigen Determinanten identisch verschwinden. Die Verhältnisse der Pu 
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werden dann ganz bestimmte Funktionen der A,,, so daß man die %, selber als 
Funktionen der A,, allein annehmen kann. 

Demnach sind m oder bloß m — 1 unter den A,, von einander unabhängig, 
je nachdem die A,, keine oder eine, aber auch nur eine Gl. von der Form: 


1...m 
PA: Y, Y, OR y==9) Nie eN fee 0 
u 


befriedigen, wo dann die %, selber Funktionen der A,, allein sind. 

Im ersten Falle ist das Integrationsproblem erledigt. Im zweiten Falle 
können wir annehmen, daß kn a: h,, m_, von einander unabhängig sind, und 
können uns alle übrigen A,, durch diese ausgedrückt denken. Um nun festzu- 
stellen, was sich noch weiter für die Integration von (1) leisten läßt, führen wir 
nach Bd. III d. Ausg., Abh. XIV, 8. 193f. die Größen A, ;, .. ., A , als neue 
Veränderliche ein, und zwar an Stelle von y’, ..., ym=», was immer möglich ist. 
Ergibt sich: A, „=#lA, 13 + hm) so erhalten wir: 


l,m— 


1,m 
..m—1 


1 
KuHf- Du aKıf- 9X.f 
k 


1...m-1 


Enz Dhrnde Fön 
k 


A 





“und außerdem wegen (15): 


1...m—1 
= <S 6 
xm Dr N;f+ Pirlhı,ı ..0g Le we Lern), 
: er 1,k 


Jetzt sind alle bekannten inf. Trff., die die Gl. Af= 0 inv. lassen, in der Form: 


1...m 
a Een 
PACHT Be END I 


u : 


enthalten, wo die #, willkürliche Funktionen bezeichnen. Unter diesen inf. Trff. 
kommen jedoch nach Lie (a. a. O.) nur solche in Betracht, die nach Einführung 
der neuen Veränderlichen von den Ableitungen von / nach den A, „ frei sind, bei 


denen also die Gl. 2%, xmdr—0 von allen A, , befriedigt wird. Wir haben 
aber gesehen, daß es im wesentlichen bloß eine derartige,inf. Trf. gibt, und daß 
die Verhältnisse der #, ganz bestimmte Funktionen ihrer Argumente sind. In 
den neuen Veränderlichen hat daher diese inf. Trf. die Form: 


1.,.M 1..2m 

(m—1 
PART a hm) Pe Ye Zr, X f=Wr: 
u u 


Die A, ; spielen nunmehr nur noch die Rolle von Parametern. Die lin. part. 
Diffgl. Af= 0 in den Veränd. x, y gestattet die bekannte inf. Trf. Wf, und da 
zwischen Af und Wf offenbar keine lin. hom. Relation besteht, so kann man 
einen Multiplikator von Af angeben. Die Integration von Af=0 ist damit auf 
eine Quadratur zurückgeführt. 

Der von uns gefundene Mult. ist augenscheinlich kein anderer als der schon 
auf 8. 646 erwähnte; nur sind wir jetzt überdies zu der Einsicht gelangt, daß in 
dem hier betrachteten Falle, sobald die Lösungen A, bestimmt sind, aus den be- 
kannten inf. Trff. kein weiterer Vorteil gezogen werden kann als eben die Auf- 
stellung dieses Multiplikators. Zugleich sehen wir, daß die Integralkurven von 


4 Trfsgr. Bd. I, Kap. 13, 8. 220f.). 
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(1) in dem vorliegenden Falle nichts anderes sind als die Bahnkurven der 
inf. Trff.: 
1..m—1 


Anrıf DI al A m) Anfı 
k 


dabei die A} , als Parameter betrachtet. 

Wir kehren nun wieder zu den allgemeinen Betrachtungen zurück, lassen es 
also unentschieden, ob m oder bloßB m — 1 unter den A,, von einander unab- 
hängig sind. 

Da die A,, Lösungen von Af=0 sind, so stellen die Gl.: 


(16) ir (x, Y, Yy; 0 yr=D) IF ln Yo; Y> a) er ») Eu PR 
Gi mr_mak-l...H), 
Bann 2, Yor:-., ym-» ein Wertsystem von allg. Lage ist, eine Mann. von Ele- 


— menten (m — 1)-ter OÖ. dar, die von Integralk. von (1) erzeugt ist. Gibt es unter 
den A,, gerade m von einander unabhängige, so ist (16) die durch das Element 
%ys Yos >, yi°D gehende Integralk. von (1). Gibt es bloß m — 1 von einander 
unabhängige, so besteht die Mann. (16) aus »&® Elem. (m — 1)-ter O. und enthält 
«!Integralk. von (1), nämlich jede Integralkurve, die durch ein Elem. x, y,...., ym= = 
geht, das (16) befriedigt. In beiden Fällen zeigen die Gl. (15), daß (16), wenn 
man &, Yar-:., Yu" =D als willk. Parameter auffaßt, eine bei der Gruppe > as 
(k=1,...,r) inv. Zerlegung des R,,,, der Elemente (m — 1)-ter O. darstellt (Th. d. 
Da nicht alle (m + 1)-reihigen Det. von (8) verschwinden, so transformiert 
die Gruppe mir in jedem Falle die Elem. (m — 1)-ter OÖ. und also auch die 
Integralk. von (1) transitiv. Infolgedessen gestattet jede allgemein gelegene Inte- 
gralk. von (1) gerade r— m und nicht mehr unabh. inf. Trff. der Gruppe, die eine 
(r — m)-gliedrige Untergruppe erzeugen (Th. d. Trfsgr. Bd. ], Kap. 23, S. 478 f.). 
Wir können diese inf. Trff. leicht angeben. In der Tat, die Identitäten (13) zeigen, 
daß die r— m von einander unabh. inf. dan 


e (17) = Zf= a > RUM 4=1,...,r-m) 


das Element &,, %,, Ys » -, Y5" » und überhaupt jedes EI. (m — 1)-ter O. &, y, 
Y,..., y” =D, das die Gl. (16) befriedigt, auf der hindurchgehenden Integralk. 
von (1) verschieben. Da nun jede Integralk. von (1) durch jedes ihrer El. (m — 1)- 
ter O. bestimmt ist, da andererseits die inf. Trff. (17), wie überhaupt jede inf. 
Trf. 2. dr A die Integralk. von (1) unter einander vertauschen, so leuchtet ein, 
daß die inf. Trff. (17) jede Integralk. von (1) inv. lassen, die den Gl. (16) genügt, 
insbesondere also die durch das El. &,, ya, Ybs - - -, Yu“ VD gehende Integralk. 
Da wir r— m unabh. inf. Trff. haben, so ist klar, daß diese eine (r — m)-gl. 
Gruppe erzeugen, daß sie also in Beziehungen von der Form: 


1...r—m 


f 
DT RE EN 


Ss 


0 
(18) 4 Be Sa tk Cm+J,k, m+s — Ip Cnrz, k, mr) + 


s 


+. 3% IR De FR CH: 


ku 
\ Ge=h.:.,r-m) 
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stehen. Doch kann man die Richtigkeit dieser Gl. auch unmittelbar einsehen, 
indem man auf Grund von (13) den Klammerausdruck (ge .Af, e,Af) bildet, dabei 
beachtet, daß die },, Lösungen von Af=0 sind, und endlich berücksichtigt, daß 
zwischen Af und den X”-%/ nur die Relationen (13) bestehen. 

Aus dem Gesagten geht noch hervor, daß die inf. Trff. (17) in jedem Falle 
die Mannigf. der Elem. x, y, ..., y'"» inv. lassen, die durch die Gl. (16) dar- 
gestellt wird. Man sieht das auch unmittelbar ein, wenn man Z,f vermöge (13) 
in der Form: z 


2. - 
ZI= Day) + 9;Af 
; 


darstellt; dann ist es nämlich wegen (15) klar, daß das Glsyst. (16) in den Ver- 
änd. u, y,Y, ..., y"» die inf. Trff. Z,f gestattet. 

Gibt es unter den A,, gerade m von einander unabh., so ist (16) eine Inte- 
gralk. von (1), und es gibt daher in der Gruppe 2 f offenbar keine von 
Zf, -:-, Z,_„f unabh. inf. Trf., die das Glsyst. (16) inv. läßt. Gibt es dagegen 
unter den A,, bloß m — 1 von einander unabh., so stellen die Gl. eine Schar von 
©"! zweifach ausgedehnten Mann. von Elementen (m —1)-ter O. dar. Diese 
Schar bleibt bei der Gruppe el; inv. und wird transitiv transformiert, also 
gestattet jede Mann. von allg. Lage gerade r — m + 1 unabh. inf. Trff. der Gruppe. 
Von diesen kennen wir r — m bereits, nämlich Z,f, ..., Z,_,„f; es fehlt also noch 
eine davon unabh. inf. Trf. Nehmen wir, wie auf S. 648 an, daß gerade A, .,:.-, 


A, „_, yon einander unabhängig sind, so ist leicht einzusehen, daß 
’ 


1...m 
U- Dr (4, Der RP 
u 


eine solche inf. Trf. ist. Aus WA,,=0 und aus (15) folgt nämlich sofort, daß 
alle Ausdrücke UA,, vermöge (16) verschwinden, daß also das Glsyst. (16) wirk- 
lich bei der inf. Trf. Uf, die von Z,f, ..., Z,_,f unabhängig ist, inv. bleibt. 
Die inf. Trff. Z,f lassen jede einzelne der ©! Integralkurven von (1), die 
auf der Mann. (16) liegen, inv. Die inf. Trf. Uf läßt zwar die Schar dieser In- 

tegralk. inv., dagegen sicher keine allg. gelegene Kurve der Schar, also vertauscht 
sie diese ©! Integralk. unter einander. Die inf. Trf. Z,f+(Z,U)t, die man er- 
hält, wenn man Z,f vermöge Uf transponiert (Abh. IV, S. 85), läßt nun offenbar 
auch jede einzelne jener «! Integralk. inv. und gehört daher der (r — m)-gl. 
Gruppe Z, fs ---, Z,_f an. Mit anderen Worten: die inf. Trff. PA A ER 
Uf erzeugen eine (r — m + 1)-gl. Gruppe, in der die (r — m)-gl. Gruppe Z,f, - --, 
Z,_f als inv. Untergr. enthalten ist. 

Wir haben hiermit eine Eigenschaft gefunden, die für den Fall charakte- 
ristisch ist, daß es unter den A,, bloß m — 1 von einander unabhängige gibt. 

In der Tat, wir wissen, daß die Integralk. von (1), die durch ein Element 
E93 Yos :--, WW") von allg. Lage geht, gerade r— m unabh. inf. Trff. Z,%, ..., 
Z,_mf der Gruppe 5a; gestattet, die eine (r — m)-gl. Untergruppe erzeugen. 
Diese Untergruppe möge nun immer, also bei beliebiger Wahl von &,, Yo, +++, ae 
in einer ( — m + 1)-gl. Untergruppe Z,f, .:-, Z,_„f, Vf als inv. Untergruppe 
stecken. Dann können wir Vf in der Form: 


12m 
vf= Drıla Yos Yo» a > a 
k 
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annehmen, wo die y, Funktionen der 4°, allein sind, und es werden Relationen 


‚von der Form: 
l...r—m 


"WZy= DW lan un... MT D)Z,r G=l...,r—m) 
[4 D 


bestehen, wo die Größen &,, %,, ... in den %,, auch nur in den Verbindungen 
4°, vorkommen. Setzt man aber: | 


I4r.M 2 
Wir= Ile, Y y, 2 ym=») er 
k 
"und bildet man die Identität: 
1...m 
(mr N Sn) rn AN); 
k 


indem man beachtet, daß die y, in Wf Lösungen von Af=0 sind, so erhält man: 


N 


DIR Eao)e. mp S“, er) - 
2 f 


a RT | 


— IK Dr=(WF, 0,4), 
k 


wo sich die rechte Seite durch A/ allein ausdrückt. Da aber zwischen Af und 
den X” =D nur die Relationen (13) bestehen, so folgt hieraus, daß alle W%,, 
identisch verschwinden, was, wie wir vorhin gesehen haben, darauf a 
daß es unter den A,, bloß m—1 von einander unabhängige gibt. 

Wir sprechen die gewonnenen Ergebnisse so aus: 


Ist die zu der Gruppe (2) gehörige Det. 4 nicht identisch null und sr r>m, 
so bleibt die durch das Element allgemeiner Lage &,, Yo Yıs :.-, Yu =D gehende 
Integralk. von (1) bei gerade r— m und nicht mehr unabhängigen inf. Trff. der 
‚Gruppe (2) inv. Hat man die durch die Identitäten (13) definierten Funktionen hrk 
bestimmt, so kann man die betreffenden inf. Trff. in der Form: 


1.:.m 
(19) u.f= X, 8, X,f (@=1,...,r- m) 
RE 


annehmen. Unter den Funktionen hy, gibt es stets mindestens m — 1 von einander 
unabhängige; soll es bloß m — 1 von einander unabhängige geben, so ist es not- 
wendig und hinreichend, daß die (r — m)-gl. Untergruppe Sh ---» B,_„f für be- 


liebige &y, Yos Yıs +. Yu» stets in einer (r— m-+1)-gl. Untergr. von (2) als 
inv. Untergruppe enthalten ist. 


Gibt es unter den A,, gerade m von einander unabh., so gibt es unter den 
‚Integralk. von (1) eine und nur eine, die Bahnk. jeder inf. Trf. 8, Fan (1) ist. Gibt es 
bloß m — 1 von einander unabh., so lassen die inf. Trff. Z,F »"! Integralk. von (1) 
einzeln inv. Diese Integralk. bleiben selbstverständlich Buch bei den inf. Trft. 
8, inv. und sind daher für jede dieser inf. Trff. die Bahnkurven. Ist insbeson. 
dere r —m>1, so haben die inf. Trff. 3,/ die Bahnk. gemein und erzeugen so- 
mit eine (r BR gl. intransitive Untergruppe von (2). 

Wir kiss noch hinzu, daß die Untergruppe (19) nicht für beliebige &,, %,, 
Yo ‚ y0“=2 in einer noch größeren Untergruppe von (2) als inv. Untergruppe 
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stecken kann. Wäre das nämlich der Fall, so steckte sie sicherlich auch in einer 
(r — m + 1)-gl. Untergr. als inv. Untergr., es gäbe daher unter den A,, bloß m — 1 
von einander unabh.; ferner hätten die inf. Trff. (19) die Bahnk. gemein, und diese 
Bahnkurven wären Integralk. von (1). Andererseits aber gäbe es innerhalb der 
Gruppe (2) zu der Untergruppe (19) höchstens ©”? gleichberechtigte; die «1 
Integralk. von (1), die die Bahnk. der inf. Trff. 3,f sind, lieferten daher bei den 
&” Trff. der Gruppe (2) eine inv. Schar von höchstens ©”! Integralk. von (1). 
Da das für beliebige &,, Yy, »- -, ye“» gilt, würden die Integralk. von (1) bei 
der Gruppe (2) intransitiv transformiert, und damit würden wir auf einen Wider- 
spruch stoßen. 

Erwähnt sei noch, daß die Gruppe (2) die Integralkurven von (1) asystatisch 
oder systatisch transformiert, je nachdem es unter den A,, gerade m oder bloß 
m—1 von einander unabhängige gibt (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 24, S. 520, 
Satz 9 u. 10). 

Wir werden nunmehr feststellen, wie sich diese Verhältnisse für die ein- 
zelnen Gruppen von P. T. der Ebene gestalten. Unser Ziel ist folgendes: Sobald 
die inf. Trff. einer r-gliedrigen Gruppe gegeben sind, die einem bestimmten Lie- 
schen Typus angehört und bei der die Det. 4 nicht identisch verschwindet, müssen 
wir im Stande sein, für jede bei der Gr. inv. Diffgl. m-ter O. (m<{r) zu ent- 
scheiden, ob sie gauz ohne Integration erledigt werden kann, oder ob sie eine 
Quadratur erfordert. Da wir bei den inv. Diffgl. 1. O. bereits alle Möglichkeiten 
erschöpfend besprochen haben (S. 646), können wir m >1 voraussetzen; außerdem 
wollen wir zunächst auch r—m>1 annehmen, so daß r >4 ist. 

Es sei also m>1,r—m»>1. Die Integralkurve von (1), die durch das all- 
gemein gelegene Element &,, Yo, Yor ++» y"=1) geht, gestattet, wie wir wissen, 
nur die inf. Trff. der Gruppe (2), die aus den r — m inf. Trff. (19) linear ableit- 
bar sind. Gibt es unter den A,, bloß m — 1 von einander unabhängige — das 
ist der Fall, wo eine Quadratur erforderlich ist — so steckt die von den inf. Trff. 
(19) erzeugte (r — m)-gl. Gruppe als invariante Untergr. in einer r —m-+ 1)-gl. 
Untergr. von (2). Außerdem lassen dann die inf. Trff. (19) @' Integralk. von (1) 
ing und haben daher die Bahnkurven gemein. Die von ihnen erzeugte Unter- 
gruppe ist infolgedessen intransitiv und besitzt nach Abh. IV, S. 125 eine der 


kanonischen Formen: 
(20) hr KL _ ab Ale X, _m-19: 994 94 yq, Y*q- 


Man üherzeugt sich leicht, daß der hier betrachtete Fall überhaupt nicht 
eintreten kann, wenn die Gruppe (2) keine Schar von ©! Kurven inv. läßt. Nach 
Abh. IV, $. 111—117 ist sie ja dann ähnlich entweder mit, der allgemeinen pro- 
jektiven @,, oder mit der allgemeinen linearen @,, oder mit der speziellen linea- 
ren G,. Die G, läßt nur zwei Diffgl. inv., deren Ordnung <7 ist, die Diffgl. 
5. 0. der Kegelschnitte und die 2. O. der Geraden (Abh. X, S. 252f.); die @, läßt 
nur zwei inv., deren Ordnung <5 ist, die Diffgl. 4. OÖ. der Parabeln und die 2. Ö. 
der Geraden (a. a. 0. 8. 250f.); die @, endlich läßt nur eine Diffgl. inv., deren 
Ordnung <4 ist, die der Geraden (a. a. 0. S. 249). In jedem dieser fünf Fälle 
läßt aber die größte Untergruppe, bei der eine Integralk. einer inv. Diffgl. in sich 
übergeht, bloß diese eine Integralk. inv. und nicht unendlich viele. 

Soll daher für m>1,r—m>1 eine Quadratur erforderlich sein, so muß 
die Gruppe (2) entweder eine Schar von ©! Kurven inv. lassen oder zwei solche 
Scharen. Das Auftreten von unendlich vielen inv. Scharen dieser Art ist ja schon 
dadurch ausgeschlossen, daß r>3 ist. Nun läßt die Gruppe (19), da sie einem 
der Typen (20) angehört und da r—m>1 ist, entweder nur eine Schar von »' 
Kurven inv. oder deren zwei und hat im letzteren Falle eine der kanonischen 
Formen q, yq oder q, yq, y*q. Läßt sie bloß eine Schar von &! Kurven inv., so 
kann auch die Gruppe (2) bloß eine solche Schar inv. lassen, und zwar muß das 


TER S- 
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die bei der Gruppe (19) inv. Schar sein. Wenn aber eine Gruppe, die eine der 
kanon. Formen (20) besitzt, bloß eine Schar von »! Kurven inv. läßt, so besteht 
diese Schar aus den Kurven &— const., also aus den gemeinsamen Bahnkurven 
der inf. Trff. der Gruppe. Unter der hier gemachten Voraussetzung läßt daher 
die Gruppe (2) die Schar der gemeinsamen Bahnkurven der inf. Trft. (19) inv., 
und da diese ©! Bahnkurven Integralkurven von (1) sind, und da die Integralk. 
von (1) bei der Gruppe (2) transitiv transformiert werden, so ist m=1, was wir 
ausgeschlossen haben. Läßt andererseits die Gruppe (19) zwei Scharen von »! 
Kurven inv. und die Gruppe (2) auch zwei, so sind das beide Male dieselben 
Kurvenscharen, und wir haben daher wieder den von uns ausgeschlossenen Fall 
= L. 

Es bleibt daher nur die Möglichkeit übrig, daß die Gruppe (19) zwei Scharen 
von ©! Kurven inv. läßt, die Gruppe (2) aber bloß eine. Da (19) dann eine der 
beiden kan. Formen g, ygq oder g, yq, y?q hat, und da wegen m>1 die Schar 
der gemeinsamen Bahnkurven der inf. Trff. (19) bei der Gruppe (2) nicht inv. 
bleiben kann, so muß der bei (2) inv. Schar von ©! Kurven in der kan. Form der 
Untergruppe (19) die Schar y= const. entsprechen. Die Gruppe (2) muß daher 
entweder eine zweigliedrige oder eine dreigliedrige intransitive Untergruppe ent- 
halten, bei der die einzige bei der Gruppe (2) inv. Schar von ©! Kurven je nach- 
dem zweigliedrig oder dreigliedrig transformiert wird. 

Geht man nun die Lieschen kanonischen Formen der Gruppe durch, die . 
die Schar x = const., sonst aber keine Schär von @! Kurven inv. lassen, so braucht 
man jedenfalls nur die zu berücksichtigen, bei denen r>3 und 230 ist und 
bei denen die Kurven & = const. mindestens zweigliedrig transformiert werden. 
Unter allen diesen Gruppen gibt es keine, die eine zweigliedrige intransitive 


4 Untergruppe enthält, bei der die Kurven «= const. dreigl. transformiert werden. 


Der Fall r—m=3 kann daher überhaupt nicht vorkommen. Dagegen gibt es 
vier solche, die eine zweigl. intrans. Untergruppe enthalten, bei der die Kurven 
= const. zweigl. transf. werden, nämlich diese: 


0) ygq, p, 2ap+yq @’p+xyg 

(Abh. X, $. 265, Nr. 14) mit der inv. Diffgl. 2.0. „"=0(r=4, m=2). 
() 4,29, .., a °q,p, ap (r>3) 

(a. a. 0. 8. 269, Nr.19 für c= 0) mit der inv. Diffgl. yd—0. 


0) 9,294... a °q, ya, 2, ap (r>4) 

(a. a. O. 8. 271, Nr. 21) mit der inv. Diffgl. yd—0. 

(IV) 1,89 ..., 8" "°q, yq, p, xp, ap +(r—d)eyg (r>5) 
(a. a. 0. S. 272, Nr. 23) mit der inv. Diffgl. 

(21) TI AI. 


Die inv. Diffgl. (r — 3)-ter 0. „9 —0, die bei der dritten Gr. auftritt, und die 
bei der vierten Gr. inv. Diffgl (r — 4)-ter 0. y"-9—=0 sind dabei unberücksich- 
tigt gelassen, weil nur der Fall m=r— 2 in Betracht kommt. 

Von diesen vier Gruppen scheiden jedoch hier die beiden letzten aus. Bei 
(III) ist nämlich y—= x”? eine Integralk. von allgemeiner Lage für die inv. Diffgl. 
y9d—0, und diese Integralk. bleibt zwar bei gerade zwei unabh. inf. Trff. 


p+er— 3a" tg, zp+r—3)yg 
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inv., aber die von diesen inf. Trff. erzeugte zweigl. Gruppe ist nicht intransitiv. 
Andererseits ist bei der letzten Gruppe y=.x”"* eine Integralk. von allg. Lage 
für die inv. Diffgl. (21), denn sie ist keine Integralk. der anderen inv. Diffgl. 
yr-9 —= 0; diese Integralk. gestattet auch gerade zwei unabh. inf. Trff. der Gruppe, 
nämlich: 

p+r— ag, zp+r— ya, 


aber die von diesen inf. Trff. erzeugte zweigl. Gr. ist ebenfalls nicht intransitiv. 
Bei der Gruppe (I) dagegen gestattet jede Integralk. y=ax-+b der inv. 
Diffgl. y’” = 0 die zweigl. Untergruppe: 


(ax +b)ptayg, (ax +ba)p+ azxyg, 


und bei (ID) gestattet jede Integralk. y=w+ta2+:::+ VS. der inv. 
Diffgl. y’7? = 0 die zweigl. Untergruppe 


?+( +2,04: +(r— 3)a,_,a9)g 
xp-+ (ac + 2a,0° + + (r—3)a,_ze%g. 


Beide Male ist die betreffende Untergr. intransitiv und gehört dem Gruppentypus 
4, yq an; überdies steckt jede dieser beiden zweigl. Gr. als invariante Unter- 
gruppe in einer dreigliedrigen Untergruppe Man erhält diese dreigl. Untergr. 
im ersten Falle durch Hinzufügung der inf. Trff. ygq, im zweiten durch die von g. 
Demnach sind beide Male die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
den hier betrachteten Fall erfüllt, und es gilt der Satz: 


Kennt man von einer gew. Diffgl. m-ter O. (m>1) r unabh. inf. P.T., die 
eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, bei der die Det. 4 nicht identisch verschwindet, 
und ist r>m+ 1, so können die Integralk. der Diffgl. om Allgemeinen ohne Inte- 
gration aufgestellt werden; nur wenn m=r— 2 ist und die Gruppe eine der ka- 
nonischen Formen (D), (II) besitzt, ist eine Quadratur erforderlich. 


Nunmehr sei m—=r—1, aber wieder m >1, also r>3, und außerdem, wie 
bisher, 4= 0. Es gibt dann im Ganzen &! verschiedene inv. Diffgl. (r — 1)-ter O., 
die in der Form: J,_,=c geschrieben werden können, unter J,_, die niedrigste 
Differentialinvariante der Gruppe (2) verstanden. Ist (1) eine beliebige dieser 
Diffgl., so gestattet die se von (1), die durch ein allgemein gelegenes Ele- 
DERED U. N, 55 y??) geht, eine und nur eine inf. Trf. der Gruppe .4 Dr 


(k=1,...,r), nämlich diese: .' 
.r—1 


Zf= De Sax >. 


wo die Funktionen A, durch die Identität: 


.r—1 


a > nf eAf 


definiert sind. Jede solche allg. gelegene Integralk. von (1) ist daher eine Bahnk. 
der inf. Trf.: 
1..r-1 


k 


der Gruppe (2). Da das für jede der &! Diffgl. J._, = gilt und da diese zu- 


. Pr . A 
sammengenommen &” verschiedene Integralk. haben, so müssen die «©”” inf. 
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Trff. der Gruppe (2) insgesamt &” verschiedene Bahnk. besitzen, die sich auf die 
ao! Diffgl. J,_, — e verteilen. 


Unter den r— 1 Funktionen A, (x, Ye ye-2), die zu einer gegebenen 
inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. (1) gehören, gibt es entweder r—1 oder r— 2 von 
einander unabhängige. Im ersten Falle stellen die Gl. %,=A% (k=1,...,r—ı) mit 
den willkürlichen Parametern A? die Integralk. von (1) dar, und den oa”! Inte- 
gralk. entsprechen ©”! verschiedene inf. Trff. 3/. Jede inf. Trf. allgemeiner 
Lage der Gruppe (2) läßt daher eine und nur eine Integralk. von (1) inv., d.h. 
unter den ©! Bahnk. von #%f gibt es stets eine aber auch nur eine, die Integralk. 
von (1) ist. Hiernach leuchtet ein, warum (1) ohne Integration erledigt werden 
kann. Man braucht ja nur bei jeder inf. Trf. 3/ unter ihren ©! Bahnk. die eine 
auszusuchen, die (1) erfüllt, und das ist offenbar ohne Integration ausführbar. 

Gibt es unter den Funktionen A,, die zu einer gegebenen inv. Diffgl. (r — 1)- 
ter O. gehören, bloß r — 2 von einander unabh., so können Ya annehmen, daß 
das A), ..., A,_, sind, während A,_, in der Form S(A,, ..., _,) darstellbar 
ist. in diesem Falle bestimmen die r—1G6l. are, eine is von »” El. 
(r — 2)-ter O., in der die durch das El. x,, Yos +, yY =? gehende Integralk. von 
(1) enthalten ist. Aber dieser Mann. gehören im Ganzen »' Integralk. von (1) an, 
die bei der inf. Trf. Zf und auch bei 3/ alle gleichzeitig inv. bleiben und die 
mithin nichts anderes sind als die Bahnkurven von: 


1...r—2 


-Xrf- FUxXr—aa,..., M_IX,_ıf- 


k 


Die Integralk. von (1) sind daher die sämtlichen Bahnkurven aller &” 7% nF. CHE, 
3f, die Größen 40, ..., 40_, als willkürliche Parameter aufgefaßt. 
Damit es unter R% Funktionen A,, die zu einer inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. 


‘ (1) gehören, bloß r — 2 von einander unabh. gibt, ist, wie wir auf 8. 651 gesehen 


haben, folgendes notwendig und hinreichend: Die eingl. Gruppe: 


3 ER iz 


B/=Xr—- Darf, 
k 


bei der die durch ein El. &,, Yo, ---» ye- =D yon allg. Lage gehende Integralk. 


von (1) inv. bleibt, muß in einer zweigl. Untergr. von (2) als inv. Untergr. ent- 
halten sein. Soll insbesondere dieser Fall für jede bei der Gruppe (2) inv. Diffgl. 
(r — 1)-ter ©. J,_],=e eintreten, so muß überhaupt jede inf. Trf. von allg. Lage 
der Gruppe (2) zu einer solchen zweigl. Untergruppe in dieser Beziehung stehen, 
denn jede Bahnk. von allg. Lage einer inf. Trf. allg. Lage genügt einer der »! 
inv. Diffgl. J,_,=e. Es muß also dann zu jeder inf. Trf. 3/ von allg. Lage 
eine solehe inf. Trf. Yf der Gruppe (2) vorhanden sein, daß eine Relation von 
der Gestalt (Y3)=«aBf besteht (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 15), und da 3/ eine 
inf. Trf. von allg. Lage ist, muß a verschwinden (a. a. OÖ. Bd. III, Kap. 28, S. 745, 
Satz 22). 

Soll daher jede bei der Gruppe (2) inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. eine Quadratur 
erfordern, so muß es zu jeder inf. Trf. von allg. Lage der Gr. (2) eine von ihr 
unabh., mit ihr vertauschbare inf. Trf. der Gruppe geben. Geht man nun die 
kanonischen r-gliedrigen Gruppen durch, bei denen = 0 und r >2 ist, so findet 
man, daß nur die folgenden Gruppentypen ‘die eben beschriebene Eigenschaft 
besitzen: 

1. Die allg. proj. Gr. $. 252, Nr. 3. Jede inf. Trf. von allg. Lage ist näm- 
lich innerhalb der Gr. mit einer inf. Trf. von der Form: xp + cyq gleichberechtigt 
(vgl. Abh. XIX, 8. 479; Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 5, S. 85), wo die Werte c=0, 
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1, 2, — 1, 4 auszuschließen sind; aber @p + cyq ist mit jeder inf. Tıf. Axp + uyg 
vertauschbar. 

2. Die allg. lin. Gr. S. 250, Nr. 2. Auch hier ist &p-+cyq der Vertreter 
einer inf. Trf. allgemeiner Lage. 

3. Die Gruppe: p, q, yq 8. 257, Nr. 5. Die inf. Trf. von allgemeiner Lage 
p+(-+ry)q (y=+0) ist mit jeder inf. Trf. Ap + u(ß +yy)q vertauschbar. 
. 2, xp, q, yq 8. 258, Nr. 6. 
..2, q, 99, Y?’q S. 260, Nr. 9. 
.P, xp, q, yq, y’q 8: 261, Nr. 11. 
.P, x», xp, q, yq, y*q 8. 262, Nr. 12. 
.yq, P, 22p-+yq, @’p-+ xygq S. 265, Nr. 14. Hier gibt es rogar eine aus- 
gezeichnete inf. Trf., die mit allen inf. Trtf. der Gruppe vertauschbar ist, näm- 
lıch yg. 

9. X, .:., X,_19% p 8. 267, Nr. 17'), sobald in den Relationen: 


19 OU pP 


[e +) 


..r—1 


1 
k 


die Determ. der Konstanten «;, verschwindet. Dann und nur dann gibt es zu 
jeder inf. Trf. von allg. Lage: p-+ &a,X,q eine mit ihr vertauschbare inf. Trf. 
Zb,X;g. Die b, müssen den Gl. Zb,«,,=0 (k=1,...,r—1) genügen, und ihre Ver- 
hältnisse sind vollständig bestimmt; in der Determ. der «,, können nämlich nicht 
alle (r — 2)-reihigen Determ. verschwinden, weil sonst zwischen X,,..., X,_ 
eine lin. hom. "Relation mit konstanten Koeff. bestände. Die inf. Tıf. Z5,X,q 
ist daher eine ausgezeichnete inf. Trf. der Gruppe. 

1. X,9, --., X,_9 99 p 8. 268, Nr. 18. Zu jederinf. Trf. von allg. Lage 


r 


p+(ßy+Zp,X,)g gibt es eine mit ihr vertauschbare inf. Trf. (yy+ 2y, X). , 
11.4, 29 ..., a "°q,p, cp+eya(r>3; c#r—2) 8. 269, Nr’19, aber 
nur für die Werte e=0,1,...,r —3. Für jedes solche ce ist nämlich die inf. 


Trf. von allg. Lage: 
0...r—8 


+e)p+eyg+ Duatq_ 
k 


mit der inf. Trf. (@ + «)g vertauschbar. 
12.9, 29, ..., a "tg, yq, P, xp(r>4) 8.271, Nr. 21, denn die inf. Trf. 


von allg. Lage: j 


0..r—4 r 
(+ e)p + ßya+ Ihre + tg 
k 
ist mit der inf. Trf.: 
0..r—4 ß 
y+ DI --w+teit)g 
EUREN 
vertauschbar. 
182. 0,.:200, 2: Tag, p, 22p + (r—4)yg, &p+(r— 4xyq(r>4) S. 271, 
Nr. 22 für gerade r— 21-4. Dann ist nämlich die inf. Trf. von allg. Lage): 
2zp+(r—4)yg+ X P,x*g mit der inf. Trf. x’ q 'vertauschbar. 





1) Die Konstante e kann gleich Null gesetzt werden; vgl. die Anm. zu 
S. 126, 2. 9f. 

2) Man beachte, daß xp eine inf. Trf. von allgemeiner Lage in der dreigl. 
Grappe p, xp, x*p ist (Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 2, $. 13—15). Das überträgt 
sich auf jede gleichzusammengesetzte dreigl. Gruppe. 
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14.929, ...,.@"°q, yq, m 20p + r—d)yq, @’p+(r —d)ayp (r>5) 
S. 272, Nr. 23, denn die inf. Trf. von allg. Lage’): 





0...r-5 
ep +Pßyg+ I ß;x*q 
k 


ist mit der inf. Trf.: 


0...r—5 ß 
(+ PA: =). 
k 

-  vertauschbar. . 

. Sind J._,=e die »! Diffgl. (r —1)-ter O., die bei einer dieser vierzehn 
- Gruppen inv. bleiben, so verteilen sich die ©” Bahnkurven der "1 inf. Trff. 
allg. Lage der Gruppe (2) derart auf diese Diffgl., daß für jede inf. Trf. alle o! 
Bahnkurven eine ganz bestimmte Gl. J._7= € befriedigen. Bildet man daher zu 
_ der Difigl. J._,=c die Funktionen Ay... 4,2] und sind A,,..., A._9, von 
“ einander unabhängig, so besteht eine Relation: 1,1 md: _g 6), wo 8 
- nicht von e frei ist. Die Integralk. der Diffgl. J „_ı € Sind dann die sämtlichen 
Bahnkurven der &r-2 inf. Trff.: 














1...7 2 


LI- INKL, 2... dx, fh, 
k 


die A? als willkürliche Parameter aufgefaßt. 
Wir haben uns hier auf die inv. Diffgl. J._,=e beschränkt, deren Integral- 
kurven die Bahnkurven von inf. Trff. allgemeiner Lage sind. Für besondere Werte 
von e kann aber der Fall eintreten, daß alle Integralk. von J__,=c die Bahn- 
 kurven von inf. Trff. besonderer Lage sind. Eine inf. Trf. von besonderer Lage 
- kommt jedoch hierbei nur dann in Betracht, wenn die von ihr erzeugte einglie- 
 drige Gruppe nicht in einer drei- oder mehrgliedrigen Untergruppe von (2) als 
inv. Untergruppe enthalten ist, denn nur dann genügen ihre Bahnk. einer inv. 
Diffgl. von (r — 1)-ter, aber keiner von niedrigerer O. Bei der Gruppe (1) z. B. 
befriedigen die Bahnkurven der inf. Trf. p + yq, die nicht von allgemeiner Lage 
- ist, eine inv. Diffgl. von 7. O., aber keine von niedrigerer O. Bei der Gr. (14) ist: 








0...r—5 


zp+kyg+ DBux“g 
ä u 


- für jeden der Werte k—0, 1,...,r—5 eine inf. Trf. von besonderer Lage, deren 
Ä Bahnkurven einer inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. genügen. 

Da die Besprechung aller einzelnen Fälle zu weit führen würde, begnügen 
wir uns damit, festzustellen, daß jede Diffgl. (r—1)-ter O., die bei einer. 
r-gliedrigen Gruppe von einem der Typen 1, ...., 14 invariant bleibt, 
eine Quadratur erfordert. 

Andererseits mögen auch noch die Gruppen aufgezählt werden, bei denen 
- eine inf. Trf. von allg. Lage niemals mit einer anderen inf. Trf. der Gruppe ver- 
tauschbar ist: ; 

1*. Die spezielle lineare Gr. $. 249, Nr. 1. 

2*. 9, , zp+cyg(c=#0, 1) S. 258, Nr. 7. 

3*. p+q, zp+yg, x&’p+y”q 8. 260, Nr. 10. 


4*. p, 22p + yq, x’p + xyq, die projektive Form der Gruppe S. 264, Nr. 13, 
- Vgl. 8. 679, 2. 6—8. 


1) Siehe Anm. 2 vor. Seite. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 42 
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»-ı% p S. 267, Nr. 17, sobald in den Relationen (22) die 
Determ. der «,, nicht verschwindet. 

6.0... a0’, pm ap+cyq(r>3; c+#r—2) 8.269, Nr. 19, wenn 
ce keinen der Werte 0, 1,...,r— 3 besitzt. 

7.4, ap + (Fr —Yy+ta?)girS3) 8. 270, Nr. 20. 

8*.q,89 a tq, p, 2ap+lr— HMyg ep +r—Nayglr>s 8. 271, 
Nr. 22 für ungerade r=21-+5. 

Sind J,_,=e die »! Diffgl. (r — 1)-ter O., die bei einer dieser acht Gruppen 
inv. bleiben, so liefert ein Wert ce von allgemeiner Lage immer eine Diffgl. (1), 
bei der die Funktionen A,,..., A,_, von einander unabhängig sind. Die &” 


ee ER 


Bahnkurven der ©”! inf. Trff. allg. Lage der Gruppe (2) verteilen sich demnach 
derart auf die @! Diffgl. J,_,=c, daß für jede Bahnk. von allg. Lage einer inf. 
Trf. von allg. Lage J__, konstant wird, daß aber zwei verschiedene Bahnk. der- 
selben inf. Trf. verschiedene konstante Werte von J,_, liefern. 

Eine Diffgl. (r — 1)-ter O., die bei einer unserer acht Gruppen inv. bleibt, 
kann daher im allgemeinen ohne Integration erledigt werden, jedenfalls immer 
dann, wenn die Konstante c in der entsprechenden Gl. J._,= einen Wert von 
allgemeiner Lage hat. 

Es ist aber denkbar, daß es sich für besondere Werte von c anders verhält. 
Dieser Fall kann nur dann eintreten, wenn in der Gruppe (2) eine inf. Trf. von 
besonderer Lage vorhanden ist, die eine eingl. Gruppe erzeugt, welche in einer 
zweigliedrigen Untergruppe von (2) als inv. Untergr. enthalten ist, nicht aber in 
einer drei- oder mehrgliedrigen. In der Tat finden wir so auch bei fast allen 
Gruppentypen 1* bis 8* invariante Diffgl. (r — 1)-ter O., die Quadraturen erfordern. 

1**, Bei der fünfgl. speziellen lin. Gr. nimmt die Diffgl. 9, = 0 (S. 250) unter 
den inv. Diffgl. 4. O. eine Ausnahmestellung ein. Ihre Integralk. sind die Para- 
beln, und die Parabel y—= 4x? bleibt bei der eingl. Gr. p+ xq inv., die in der 
zweigl. Untergr. p + xgq, q als inv. Untergr. steckt. 

2** Bei der Gruppe 9, ,xcp-+ceyg(ce#0,1) ist die Difig. , ==, 
(S. 259) ausgez. Ihre Intergralk. sind die Bahnk. der inf. Trff. «ep + Pq der inv. 
Untergr. p, q. 

3**. Bei der Gr. p+g, 2p-+yg, «’p + y”q ist die Diffgl. 9, —=4 ($. 261) 
ausgezeichnet; unter ihren Integralk. befinden sich die Bahnk. y — «= const. der 
inf. Trf. p+q, die in der zweigl. Untergr. p+q, 2p + yq inv. ist. 

4**, Bei der Gr. p, @p-+yq, xp + 2xygq ist die Diffgl. p, = 2yy”— y’=0 
(8. 265) ausgezeichnet, unter deren Integralk. die Bahnk. y = const. der inf. Trf. 
p enthalten sind. Für die proj. Form der Gruppe ($. 679) ist es die Diffgl. y’’ = 0. 

6**, Bei der Gruppe q, &q,...., 2" "°q, p, ep-+teya(r>3; c=#0,1, 2, 

., r— 2) ist die inf. Trf. p + &a,x*q mit der inf. Trf. q vertauschbar und ihre 
Bahnk. sind Integralk. der inv. Diffgl. y"="—=0, die man erhält, indem man die 
niedrigste Diffinv. der Gruppe (s. S. 270) gleich Null setzt. 

7°*. Bei der Gruppe g, 29,...., 2°, 2, 2p+ (er —Dyta’")atr>3) 
gilt dasselbe. 

8**, Bei der Gruppe 9, &% ---, tg, p, 2xp + (r —A)ygq, &’p+(r—Hxyq 
(r—=21-+5) sind die Bahnk. der inf. Trf. p + Za,x*gq keine Integralk. der Diffgl. 
y’-®9 —0, der einzigen inv. Diffgl., deren Ordnung <r— 1 aber —>1 ist, da- 
gegen befriedigen sie die inv. Diffgl. r —1)-ter O , die durch Nullsetzen der 
niedrigsten Diffinv. , der Gruppe (s. $. 272) erhalten wird. 

Wir können demnach den Satz aussprechen: 

Kennt man von einer Diffgl. m-ter O. (m>1) m +1 unabh. inf. Trff., die 
eine (m + 1)-gl. Gruppe erzeugen, so kann man die Integralk. der Diffgl. im allge- 
meinen ohne Integration angeben, wenn die Gruppe einem der Typen 1*, ..., 8* 
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angehört. Die einzigen Ausnahmen bilden die unter 1**, ..., 8** gekennzeichneten 
Diffgl., bei deren jeder eine Quadratur erforderlich ist. 


Es sei zweitens 4=0, aber die Gruppe (2) immer noch transitiv, so daß in 
(10) nicht alle zweireihigen Det. identisch verschwinden. Jede Gruppe (2) dieser 
Art gehört einem der unendlich vielen Typen !) an: 


Ga. ag Bm Per — Dya. r>3 

Jetzt hat die Gruppe (2) wieder nur eine Diffinv. von niedrigerer als r-ter O. 

und zwar eine von (r— 2)-ter O., die J,_, heißen möge. Es gibt »! inv. Diffgl. 

(r — 2)-ter O., die auf die Form: J_,= = Ci gebracht werden können, außer- 

dem aber zit es nur zwei inv, Diffgl., deren Ordnung r nicht übersteigt, nämlich 

eine von erster und eine von (r — 1)-ter Ordnung. Letztere erhält man, indem man 

in.der Matrix (8) für m=r alle r-reihigen Det. gleich Null setzt, aber auch durch 

vollständige Difterentiation der Gl. J,_,— Const. nach x. Ausgezeichnet ist der 
Fallr=3, weil da die @! inv. Diffgl. (r — 2)-ter O. alle von erster O. sind. 

It m—=r— 2 oder =1, so verschwinden in der Matrix (8) die (m + 1)-reihi- 

gen Determ. nicht alle identisch ?2) und ebenso in der Matrix (9) nicht alle m-rei- 


‚higen Determ. Infolgedessen kann man in beiden Fällen genau dieselben Be- 


trachtungen anstellen wie vorhin für 4=#0; die Integration von (1) erfordert da- 
her sicher höchstens eine Quadratur. Aber in Wahrheit ist niemals eine Quadra- 
tur nötig. 

In der Tat, es sei zunächst m —=1 und r>3. Bei der kanonischen Form 
der Gruppe ist 1:y' =0 die einzig inv. Diffgl. 1. O.; diese aber bleibt bei. der 
(r — 2)-gliedrigen intransitiven Gruppe g, 29, ..., @"”°q inv., deren inf. Trff. 
sämtlich die Integralk. der inv. Diffgl. zu Bahnkurven haben. Da es unter diesen 
inf. Trff. sicher zwei unabhängige vertauschbare gibt, so ist die inv. Diffgl. 1. O. 
ohne Quadratur lösbar, wie wir nachher bei BeBach Une des Falls einer intransi- 
tiven Gruppe (2) sehen werden (S. 662f.). 

Nunmehr sei m=r—2,r>3, so daß also hier auch der vorhin ausge- 
schlossene Fallm=1, r—=3 mit berücksichtigt wird. Jetzt bestehen Identitäten 
von der Form: ' 


..r—2 
(28) > TUR (au) EST, e=1,9, 
k 
wo die A,, durch die Gl.: 
1..r—2 
(24) AM = W, W=0,1,...,r—8) 


bestimmt und Lösungen der Gl. de sind, Sr zwar gibt es unter den A,, 


sicher r— 3 solche, die in bezug auf y', y”, ..., y””® von einander dnkbiängie 
sind (vgl. S. 646). Die Gl. A,,—=4°, stellen daher auch jetzt eine Mann. von 
Elem. 2, y, y', ..., yr- 3) dar, die von Integralk. der Gl. (1) erzeugt ist und der 


jede Integralk. von (1) angehört, die durch ein den Gl. 4 RS ‚ genügendes 
Elem. (r — 3)-ter O0. geht. Da wieder Relationen von der ‚Pen (15) bestehen, so 
bestimmen die Gl. A,,=4%,, wenn man &,, Yyy -:-, 90°) als willkürliche Para- 
meter auffaßt, eine bei der Gruppe Re r 3) f invariante Zerlegung des R,_, der 
Elemente (r — 3)-ter O. 


T- 





1) Abh. X, 8. 269, Nr. 19 für c=r; die Gruppe $. 273, Nr. 24 ist darunter 
als besonderer Fall enthalten, denn sie entspricht bei der auf 8. 269 gewählten 
Bezeichnung dem Werte: r= 1. 

2) Für m—r— 2 folgt das daraus, daß die Gruppe keine Diffinv. (r — 3)-ter 
©. besitzt, für m—1 aus der Beschaffenheit der Matrix (10). 


42” 
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Da die Elemente (r — 3)-ter O. bei der Gruppe AUF transitiv transfor- 
miert werden, so gestattet jede Integralk. von (1) gerade zwei unabh. inf. Trff. 
der Gruppe, und zwar gestattet die durch das El. &,, %,, ---, 0° gehende In- 
tegralk. die inf. Trff.: 

1.73 
ZI dk e=1,9, 
k 


die eine zweigl. Untergr. erzeugen. Sind nun unter den A,, bloß r— 3 von ein- 
ander unabhängige vorhanden — das ist der Fall, wo noch eine Quadratur er- 
forderlich ist —, so lassen die inf. Trff. Z,f offenbar zugleich alle die oo! Inte- 
gralk. von (1) inv., die den Gl. A,,=4?, genügen. Die zweigl. Untergruppe: 


BfeL.,,,f I &ır (r=1,9) 


läßt dann ebenfalls diese ©! Integralk. inv. und ist daher intransitiv, außerdem 
steckt sie (vgl. S. 650f.) in einer dreigl. Untergruppe von (2) als inv. Untergruppe. 
Nun hat jede inv. Diffgl. (r — 2)-ter O. der kanonischen Gr. die Form y""9—e 
(Abh. X, S. 269) und jede Integralk. 


! —3 c _ 
yaytyat+a,_ge Ferse 2 


dieser Diffgl. bleibt bei der zweigl. Untergruppe: 


EL [4 ir 
p+eg+202g44+ Fer 3)a,_;X !g+ vn® 3q 


pt r —- By — (r - Hua —(r— H)a,rg——a,_sa"q 


inv., aber diese Untergr. ist weder intransitiv noch steckt sie in einer dreigl. 
Untergruppe als inv. Untergr. Demnach führt die Annahme, daß unter den A,, 
bloß r— 3 von einander unabh. vorhanden sind, auf einen Widerspruch, und es 
ist jede bei der Gruppe (2) inv. Diffgl. (r — 2)- „ter OÖ. ohne Quadratur lösbar. Wir 
erwähnen noch, daß die eben aufgestellte zweigl. Untergr. nur eine einzige Kurve 
inv. läßt, nämlich die gemeinsame Bahnk. ihrer inf. Trff., die durch Nullsetzen 
der Det. der Koeff. von p und g erhalten wird und die keine andere ist als unsere 
Integralkurve. u 


Kennt man von einer gew. Diffgl. m-ter O.gerade r—= m + 2 unabh. inf. Trff., 
‘die eine r-gliedrige Gr. erzeugen, und ist diese Gr. transitiv, während die zugehörige 
Det. 4 identisch verschwindet, so können die Integralk. der Diffgl. ohne Integration 
aufgestellt werden. 


Betrachtet man &,, Y%9, - ++» y=® und e,, e, als willkürliche Parameter, so 
ist offenbar 3, f+&8,f die allg. inf. Trf. der Gruppe (2). Hierin liegt, daß 
jede inv. Diffgl. (r — 2)-ter O. J,_,= unter den ©' Bahnk. jeder allgemein ge- 
legenen inf. Trf. der Gruppe (2) eine und nur eine zur Integralk. hat, und das ist 
der Grund dafür, daß jede solche Diffgl. ohne Integration erledigt werden kann. 
Man sieht überdies, daß 2008 Bahnk. von allg. Lage einer inf. Trf. von allg. Lage 
EISEN für gerade &©' verschiedene inf. Trff. der Gruppe (2) Bahnk. ist. Die 
"1 inf. Trif. der Gruppe (2) besitzen daher im Ganzen nur «” a6 verschiad an 
Bahnkurven, und diese Bahnk. zerfallen in ©! invariante Scharen von je a 
derart, daß die ©! Bahnk. jeder inf. Trf. von allg. Lage sich auf diese ©! Scharen 
verteilen. Das ist der Grund für das Auftreten der Diffinv. (r — 2)-ter O. 
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Es sei andererseits m—=r—1. Dann ist: 


KERN, PER E10 01 
un ck rer FG a) 
und: FR 
ER on 
dx ayr-9' 
also wird: : 
AJ, _, =. 
Die Identitäten (7) liefern in unserem Falle für f— St 
0...r—2 5 on Pe 
= A! Wet (k=1,...,r), 


u 
und da J,_, sicher wenigstens yr-2 enthält, so müssen in der Matrix: 


85) | m, AW,: AI, 
| 


alle (r— 1)-reikigen Det. identisch verschwinden. Mit den (r — 2)-reihigen ist 
' das dagegen nicht der Fall, denn die aus den ersten r — 2 Spalten von (25) ge- 
bildete Matrix läßt sich auch schreiben: 


SL 
8 
a 
& 
| 
= 


_ und in ihr verschwindet überhaupt keine (r — 2)-reihige Determinante identisch. 
. Sonst bestände nämlich zwischen W,, ..., W, eine lineare hom. Relation: 


mit konstanten Koeffizienten, was wegen der Unabhängigkeit der inf. Trff. X,f 
ausgeschlossen ist. 

Aus den für m—=r— 1 gebildeten Gl. (7) folgen daher zwei Relationen von 
der Form: 








1..r-2 
(26) Kl IK Pr e,Af 0-12), 
Ö k 
wo die A,, durch die Gl. 
I vers 
(27) A"W,_3,, = D4,,4"W, 0 M=01,..,r-2) 
a 


bestimmt und Lösungen von Af=0 sind. Man braucht jedoch von diesen Gl. 
_ nur die r—2 ersten zu berücksichtigen, da die letzte, für u=r—2, aus den 
übrigen folgt. Durch solche Betrachtungen, wie wir sie schon früher ($. 646) an- 

gestellt haben, erkennen wir jetzt, daß sich unter den h,, Jedenfalls r — 2 solche 
_ befinden, die i. B. auf y‘, y”,..., y”? von einander unabhängig sind. Die Gl. 
Ay, 4), stellen nun augenscheinlich eine Mann. von Elem. (r — 2)-ter O. dar, die. 
von Integralk. von (1) erzeugt ist. Ferner bleibt die durch das El. 2 Yo 


 ym=2) gehende Integralk. von (1) bei den beiden inf. Trff, 


.., 


1...r—2 . ; 
Ze, r2 Iren 6=1,9 
k e 
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invariant, die eine zweigliedrige Untergruppe erzeugen, und dasselbe gilt über- 
haupt von jeder Integralk. von (1), die den Gl. A,,— 4), genügt. 

Aber unsere inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. hat für die kanonische Gruppe die 
Form: y"=® —0 und ihre Integralk. sind die Integralk. der @! inv. Diffgl. 
9 c. Aus dem Früheren folgt daher, daß die zweigl. Untergruppe: 


1.12 
BILD, If e=1,2), 
k 


jedenfalls dann, wenn &%,, Yo - ++» y? =? ein Elem. von allgemeiner Lage ist, 
transitiv ist und keine andere Integralk. von (1) inv. läßt als die durch das be- 
treffende Element. Hieraus geht hervor, daß die Gl. 4,,=4), die allgemeine In- 
tegralk. von (1) darstellen, daß es also unter den A,, gerade r — 1 von einander 
unabhängige gibt. 

Kennt man von einer gew. Diffgl. m-ter O. gerade m +1 unabh. inf. Trff., 
die eine (m + 1)-gliedrige Gruppe erzeugen, und ist diese Gruppe transitiv, während 
ihre Det. 4 identisch verschwindet, so können die Integralk. der Diffgl. ohne Inte- 
gration angegeben werden. 


Endlich sei drittens 4=0 und die Gruppe (2) intransitiv, so daß alle zwei- 
reihigen Det. der Matrix (10) identisch verschwinden. Dann besitzt die Gruppe 
wieder nur eine Diffinv. von niedrigerer als r-ter O. und diese ist von nullter O. 
Invariante Diffgl., deren O. kleiner als r ist, gibt es nur folgende: 


Zwei Gl. 1. 0. und sonst keine, wenn die Gruppe dem Typus: gq, yq oder: 
q, yq, y*q angehört (Abh. X, S. 257, Nr. 4, S. 259, Nr. 8). 

Eine Gl. 1.0. und sonst keine, wenn die Gruppe dem Typus: X,9,..-, 
X,q (r>1) angehört (Abh. X, 8. 265, ‘Nr. 15). 

Eine Gl. von 1. O. und eine von (r — 1)-ter O., wenn die Gruppe dem Typus: 
X, +, X,_19% yq (r>2) angehört. Die inv. Diffgl. (r — 1)-ter©. wird erhalten, 
wenn man in der für m=r gebildeten Matrix (8) alle r-reihigen Det. gleich 
Null setzt. 

Wir betrachten zunächst die inv. Diffgl. erster Ordnung. 

In den beiden ersten Fällen hat die eine Diffgl. 1. O.: y’ —=.o(x, y) Integral- 
kurven, die von den Bahnkurven der inf. Trff. X,f verschieden sind.!) Jede inf. 
Trf. X,f der Gruppe liefert daher (d. Ausg. Bd. III, Abh. XIII, S. 181) einen Mul- 
tiplikator der Gl. dy— odz—=0, und zwar hat dieser den Wert 1:7,— o$,. Nun 
ist r>1, X,f=o(e, y)X,f, wo e nicht konstant ist. Der Quotient der beiden 
von X,f und X,f gelieferten Multiplikatoren ergibt daher die Integralgl. e(«, y) 
—= const. der Diffgl. y’= o. 

In den beiden ersten Fällen tritt noch eine zweite inv. Diffgl. 1.0.y=o 
auf, die zu Integralkurven die Bahnkurven der inf. Trff. X,f hat”), so daß also 
M—eo&=0 k=1,...,r). Dasselbe gilt in den beiden letzten Fällen von der ein- 
zigen vorhandenen inv. Diffgl. 1.0. Setzt man daher 


ar ton, 


so haben in allen Fällen die inf. Trff. der Gruppe die Form: X,f= 0,(&, Y) Af. 
Die Kenntnis einer einzelnen inf. Trf. bringt allerdings für die Integration von 
y = o keinen Nutzen (d. Ausg. Bd. III, Abh. XII, 8. ı81f.). Da wir jedoch hier 


1) Bei den Lieschen kanonischen Formen ist das die Diffgl. y=)°. 
2) Bei den Lieschen kanonischen Formen ist es die Diffgl. 1:4’ = 0. 





Be ee Der 


BEER. BR ne VER NE be 
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mehrere inf. Trff. kennen, so kann es, wie wir sehen werden, anders sein. Man 
ist nämlich unter Umständen in der Lage, eine inf. Trf. herzustellen, die die Diffgl. 
y = .@ inv. läßt und die alle Punkte einer beliebig gewählten Integralkurve fest- 
hält, so daß man doch alle Integralkurven ohne Integration finden kann, 

In der Tat, es seien: X, f=o,(&, yJ)Af und: X,f=o,(&, y) Af irgend zwei 
unabh. inf. Trff. der Gruppe (2), so daß der Quotient ge, :e, nicht konstant ist. 


- Die inf. Trf.: 


05 (& 3 Yo) Kı F — 9 (& » Yo) Ks f = (O5 (&o 3 Yo) 01% Y) — 01 (& » Yo) 0, (%, Y)) AF 


läßt dann den Punkt «,, y, und überhaupt alle Punkte der durch ihn gehenden 
Kurve: 


(28) 02%, Yo) 1 (X, Y) — 01 (% > Yo)Q3 (X, Y) = 0 


in Ruhe. Soll diese Kurve die durch &,, y, gehende Integralkurve von y—= o(x, y) 
sein und zwar bei beliebiger Wahl des Punktes, so muß die Gl. (28) bei beliebigen 


.&, Y%, die inf. Trf. Af gestatten, d. h. es muß: 


A(ß (Xp » yo) 0,2, Y) — 0, (&o , Yo) 03 (&, %)) 


4 vermöge (28) verschwinden, welche Werte auch x,, y, haben (Th. d. Trfsgr. Bd. I, 


Kap. 7). Hierzu ist notwendig und hinreichend, daß g,.A0,—9,.Ae, =0 oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, daß (X, X,)= 0 ist; die beiden inf. Trff. X, f, X,f 


_ müssen also vertauschbar sein (vgl. 8. 620). Dann stellt die Gl. e, :e, = Conat; 
die Integralkurven von y = w dar. Sind dagegen X,f und X,f nicht vertausch- 


bar, so ist (28) nicht die durch x,, %, gehende Integralkurve, und die Kenntnis 
der inf. Trf. X, f, X,f bringt daher keinen. Nutzen für die Integration der 
Diffgl. (1). 

Kennt man daher r >1 unabh. inf. Trff. X,f, ..., X,f, die eine r-gliedrige 
Gruppe erzeugen und eine gew. Diffgl. 1.0. y = w(x, y) inv. lassen, und haben 


diese inf. Trff. die Integralkurven der Diffgl. zu Bahnkurven, so vereinfacht sich 


‚die Integration der Diffgl. dann und nur dann, wenn die Gruppe zwei unabh. ver- 
tauschbare inf. Trff. enthält, und zwar erfordert dann die Integration nicht einmal 
Quadratur. 


Da nun die beiden Gruppen: q, yg und: q, yq, y*q keine vertauschbaren 
inf. Trff. enthalten, so ist klar, daß man in den beiden ersten Fällen aus der 
Kenntnis der Gruppe (2) keinen Nutzen für die Integration der hier betrachteten 


 inv. Diffgl. 1. O. ziehen kann. Dagegen ist in den beiden letzten: Fällen nicht 
‚einmal Quadratur erforderlich, denn jede der beiden Gruppen: X,9, ..., X,q 
- @>1) und: X,9, ..., X,_,9, yq.(r>2) enthält mindestens zwei paarweise 


vertauschbare inf. Trff. X,q. 
Es ist bemerkenswert, daß der vorhin ausgesprochene Satz nicht aus dem 


5 mehrfach benutzten Satze Bd. III d. Ausg., S. 192 folgt. ‘Der dortige Satz ist 





nämlich nur dann anwendbar, wenn man solche inf. Trff. B,f kennt, die das voll: 
ständige Syst. A, f=0,..., A,f= 0 inv. lassen und die Integralmann. des Systems 


‘wirklich unter einander vertauschen. Kennt man nur inf. Trff. B,f von der Form: 


Zylkıy ++, 2%) A,f, die jede einzelne Integralmann. in Ruhe lassen, so liefert er 
nichts. Aber auch die Kenntnis solcher inf. Trff. kann unter Umständen von 
Nutzen sein. 

Ich kann nicht sagen, ob Lie derartige Betrachtungen angestellt hat. Den 


vorhin aufgestellten Satz über gew. Diffgl. 1. O. hat er in seinen Veröffentlichun- 
gen, soviel ich weiß, nirgends ausgesprochen, doch kann ich mir kaum denken, 
‚daß er ihm entgangen sein sollte. 


Übrig bleibt jetzt nur noch der Fall der Diffgl. (r — 1).ter O., die bei einer 


Gruppe vom Typus: X,q, ..., X,_19 yq (r> 2) inv. bleibt. 
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Es sei y’d— ee YYyı ..., y”®) die bei der Gruppe (2) ivv. Diffgl. und 





af v2) Of of 
Fi} + ty Fr uhr 


Wir erinnern uns, daß wegen der Unabhängigkeit der inf. Trff. X,f keine r —1)- 
reihige Det. der Matrix: 


dW, a’? w, 
(29) Wr ds For un 
(k=1, ‚r) | 


identisch verschwindet. Nun aber sind die zweireihigen Det. der Matrix (10) alle 
identisch null, also sind die (r — 1)-reihigen Det. von (29) alle von y”!) frei und 
können daher auch vermöge: y”=» — » nicht verschwinden, was darauf hinaus- 


kommt, daß in der Matrix: 
29) | W,.AW; ... Aw, | 
| keh-.,n 
keine (r — 1)-reihige Det. identisch null ist. Die für unseren Fall gebildeten 


Identitäten (7) zeigen daher, daß zwischen Af und den 3 6 he eine und nur eine 
lin. hom. Relation besteht, die wir in der Form: 


.r—1 


Kr > X Mr—oAf 


schreiben können. Hier werden die A, durch die Gl. ! 
L..1-1 N 
(30) 4"W,= 1,4" W, (u=0,1,.. ,r-2) 
k 


bestimmt und sind Lösungen von Af=0. Nun ist in unserem Falle: 
XK/=94& WX,f (k=1,..,r-]), 


wo die g, keine lineare Gl. Eco, + c,—= 0 mit konstanten Koeffizienten erfüllen, 
demnach ist W, = 0,W,, und die Gl. (30) können, wie man leicht sieht, durch die 
folgenden: 


lL..r-1 .r—1 
(30°) 1 = Vu, 0 >; % yeh.aor-® 
i k 


ersetzt werden. Aber die kanonische Form unserer Gruppe zeigt, daß unter den 
r—1>2 Funktionen g,(&, y) zwei von einander unabhängige vorhanden sind, 
demnach bestimmt die erste der Gl. (0) y als Funktion von x und den A, und 
die übrigen bestimmen schrittweise y', v v2. 9°”? als Funktionen derselben 
Größen. Dabei kann keiner der für y, y', Be 2) gefundenen Ausdrücke von 
allen A, frei sein, denn das würde damit in Widerspruch stehen, daß die Gl. (30°) 
nach den A, auflösbar sind. Folglich können wir schließen, daß A,,...,4,_] 
.B fg, 95... Ei ?) yon einander unabhängig sind, daß wir also hier alle 
Lösungen von Af— 0 ohne Integration, auch ohne Quadratur finden. Die Integralk. 
von (1) werden einfach durch die Gl. 24,0, —=1 dargestellt, wo die A, die Inte- 
grationskonstanten sind. 


2 





i und also: 


rl are" A ee 0 ae da re An a PT a Br a are - y 
> » a Ba ET ER a Fe 3 4 Fre FE 
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Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir folgendermaßen zusammen: 


Bleibt eine gew. Diffgl. m-ter O. zwischen x und y bei r >m gegebenen un- 
abh. inf. Trff. inv., die eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, so erfordert ihre Integra- 
tion in fast allen Fällen höchstens eine Quadratur. Die einzige Ausnahme bildet 
der Fall einer Diffgl. 1. O,, wenn die gegebenen inf. Trff. eine Gruppe erzeugen, 
die einem der beiden Typen: q, yq oder q, yq, y*q angehört, und wenn die Bahn- 
kurven der gegebenen inf. Trff. zugleich die Integralkurven der Diffgl. sind. In 
diesem und nur in diesem Falle wird die Integration der Diffgl. durch die Kennt- 
nis der gegebenen inf. Trff. nicht vereinfacht. 


Damit ist die von Lie auf $. 238, Z. 3—1v.u. aufgestellte Behauptung voll- 
ständig bewiesen und zugleich gezeigt, wie sie gefaßt werden muß, wenn die 
Gruppe @G, nicht die kanonische Form besitzt. Beschränkt man sich nun auf 
kanonische Gruppen, so gibt es außer den von Lie erwähnten Fällen noch einen, 
wo die Integration ohne weiteres gelingt. 


In der Tat, es sei @, eine r-gliedrige kanonische Gruppe, bei der die Det. 4 
nicht identisch verschwindet, und J._1, J, seien ihre niedrigsten Differential- 
invarianten. Dann ist: 

dJ 
(31) Be |. 
dx 


eine inv. Diffgl. r-ter O., die allerdings wie jede inv. Diffgl. dieser Art in der 
Form: J.= f(J,_,) geschrieben werden kann, die aber unter den Diffgl. von dieser 


Form insofern eine ausgezeichnete Stellung einnimmt, als ihre Integration in 
jedem Falle höchstens eine Quadratur erfordert. Es folgt dies einfach daraus, 


daß man für jede kanonische Gruppe die Diffinv. J._; kennt und daher die 


Gl. (31) sofort durch die Gl. J__, = const. mit einer willkürlichen Konstanten er- 
setzen kann, so daß das Integrationsproblem auf eines der schon erledigten zu- 
rückkommt. Lie hat die Sache offenbar deshalb nicht erwähnt, weil das alles 
selbstverständlich ist. 

Es fragt sich nun, ob die Integration auch dann durchführbar ist, wenn die 
vorgelegte Diffgl. zwar in der Form (31) darstellbar ist, wenn aber die G,, deren 


_ inf. Trff. gegeben sind, nicht die kanonische Form besitzt, so daß man also die 
. Diffinv. J._, nicht von vornherein kennt. 


Die zu integrierende Diffgl. sei: 


y = o(a, YHyıenc yr-») 


a en _ Of 24 
Af=,,r% Dead Fr Be 


In unserem Falle ist: 


ddr-1_ 
2 Ida >% @) 


r—1 


Fra, 


also befriedigt die unbekannte Diffinv. J__, die Gl. Af=0. Andererseits ist aber 


J,_, eine gemeinsame Lösung der r unabh. Gl. nr f=0 in den r+1 Ver. 


2 Yy..., y" >, also besteht zwischen Af und den ee eine und nur eine 
lin. hom. Relation, die wir in der Form: 


..r-1 


: i 
(82) EEE IHREN aA 
k 
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annehmen können. Erinnern wir uns der Identitäten (7), die hier für m—=r zu 
bilden sind, so erkennen: wir, daß die Determ.: 


W, AW; ... A!W | 
(k=1,...,r) | 





identisch verschwindet, daß also die Diffgl. „”’—= » auch in der Form: 





geschrieben werden kann.!) Ferner ergibt sich, daß die A, durch die @l.: 


2 a x 
AHW,— D1,4"W, (w=0,1,...,r—1) 
k 


bestimmt sind, von denen übrigens die letzte, für u = r — 1, weggelassen werden 
kann. Genau wie früber (S. 646) ergibt sich nun, daß A,,..., A._, unabh. Lö- 
sungen von Af=0 sind und zwar sind sie unabh. i. B. auf y,y”, ..., y». 
Bei der Weiterbehandlung des Integrationsproblems macht es einen wesent- 
lichen Unterschied, ob die unbekannte Diffinv. J,_, sich durch A,,...,A,_, 
allein ausdrücken läßt oder nicht. In der Tat, man überzeugt sich leicht, daß 
sich jedes 2, 4, durch A,, ..., A,_, allein ausdrücken läßt: 
EN 


Man braucht ja nur den identisch verschwindenden Ausdruck: 
men 
En Xen Suafdr—ear) 
k 


zu bilden und die Relation (32) zu benutzen. Führt man an Stelle von y', ..., y” =» 
die A, als neue Veränderliche ein, so wird: 


6 of 
at, ah, 
1..r-1 Br 
x f-Xft I; ud) 24, (k=1,..,r). 
j 


Hier kann die inf. Trf. X” als überflüssig weggelassen werden, weil sie in der 
Form (32) darstellbar ist. Die übrigen r— 1 inf. Trff. ihrerseits sind nur dann 
weiter verwendbar, wenn sich aus ihnen eine inf. Trf. 


1... r—1 
(33) ed ue eh 
k 


ableiten läßt, die keine Ableitung von f nach einem der A, enthält (vgl. d. Ausg. 
Ba. III, Abh. XIV, 8. 193, Z. 18—194, Z. 9). Es kommt also darauf an, ob die 
Determ. E-+ X --- Zr_ı,„—ı von Null verschieden ist oder identisch ver- 


1) Der Faktor von y”) ist hier nichts anderes als die uns wohlbekannte 
Det. 4. 
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schwindet. In beiden Fällen kommt das Integrationsproblem auf die Integration 
der Diffgl. 1. O.: 


(34) 4 _,5,_m— hm 





zwischen x und y hinaus. Aber im zweiten Falle, wo J,_, keine Funktion von 
den A, allein ist, kennt man keine inf. Trf. in den Veränd. x, y allein, bei der 
diese Diffgl. inv. bleibt. Im ersten Falle dagegen, wo J,_, eine Funktion der 
4, allein ist, kann man die inf. Trf. (33) so wählen, daß sie nur x und y trans- 
formiert; das Integrationsproblem erfordert daher zu seiner Erledigung nur eine 
Uundrator. 

Wie man sieht, kommt unser Integrationsproblem auf die Bestimmung der 
Bahnkurven der allgemeinen inf. Trf. 

1...r—1 


X,f— ZhuX;f 
k 


der Gruppe (2) hinaus, denn die Integralk. unserer inv. Diffgl. r-ter O. sind eben 
nichts anderes als die Bahnk. der inf. Trff. dieser Gruppe. Zu demselben Ergeb- 
nisse gelangt man rt wenn man beachtet, daß die Integralk. von (1), die durch 
Bin Bi Wer ee yF =D yon allg. Lage geht, bei einer und nur einer inf. Trf. 
der Gr. X("=DF inv. bleibt, nämlich bei: 

r—1 


Zzf= u Sa 


und daß diese inf. Trf. jede der ©! Integralkurven inv. läßt, die den r— 1 Gl. 
4, =4) genügen. Daraus folgt ja, daß das Gleichungssystem: 


(35) 1,[x, a ymI)—n ER 

ein System von Diffgl. ist, das von den ©! Bahnkurven der inf. Trf. 
B/=-X,f—-EMXf 

befriedigt wird. 


Da unsere inv. Diffgl. r-ter O. den Inbegriff der »! inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. 
J,_, = econst. ersetzt, so ist zu erwarten, daß die beiden Fälle, auf die wir hier 
gestoßen sind, den beiden Fällen nice die wir auf 8. 654f. bei Betrachtung 
der inv. Diffgl. J,_, = const. zu unterscheiden hatten. Wir wollen noch zeigen, 
daß es sich wirklich so verhält. 

Ist 3/ eine inf. Trf. von allg. Lage der Gruppe (2), so befriedigen ihre »! 
Bahnk., wie wir gesehen haben, die Gl. (35). Läßt sich nun J,_, durch A, ..., 4 


ä r—1 
allein ausdrücken: J,_,—=9P(A,, ». ., A,_,), so nimmt J,_, für alle Bahnkurven 
von 3 denselben konstanten Wert p(A}, ..., 4%_,) an. Ist dagegen J,_, nicht 
durch die A, allein ausdrückbar, so wird: 

I, = Da, Yılıı -- sd, _d 


wo ®. nicht von x, y frei ist. Da nun J,_, für jede Bahnk. von 3/ einen kon- 
stanten Wert annimmt, so ist: 


Bla, y, 49 ) = const. 


M_, 


offenbar die Gl. der Bahnkurven von 3/. In diesem Falle nimmt also J,_, für 
zwei verschiedene Bahnkurven von &f zwei verschiedene konstante Werte an. 
Verbinden wir damit die früheren Entwickelungen, so erkennen wir, daß sich 
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J._; dann und nur dann durch Ay ..., A,_; allein ausdrücken läßt, wenn jede 
inf. Trf. von allg. Lage der Gr. (2) mit einer von ihr unabh. inf. Trf. der Gruppe 
vertauschbar ist. Das ist mithin die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß die Kenntnis der inf. Trff. (2) es ermöglicht, für die gew. Diffgl. 1. O. 
(34) einen Multiplikator anzugeben. Wenn nun diese Bedingung nicht erfüllt ist, 
so kann man allerdings, sobald man die Diffinv. 7 „—ı Kennt, die Diffgl. (34) und 
also auch die inv. Diffgl. r-ter ©. ohne Integration erledigen. Dagegen lüßt sich, 
sobald man J,_, nicht kennt, aus den bekannten inf. Trff. (2) weiter kein Nutzen 
ziehen als die Bestimmung der r— 1 von einander unabh. Lösungen A, der Gl. 
Af=0; ob die Diffgl. 1. O. (34) ihrerseits Vereinfachungen zuläßt, bleibt dahin- 
gestellt. 

Wir haben hier die Diffgl. (1), die bei den bekannten inf. Trff. invariant 
bleibt, nur von einem Gesichtspunkte aus untersucht. Wir haben uns nämlich 
darauf beschränkt, die Integrationsvereinfachungen zu ermitteln, die auf Grund 
von Lies allgemeiner Integrationsmethode aus dem Jahre 1874 erreicht werden 
können. In gewissen Fällen kann man noch andere Integrationsvereinfachungen 
erzielen, wenn man sich darauf stützt, daß die Überführung der Gr. (2) in ihre 
kanonische Form im allgemeinen höchstens Quadraturen verlangt und daß nur 
bei den beiden Gruppentypen q, yq und 7, 99, y*q die Integration einer allge- 
meinen gew. Diffgl. 1. O. erforderlich ist (Abh. X, 8. 280f.). Die Quadraturen, die 
wir in einzelnen Fällen nicht vermeiden konnten, lassen sich auf diese Weise zum 
Teil ersparen. Insbesondere kann die vorhin betrachtete Diffgl. r-ter O. auch in 
den Fällen, wo wir sie nur auf eine gew. Diffgl. 1.0. zurückführen konnten, 
immer durch Quadratur erledigt werden. Es erscheint mir Jedoch nicht nötig, 
das im Einzelnen auszuführen. 

8.238, Z.1 v.u.—239, Z.5. Ausgeführt in Abh. XI, S. 282—310. Allerdings 
sind dort die Gruppen, die unendlich viele Diffgl. 1.0. inv. lassen, nicht mit be- 
handelt, also die folgenden: 


P,,aPp+tYyI Hap+yG 29,9 4. 
Hat man eine bei der ersten Gruppe inv. Diffgl. 3.0. (Abh.X, 8. 273, Nr. 24) 


Yy=yflyı), 


so führt man die niedrigste Diffinv. y, der Gruppe als unabhängige Veränderliche, 
eine Diffinv. der inv. Untergruppe », q, nämlich Ya, als unbekannte Funktion, ein 
und bekommt eine Diffgl. 1. O.: 
a = y,fWı) 

zwischen y, und %,, die durch eine Quadratur integriert. wird. Man gelangt so 
zu einer Diffgl. 2.0. y, = cp(y,). die die inv. Untergruppe p, q gestattet und die 
zwei von einander unabhängige Quadraturen erfordert (d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 
S. 204, Nr. 14). 

Gestattet eine Diffgl. 2. 0. die Gruppe g, &p+ygq (8. 273, Nr. 25), so hat 
sie die Form: 


1 
„= )- 


Betrachtet man hier die Invariante x der inv. Untergruppe q als unbekannte Funk- 
tion, so erhält man zwischen x und y, die Diffgl. 1.0. 


dx day, 


zz fi)’ 
die eine Quadratur erfordert. Eine zweite Quadratur liefert y als Funktion von x. 
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8. 239, 2. 6—8. Vgl. außer Abh. I, S.7f. (1874) auch Abh. II, S.9, Abh. III, 
8. 42 (1876); Abh. V, S. 194 (1878) und die Selbstanzeigen von V,8.197f. (1879), 
ferner d. Ausg. Bd.III, Abh. XIV, S.205 (1874); Abh. XXXIL, 8.467f. Nr. 3 (1881); 
Abh. XXXVI, S. 525—529 (1881); Abh. XXXVII, S. 535, Z. 15—17 (1882); Abh. 
XXXVII, S. 543—546 (1882); Abh. XL, 8. 553 (1882). 

8.239, 2. 8f. Der Entwurf zu diesem Vortrage ist erhalten und befindet sich 
in Lies handschriftlichem Nachlasse, der auf der Universitätsbibliothek zu Kri- 
stiania aufbewahrt wird; er gehört dem Packet Nr. XXVII an, Abt. 19. Ich lasse 
ihn nachher in einem Abdrucke folgen. 

8.239, 2.10—12. Lie ist nicht dazu gekommen, etwas darüber zu veröffent- 
lichen. 

8.239, Z.14—16. Math. Ann. Bd. XI, 1877, S.517—519 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 
$ 12); Bd. XVI, 1880, 8. 526 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 20). Vgl. auch d. Ausg. 
Bd. III, Abh. XIV, 8. 188—205. 


Der Vortrag, 


den Lie am 3. Nov. 1882 vor der Societe Math&matique de France gehalten hat. 

J’ai l’hardiesse de vouloir essayer d’attirer votre attention sur quelques 
recherches assez etendues dont je m’occupe dejä depuis 12 ans. Je veux parler des 
€quations differentielles ordinaires ou partielles qui admettent des transformations 
infinitesimales en elles mömes. De telles equations admettent evidemment toujours 
aussi des transformations finies. L’ensemble de ces transformations forme un groupe 
de transformations. En general quand on &tudie des groupes de transformations 
il suffit de consid6rer les transformations infinitesimales du groupe. 


Aujourd’hui je me bornerai au cas le plus simple c’est ä dire aux equations 
ordinaires: 
y” Zu | (m, Yyı-.. 72) 


ou ce qui veut dire ä peu pres la möme chose aux equations: 
of öf 
u — 0 = . 
a 0x, + + Ba 0x, Af. 


Une transformation infinitesimale des quantitds 2, +», %, donne ä ces 
quantites certains incr&ments: i 





‚oü les 5, soient des fonctions des © et öt une ‘quantite infinitesimale. Je designe 


cette transformation infinit6simale par le symbole: 


of ER 
B,B,f — B,Bf= (B,B,) 


jJoue un röle capital dans mes recherches. 
a) L’equation: 


Hr: 
Le symbole: 


(B,B) = 0 


4 exprime que les deux transformations B,, B, sont &changeables. 


b) Si B,,..., B, sont les transformations infinitesimales d’un groupe, la 
condition necessaire et suffisante est que les (B,B,) s’expriment ainsi: 


(B;, B,) = ZuuB, 
les c,,, designant des constantes. 
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ec) Si l’equation Af= 0 admet la transformation Bf, la condition necessaire 
et suffisante s’exprime par l’&quation: 


(BA) = Aa, ..., 2% )4- 
d) Si le groupe B,,..., B;. est contenu dans le groupe plus grand: 
nn, . 5 2.,.:0.,..00, 


r» 
j’appelle le premier un sousgroupe. Si maintenant non seulement les (B,B,) mais 
aussi les (B,C,) s’expriment lineairement par les B,, je dis que le grand groupe 
est compose. 

Cette notion est. non seulement analogue mais parfaitement identique ä la 
notion du m&öme nom dans la theorie des substitutions. 

Les remarques que j'ai faites permettent d&jä de tirer un assez grand profit 
des transformations infinitesimales connues d’une equation Af= 0 en se fondant 
sur la theorie oonnue des &quations Af= 0. Mais j’ajoute les remarques suivantes, 
qui donnent un profit beaucoup plus grand. 


1. Si une expression totale 
Y, dı, nu az Y„dx,, ir 


admet une transformation infinit6esimale connue Bf, on peut toujours trouver un 
facteur d’integrabilit6 d’Euler. 


2. Si 
A == = ee >, = === 
ee, 0 


admet r transformations infinitesimales connues B,f, ..., B,f et il subsiste une 
relation et une seule relation de la forme 


(2) aAAf+ Bft ua. JBf+t + )Bf=0, 


7 ). sont des integrales de Af= 0. 


ed, 
3. Si Af=0 admet n— 1 transformations connues B,f, ..., B,f et s’il ne 
subsiste pas une &quation (*), on peut indiquer un multiplicateur de Af=0.') 


4. Si l’on eonnait un multiplicateur de Af= 0 et une transformation infini- 
tesimale de Af—= 0 on peut aussitöt former une integrale de Af—0.*) 

La combinaison de ces th&or&mes que j’ai d6montres depuis longtemps donne 
si je ne me trompe pas le moyen de tirer tout l’avantage possible des trans- 
formations infinitesimales connues. 

On peut toujours reduire l’integration de Af—= 0 & l'intögration d’un certain 
nombre d’&quations auxiliaires dont le degr& est moindre que celui de Af=0. 

Le cas le plus simple est que l’on an —1 Bf, qui sont echangeables deux 
ä deux.?) Alors les @quations 


een et 


forment un systöme complet qui admet la transformation B,f. Done on trouve le 
facteur d’integrabilit6 et l’integrale p, par une quadrature. En faisant varier k 
on obtient n— 1 integrales de sorte que l’integration est finie. 


1) Am Rande hat Lie hinter Absatz 4 hinzugefügt: „Ma generalisation du 
Multiplicateur.* Vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 8. 195—199 (1874). 

2) Vgl. hier Abb. XVI, 8,432£. A.d.H. 

3) D. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S.204. A.d.H. 
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En general quand le groupe est compos& )):. 
Re  , 
ou peut reduire Pintigrakfon & des @quations auxiliaires de l’ordre 
r=l.—1,.(-g-1ı d—-g-1, g—1. 


Sd=q+1,0’=g+1,... tout se fait par des quadratures. e; 

Cela montre une analogie remarquable avec la theorie de la resolution des 
equations algebriques. Mais il y a aussi une difference. Möme quand le groupe 
n’est pas compose on peut toujours tirer avantage des transformations. Car le 
groupe donne contient toujours un sousgroupe, celui-ei contient toujours un sous- 
groupe, ... En ce cas l’integration demande des &quations auxiliaires de l’ordre 9) 


U" — q, d‘— q, A 
Je veux maintenant appliquer toutes ces theories ä l’equation 


y”) er f(x, wur yr=D). 


Le premier pas que j’ai fait c’est la determination de tous les groupes pos- 
sibles dont les transformations sont des transformations de eontact entre 2, y, y'.. 
J’ai trouve que tous ces groupes par l’emploi de variables convenables peuvent 
etre reduits a un nombre assez limit de types. A chaque groupe correspond 
un nombre infini d’&quations differentielles. De cette maniere J’ai obtenu une clas- 
sification rationelle de toutes les &quations differentielles, qui admettent des 


. transformations en elles m&mes, et en möme temps une möthode rationelle d’inte- 


gration de ces dquations. 
Maintenant une dquation 


y) =f (x, Y, Yy, gene er) 


1) Lie denkt sich, daß Blu su B,„f eine invariante Untergruppe der 
ganzen Gruppe ist, die in keiner größeren inv. Untergruppe steckt, Ba Bf 
eine ebensolche inv. Untergr. von Be B,„f, usw. Es ist ferner die Zahl der 


 Veränderlichen r +1, und Af, B,f,..., B,f sind durch keine lineare homogene 


Relation verknüpft, denn das ist der Normalfall. Nun bilden die Gleichungen: 


Af=0, Bf=0,...,Byf=0, Bu, f-=0 


stets ein (9”-+ 2)-gliedriges vollständiges System, welche der Zahlen l,...,0--g” 
auch j sein mag, und dieses vollständige System kommt auf eine lin. part. Diffgl. 1.0. 
nr +1—- (+) +1-r— q“ Veränd. hinaus (d. Ausg. Bd. III, Abh. XXl, 
S. 332f.), also auf eine gew. Diffgl. von der Ordn. r— g’— 1 in zwei Veränd. . 
Integriert man dieses vollständige System für irgend einen bestimmten Wert von I 
so kennt man von dem (g’-+ 1)-gliedrigen vollst. Systeme: 


Af=0, Bf=0, ..., Bef=0, 


. das die inf. Trf. By +,;f gestattet, alle Lösungen bis auf eine und findet daher die 


fehlende Lösung durch eine Quadratur. In dieser Weise geht es weiter. A.d.H. 
2) D. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S. 206. A.d H. 
3) Hier müßte zuerst die Zahl r—g’ stehen. Lie setzt Jetzt bloß voraus, 


daB Bf, ..., Barf; 3 B,f Untergruppen sind, nicht invariante Unter- 


gruppen. Man beginnt dann mit der Integration des vollständigen Systems: 
Af=l(, Bf=P0,..., B,f=0. A.d.H. 
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etant proposee, je demande d’abord si cette @quation admet un groupe. Si elle 
l’admet je determine les transformations infinit6simales par une theorie que je veux 
indiquer suceinetement. Enfin je tire profit des transformations trouvdes d’aprös 
les regles que je viens de developper. 

Uue transformation’ infinitesimale de contact s’exprime toujours 


oW oW 0W , .eW 
de=—— dt, 8 -( rw) dt, 8 --5 ar)? 
dy . art : du tr ey ; 
oü W est une fonction de &, y, y'. On peut toujours trouver les incröments 
a y m; ils s’expriment lineairement par les derivees successives de W. 


Maintenant si l’&quation y”) = f doit admettre cette transformation infinitesimale, 
Jecris 


(m) __ of ef EN 
öy Erriur öy-+ 


et je substitue les valeurs des incer&ments. Cette &quation doit subsister identique- 
ment gräce ä l’&quation y"’—=f. Or comme W ne depend que de «, Yy,yY, cela 
donne un certain nombre d’&quations lineaires et partielles pour la determi- 
nation de W. Maintenant je sais que la valeur la plus generale de W ne contient 
seulement qu’un nombre limit de constantes. Ensuite W a la forme: 


aW, +:::-+W,. 


Cela montre que l’integration des &quations trouvdes se peut reduire toujours & 
integration d’une seule equation lineaire & une seule variable ind6pendante: 


a da’ W "Ada 1 W i 
Be AREA ER PER 
e) Fra era; 
Le degre r est le nombre de transformations infinitesimales. 

Maintenant l’integration de cette &quation se r&duit toujours ä l’integration 
de certaines equations auxiliaires qui sont toutes lindaires. Si par exemple le groupe 
W;,..., W, est compose et compos6e seulement d’une seule maniere ou d’un 
nombre limit€E de manieres!) on a seulement des &quations de l’ordre 


EB 


Si en particulier ces differences sont 1 on a ä integrer seulement des &quations 
lineaires du premier ordre. 


1) Man vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 28, $. 703f., besonders Theorem 63. 
An einen solchen Satz muß Lie gedacht haben, wenn er ihn auch möglicherweise 
damals noch nicht ganz scharf formulieren konnte, worauf der Zusatz: „et com- 
pose.... de manieres“ hinzudeuten scheint. Die Möglichkeit, die Hilfsgleichungen 
von den Ordnungen q, q—q,... zu bilden, die alle linear sein sollen, beruht 
jedenfalls auf folgendem: Sind die inf. Trff. einer r-gliedrigen Gruppe @, durch 
gewisse lineare homogene Diffgl. definiert, die „Definitionsgleichungen“ der Gruppe 
(s. Abh. XIV, 8. 372ff.), so kann man immer ohne Integration die Definitions- 
gleichungen jeder invarianten Untergruppe von @, aufstellen, die in keiner grö- 
ßeren invarianten Untergruppe der @, steckt. Man kann daher schrittweise die 
Definitionsgleichungen der Gruppen: Bf, ..., B,rf; Bf, ..., Byf; Bıh +» B,f 
aufstellen und fängt natürlich mit der Bestimmung der Gruppe B,f, ..-, B, f an, 
die auf eine gewöhnl. lineare Diffgl. g-ter Ordn. hinauskommt. Sodann erhält man 
zur Bestimmung der Gruppe: B,f, ..., B,f eine gew. lineare Diffgl. g’-ter O., von 
der man schon g partikuläre Lösungen kennt, also bleibt eine lin. Diffgl. von der 
Ordn. ’—q zu integrieren (s. Abh. XI, $.296), usw. A.d.H. 
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Ayant trouv& les W de cette maniere on profite de la maniere que j’ai dejä 
indiquee. 
En terminant je remarque: Si y'" — f=0 est algebrique, l’&quation (**) sera 
aussi algebrique. Si done M. Poincar& peut integrer les dquations lindaires ä 
coefficients algebriques je pourrai determiner toutes les transformations infinite- 
simales d’une equation differentielle algebrique (non lindaire). 
Cela donnera par exemple une integration par des quadratures de toutes les 
- «&quations algebriques yr) = Y, qui par une transformation de contact connue ou 
' inconnue peuvent obtenir la forme lineaire. 


Zu Abhandlung X, S. 240—281. 
S. 240, Z. 16—12 v. u. Durch Auflösung ergebe sich: 


(m) 


any Ysi a, 


Daß diese Diffgl. die inf. P.T. XN/=&p-+ ng gestattet, kommt darauf hinaus, daß 
sie aufgefaßt als Gl. in den Veränderlichen x, y, y, ..., ym die inf. Trf. 


a, of 
x F= Ep +ng+ 7” zye) 


gestattet, die nach den Vorschriften S. 244f. gebildet ist. Aber X”) läßt infolge 
- seiner Entstehung das System der Pfaffschen Gl. 
| dy—ydı=0, dy —y’de=0,..., dyrd_yMdx=0 


> in den Veränd. x, 9, y',..., y”) inv., also ist die Invarianz der Diffgl. y) = o 
- bei der inf. Trf. X/ gleichbedeutend damit, daß die inf. Trf. 


1...m-—1 f 


kl Szene v Ö 
| ee Pre 
das System der Pfaffschen Gl.: | 


v) 
R dy—ydıa=0, dy—y'da=0,..., day" dm Die 0, 
ud Znde—0 


: in den Veränd. &, y, y/, ..., y”=» invariant läßt (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 14, 


8. 232—234), oder, was auf dasselbe hinauskommt, die lin. hom. part. Diffgl. 1. O.: 





er0E. 08 (m-ı) __Of Gr 


 Gestattet die Diffgl. y”) — @ gerade r unabh. inf. P.T. X,f=&p-+n,9, die 
eine r-gliedrige Gruppe erzeugen und also in den Beziehungen: 





Korr 
(X,X,) = Denk GHk=1,...,r) 
2 ; 


stehen, so kommt das darauf hinaus, daß die Gl. Af=0 die r inf. Trff. er Dr 
gestattet, die ebenfalls unabhängig sind und in den Beziehungen 





2 RE 4 
ee a DL Sue 
$ 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 43 
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stehen, also eine r-gliedrige mit der Gruppe der X,f holoedrisch isomorphe 
Gruppe in den Veränderlichen x, %, Y, ...» y”=» errungen. (Vgl. Th. d. Trfsgr. 
Ba. I, Kap. 25, S. 522—550). 

S. 240, 2.4,3 v.u. ‘Vgl. d. Ausg. Bd. III, S. 676, 2. 9—11. 

S. 241, Z.10—12. Lie deukt wohl hauptsächlich an die Dinge, die er in 
der Einleitung zu Abschn. I, 8. 243—248 bringt. Die Erweiterung der inf. Trf. 
&p-+ng durch Hinzunahme von y’ findet man schon in den Math. Ann. Bd. XVI, 
1880, S. 465—468 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 8, Nr. 14,15), die Erweiterung durch 
Hinzunahme von y und y” in dem Universitätsprogramme von 1879: „Klassifika- 
tion der Flächen nach der Transformationsgruppe ihrer geodätischen Kurven‘ (d. 
Ausg. Bd. I, Abh. XXIV). Über die bei einer endl. kont. Gruppe invarianten 
Kurvenscharen u. Diffgl. hatte er schon 1882 allerhand gesagt, s. d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XXXVIII, S. 543—546. | 

S. 241, Z. 12. Dieser erste Abschnitt umfaßt die ganze Abh. X, S. 243—231. 

S. 241, Z.17—14 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 243, 2. T—11. 

S. 241, Z.6—1 v. u. 242, Z. 13—7 v.u. Vgl. die Anm. zu Abh. VIII, S. 237, 
Nr. 6. Halphen führt die Berechnung der inv. Diffgl. und der Differentialinva- 
rianten der allgemeinen projektiven Gruppe auf einem ganz andern Wege aus als 
Lie, namentlich benutzt er die inf. Trff. der Gruppe gar nicht. Für die Integral- 
kurven gewisser inv. Diffgl. gibt er eine geometrische Definition. Andrerseits stellt 
er z. B. die Diffgl. auf, welche die Kurven 3. O. mit Doppelpunkt definiert, ebenso 
die Diffgl. der Kurven 3. O., die Diffgl. der Kurven 3. O., deren absolute Invari- 
ante eine gegebene Zahl ist, die Diffgl. der Kurven 3. Klasse und 4. Grades. Die 
gemeinsame Arbeit von Klein u. Lie in Bd. IV der Math. Ann. erwähnt Hal 
phen in Nr. 13 seiner These (Oeuvres Bd. II, S. 213). ’ 

S. 241, Z.16—18. Siehe S. 248—273. 

S. 241, Z. 18—22. Siehe 8. 274—281. 

S. 241, Z. 22f. Siehe $. 281. 

S. 241, 2. 25—27. Auf diese Abh. verweist Lie vermutlich deswegen, weil er 
darin zeigt, wie bekannte Integrale einer part. Diffgl. 1. O. systematisch ausgenützt 
werden können; s. Ann. VIII, 8. 273—278, 298-300 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 17,25). 
Er hätte ebensogut auf die Abh. VII und VIII des III. Bandes dieser Ausgabe ver- 
weisen können. ’ 

S. 242, Z. 1-6. Dieser zweite Abschnitt umfaßt Abh. XI, S. 282—310. In 
dem Wiederabdruck von Abh. X und XI, der 1888 in Bd. XXXII der Math. Ann. 
erschienen ist, hat Lie in der Tat da, wo Abh. XI beginnt, statt der Überschrift 
8. 282, 2. 2—6 einfach gesetzt: „Abschnitt II“. Übrigens sind die gew. Diffgl. 
f=0, die in Abh. X untersucht werden, nur diejenigen, ‘die bei einer von Lies 
kanonischen Gruppen invariant bleiben. Daraus erklärt sich auch, was Lie auf 
Z. 12—14 sagt. Eine bekannte Gruppe ist eine solche, deren inf. Trff. ge- 
geben sind. 

S. 242, Z. 6—12. Ähnlich drückt sich Lie schon in einer 1882 erschienenen 
Abh. aus, d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVII, S. 545, Nr. 12. Bei der ersten Weise 
geht man von der Formulierung des Integrationsproblems aus, die in der Anm. zu 
S. 240, Z. 16—12 v. u. ausgesprochen ist. Jede Untergruppe: 


3 RT 
Yf= DZ eur :ıf (v=1,...,4) 
. k 
ee! 
(I, mut : a,v=l,...% 
s 


der Gruppe: X, f, -.-, X,f liefert ein vollständiges System: 
Ad, En HEN, 


Diffgl. mit bekannten. inf. Trff. 675 


das höchstens (4 1)-gliedrig ist, und es kommt darauf an, gewisse vollständige 
Systeme dieser Art zu integrieren. 
Ist die Zahl der von einander unabhängigen Gl. des vollst. Systems: 


(1) 4 0, xmtir=o, ... xmdr— 0 


kleiner als r + 1, so ist der erste Schritt, den man machen muß, die Anwendung 
des Satzes d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S. 192, durch den man unter Umständen 
ohne Integration Lösungen von Af=0 findet. Indem man diese Lösungen als 
neue unabhängige Veränd. einführt und gewisse inf. Trff., die nunmehr überflüssig 
sind, wegläßt (a. a. 0. S. 193f.), kommt man auf ein Integrationsproblem derselben 
Art, d.h. auf die Integration einer lin. part. Diffgl. Af=0, die eine bekannte 
Gruppe: Z,f, - . ., Z,f gestattet, nur sind jetzt dieg+1Gl. 


(2) Af=0, Zf=d,...,2,f=0 


von einander unabhängig. Ist hier die Zahl der unabh. Veränd. >e-+1, so muß 
man zuerst dieses vollst. System integrieren und dessen Lösungen als neue Ver- 
änderliche einführen. Dadurch kommt man auf das Normalproblem, wo die o+1 
Gl. (2) von einander unabhängig sind, und dieses muß nun behandelt werden, in- 
dem man Untergruppen der Gruppe: Z,f,..., Z 0 f zur Bildung von vollständigen 
Systemen benutzt. 

Bei der zweiten Weise wendet man zunächst die Entwickelungen in Abh.X, S. 274 
bis 281 an und bringt die gegebene Gruppe auf ihre kanonische Form, wodurch 
auch die Diffgl. eine der in Abh. X bestimmten kanonischen Formen erhält. Sieht 
man dann von den unmittelbar integrierbaren Fällen ab, wo die Ordnung der 
Diffgl. kleiner ist als die Gliederzahl der Gruppe (vgl. die Anm. zu Abh. IX, 8. 238, 
Z.3—1v. u), so kommt alles hinaus auf die Integration einer Gl. zwischen den 
beiden Differentialinvarianten niedrigster O. (den Fundamentalinvarianten) der 
Gruppe. Diese Gl. kann nun wieder auf die erste Weise behandelt und auf die 
Integration gewisser vollständiger Systeme zurückgeführt werden, oder man kann 
Differentialinvarianten geeigneter Untergruppen einführen, die nun ihrerseits durch 
gewisse Diffgl. bestimmt sind. Das letztere Verfahren wird hier in Abh. XI durch- 
weg angewandt. Durch diese Auseinandersetzungen scheint mir zugleich voll- 
ständig geklärt zu sein, was Lie d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVIII, S. 545, Nr. 12 hat 
ausdrücken wollen; insbesondere die an der dortigen Stelle etwas rätselhaften 
Worte 8. 545, 2.6, 5v.u. 

S. 242, Z. 15—243, Z.2. Der dritte Abschnitt umfaßt Abh. XIV, S. 362 
bis 427. 

8. 242, Z. 19—16 v. u. Abh. XIV, S. 3683—370, 419f. 

S. 242, 2. 16—14 v.u. Diese Gruppen werden in Abh. XIV, S. 414, Nr. 34 
behandelt. Vgl. S. 595—599. 

S. 242, 2.6- 1 v.u. Die Gruppen der ersten Art werden in Abh. XIV, 8. 416 
bis 418, Nr. 36 behandelt, die der zweiten $. 409f., Nr. 30. 

S. 243, 2. 5—7. Ausgeführt 1884 in Abh. XVI, S. 440—446, aber nur für 
m 2. 

S. 243, Z. 7—11. Darüber hat Lie nichts veröffentlicht. Den ersten Teil dieses 
Planes hat G. Noth in seiner Dissertation ausgeführt: „Differentialinvarianten und 
invariante Differentialgleichungen zweier zehngliedriger Gruppen“, Leipzig 1904, 
abgedruckt in den Leipz. Ber. 1904, S. 19—48. 

S. 243, Z. 16—27, 8—1v.u. Vgl. hierzu Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 23, S. 458 
bis 483. 

S. 244, 2. 12-—245, 2.9. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 25. 

S. 245, Z. 16—14 v.u. Nämlich nur bei den fünf folgenden Typen r-gliedri- 
ger Gruppen: 

43* 
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I. q, yq S. 257, Nr. 4. 
II. q, yq, y?q S. 259, Nr. 8. 
11.80; 5, &,.gte >12, 8.268, Nr) 16: 
IV. N... X,_1% yq (r>2) 8. 266, Nr. 16. 


1 7 Pu p, zp +(r— 2)yg (r>2) 8. 269f., Nr. 19 für c=r. 

S. 245, Z. 14—7 v. u, 246, Z. 1—22. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 14, 
S. 226— 243. 

S. 246, Z. 11, 10 v. u. Nämlich durch Berechnung der inv. Difigl. (r — 2)-ter 
und niedrigerer Ordn., die bei den einzelnen r-gliedrigen Gruppen mit identisch 
verschwindender Det. 4 inv. bleiben. 

S. 246, Z.2, 1 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 13, S. 218. Theorem 35. 

S. 247, 2. 7—25. Einen andern Satz, der die Berechnung der Differential- 
invarianten vereinfacht, stellt Lie in der Abh. auf: „Beiträge zur allgemeinen 
Transformationstheorie“, Leipz. Ber. 1888, 8. 20f. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. V, Nr. 4). 
Er zeigt da nämlich, daß man, wenn drei bei einer Gruppe inv. Diffgl. von höherer 
als 1. O. bekannt sind, im allgemeinen ohne Integration eine Differentialinvariante 
aufstellen kann. Dagegen scheint es ihm entgangen zu sein, daß noch auf einem 
andern Wege eine solche Vereinfachung möglich ist, nämlich mit Hilfe des Be- 
griffs des bei einer Gruppe inv. Bogenelementes, d.h. eines invarianten Differential- 
ausdrucks von der Form: a(&, 9%, Yy.:- +, y"))dx. Wenigstens hat Lie diesen 
Begriff, der ihm doch eigentlich sehr naheliegen mußte, erst sehr viel später 
ausdrücklich aufgestellt, als er gegenüber Poincares Integralinvarianten geltend 
machte, daß diese ganze Theorie im Grunde schon in seiner Theorie der Differen- 
tialinvarianten enthalten ist (s. die Abh.: Die Theorie der Integralinvarianten ist 
ein Korollar der Theorie der Differentialinvarianten, Leipz. Ber. 1897, S. 342—357, 
d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXVII). In dieser Abhandlung stellt er sich freilich auf 
einen so allgemeinen Standpunkt, daß die invarianten Ausdrücke von jener be- 
sonderen Form gar nicht erwähnt werden. Er hat aber noch in dem letzten Jahre 
seiner Leipziger Zeit einen seiner Schüler veranlaßt, die invarianten Differential- 
ausdrücke, die bei gewissen Gruppen von P.T. der Ebene und des Raumes auftreten, 
zu untersuchen. Siehe Carl Heineck, Invariante Kurvenintegrale bei infinitesi- 
malen Transformationen in drei Veränderlichen x, y, z und deren Verwertung, 
Leipziger Diss. von 1899, 77 8. 8°. Dort findet man auf S. 26—38 alle invarianten 
Differentialausdrücke a(&,y,Y', .-- , y))dx bestimmt, die bei den kanonischen 
Gruppen von P.T. der Ebene auftreten. 

Die allgemeine Bezeichnung „invariantes Bogenelement“ für derartige in- 
variante Differentialausdrücke ist wohl erst von G. Pick «“ingeführt worden, vgl. 
dessen „Natürliche Geometrie ebener Transformationsgruppen“, Wiener Berichte, 
math.-naturw. Klasse Bd. 115, Abt. IIa, Febr. 1906, S. 139—159. Wie man das inv. 
Bogenelement niedrigster O. und überhaupt die Diffinv. einer Gruppe mit gegebenen 
inf. Trff. auf möglichst einfache Weise berechnen kann, das hatG.Kowalewski 
in mehreren Abhandlungen auseinandergesetzt. 

S. 247, Z.8—6 v.u. Der Satz gilt, wie die Betrachtung der einzelnen Fälle 
zeigt, auch wenn 4==0 ist. Dabei ist p, immer von r-ter Ordn., g, ist in den 
vorhin aufgezählten Fällen I,..., IV von nullter O., im Falle V von (r — 2)-ter OÖ. 

S. 247, 2.2 v.u. Hier hätte r—1 durch r — 2 ersetzt werden sollen, denn 
S. 248, Z.1 ist nur von Y, ..., Pr die Rede und der Falle=r— 1 wird 
nachher besonders besprochen. 

S. 248, Z.4-8. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 23, S. 478, Satz 7. Beschränkt 
man sich auf inv. Diffgl., deren Ordnung >1 ist, so ist die Voraussetzung J=$0 
unnötig. In der Tat, es sei f—0 eine Diffgl., deren Ordn. ge >1 aber <r—1 
ist; dann ist rS4 und die Gr. besitzt, wenn sie transitiv ist, keine Diffinv. von 
der Ordn. 0, 1,...,r—3, also auch keine von der Ordn. e—1. Hieraus 
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folgt, daß sie die Elemente (ge — 1)-ter ©. &, y, y, ..., y®=» und also auch die 
Integralkurven von f=0 transitiv transformiert. Bei einer inv. Diffgl. 1. ©. da- 
gegen werden die Integralkurven nur dann immer transitiv transformiert, wenn 
4=0 ist. Verschwindet 4 identisch, so gibt es in den vorhin aufgezählten Fällen 
I, I zwei inv. Diffgl. 1. O., bei deren einer die Integralkurven transitiv transfor- 
miert werden, während bei der andern alle Integralkurven in Ruhe bleiben. In 
den übrigen Fällen III und IV tritt nur eine inv. Diffgl. 1. O. auf, deren Integral- 
kurven alle in Ruhe bleiben. Im Falle V hat man für r>3 nur eine, für r—3 
oo! inv. Diffgl. 1.O., die Integralk. werden aber hier jedesmal transitiv trans- 
formiert. 

S. 248, Z. 15—23. Hier ist die Voraussetzung J= 0 wesentlich. Ist 1=0 
und r >2, so tritt nur in den Fällen IV und V eine inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. auf. 
Wegen des Vorhandenseins einer Diffinv. (r — 2)-ter OÖ. werden im Falle V die 
Elemente (r — 2-ter ©. &, y, Y', ..., y" 2 und also auch die Integralkurven der 
inv. Diffgl. (r — 1)-ter ©. intransitiv transformiert, so daß jede dieser Integral- 
kurven gerade zwei unabh. inf. Trff. der Gruppe gestattet. Im Falle IV dagegen 
gibt es keine Diffinv. (r — 2)-ter Ö., sondern nur eine von nullter O.; daher wer- 
den die Integralkurven der inv. Diffgl. (r — 1)-ter O. transitiv transformiert: jede 
von ihnen gestattet bloß eine inf. Trf. der Gruppe. 

S. 250, Z. 8, 10, 12, 14, 16 und 8-6 v.u. Es wäre zweckmäßiger gewesen, 
die Größen e, und g, mit o, und o, zu bezeichnen, denn es sind dieselben Größen, 
die in Nr. 2, 8. 251 o, und o, heißen, während die Größe g, in Nr. 3, $. 254 von 
dem e, in Nr. 1 verschieden ist und nur ge, beide Male denselben Ausdruck be- 
zeichnet. Lie selbst ist hierdurch zu einer Verwechselung veranlaßt worden (vgl. 
Abh. XI, 8. 309, Z. 13—10 v. u. und die Anm. dazu). Nicht einzusehen ist auch, 
warum überall bei g, und bei o, der Nenner 3 mitgeschleppt wird. 

8. 250, 2.6 v.u. Siehe S. 253, 2. 8-5 v.u. 

S. 250, 2.4, 3 v.u. Wie sich Lie diese Verifikation gedacht hat, ist nicht 
mit Sicherheit festzustellen. Vielleicht verfuhr er folgendermaßen: Die Diffel. 
9, = e führt auf die Jin. part. Diffgl. 1. O.: 


RE ö ef, [Sy FG 
tn (2 re) 2m, 


die bei den fünf inf. Trff.: 





& 2 SE PETE NO) 
BEN) RTL EEE DE ER & of 
Bi=z7, Ya 2y, oy, re 
Ne; ‚öf or „af 
Bi=4z ey a Nr, rn +3u) zn, 


inv. bleibt. Bf, ..., D,f sind durch keine lin. hom. Relation verknüpft, da- 
gegen besteht eine Identität von der Form: 


Bf/=y4Bf+:--+uB,f+%4Af, 


WO X, .., %, mach Bd. III d. Ausg. Abh. XIV, 8.192 Lösungen von Af=0 
sind, und zwar, wie man sich ohne Schwierigkeit überzeugt, unabhängige Lösungen, 
wenigstens, solange c=#0.: Demnach stellen die G.y,=4,..:..,4,=c, die all- 
geweinste Integralkurve von p, —=c dar, und diese Integralkurve gestattet offenbar 
die inf. Trf. 

Bf - Bf uBit. 
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Vgl. übrigens $. 649—667, wo für eine beliebige Gruppe von P.T. der Ebene die 
inf. Trff. aufgestellt werden, die eine Integralk. von allgemeiner Lage einer in- 
varianten Diffgl. gestattet. 
S. 250, Z.3—1v.u. Vgl. die Anm. zu Abh. 1, 8.8, 2.3, 2 v.u. 
8.251, Z.10 v.u. B,f ist derselbe Ausdruck, der in Nr. 1 mit B,f bezeich- 
net ist, deshalb sind auch 6, und o, die damaligen Ausdrücke g, und @,. 
S. 251, Z.2-1v.u. Man kann sich davon überzeugen, indem man ähnlich 
verfährt wie in der Anm. zu S. 250, 2.4,3 v.u. 
S. 253, 2.6—2v.u. Vgl. Halphen, These Nr. 18 (Oeuvres Bd. II, S. 221). 
Halphen hatte übrigens schon in Nr. 5 der Arbeit: „Sur le contact des courbes 
‚planes avec les coniques et les courbes du troisieme degre“, Bull. de la Soc. math, 
de France Bd. IV, 1875—76, 8. 50 ff. (Oeuvres Bd. I, 8. 394f.) die Diffgl. der Kegel- 
schnitte abgeleitet. In Bd. VII desselben Bull., 1878—79, S. 83f. (Oeuvres Bd. I, 
S. 290£.) gibt er unter der Überschrift: „Sur l’&quation differentielle des coniques“ 
eine äußerst einfache Ableitung der Diffgl. Er findet, daß sie in der Form: 


(y}) =o 
geschrieben werden kann. 
Die Größen ®, und ®, erscheinen bei Halphen als absolute Invarianten 
7. und 8. Ordn. Thöse Nr. 30 (Oeuvres Bd. II, S. 237). 
S. 253, Z.8. Man beachte, daß diese acht inf. Trff. so angeordnet sind, daß 
die ersten sechs 
p, 9, 29, yq, zp, @’p + xyq 


eine sechsgliedrige Untergruppe G@, erzeugen, die größte projektive Gruppe, bei 
der der unendlich ferne Punkt der Geraden: «= const. in Ruhe bleibt. Diese 
Gruppe ist dualistisch zu der Gruppe S. 250, Nr. 2 und ist unter den Gruppen 
S. 272, Nr. 23 als besonderer Fall enthalten, nämlich für r—=2. Bildet man die 
Ausdrücke u, u, auf 8. 271, 2.3, 2v.u. für r—2, so erhält man die Ausdrücke, 
die hier, 8. 254, Z. 4, 5 als e, und 3g, erscheinen. Ebenso ist das auf 8. 272, 
2.13 v.u. eingeführte u, (vgl. die Anm. dazu) für r—2 nichts anderes als 9e,. 
Daher sind die niedrigsten Differentialinvarianten der G, nach S. 272, 2.10 v.n.: 


oh 9: 
und diese Größen sind es, die in Abh. XI, S. 308 benutzt werden, nicht die Diffe- 
rentialinv. der zur @, dualistischen Gruppe. 
S. 255, Z.3v.u. Es ist nicht einzusehen, warum nicht gesetzt wird: 


f 
v 


6, = 0!u — 30u, — 14u5. 
Dann wäre: 8, — 6, :03- 

S. 260, 2. 3—1v.u. Vgl. Lagrange, Sur la construction des cartes geo- 
graphiques. Premier m&moire. Nouv. Me&m. de l’Acad. de Berlin, Annde 1779 
S. 161—185, Berlin 1781 (Oeuvres Bd. IV, S. 635 ff.). Übersetzt in Ostwalds 
Klassikern Nr. 55, Leipzig 1894. Dort findet sich allerdings , nicht selbst, son- 
dern nur (in Nr. 10) die Gl.: 

pP Wm+tit) Pw— it) 


gu+i) Bu—it)' 


aus der, wenn man für p und ® ihre Werte: 





1 1 
9(2) = -——; Ole) = —o— . 
; : Va VF«) 
einsetzt, die @l.: 
Petra, (re + I 
fWw+ it) fw+in) " Fw—ih 





tes 











za u 
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hervorgehen würde. Vgl. ferner H. A. Schwarz, Ges. math. Abh. Bd. II, 8. 351 ff, 


Berlin 1890. 

S. 262, 2.6—8. w,, w,, w, sind die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe: 
», q, y9q, y?”q.8. 260, Nr. 9. 

S.:268, 2.11. wow, =d’u, :de®. 

S 264, 2.5 v.u. Lie erwähnt merkwürdigerweise nicht, daß die Gruppe, 
wenn man N als neues y einführt, die lineare (projektive) Form, p, 2xp-+ygq, 
x°’p-+xyg erhält und eine Untergruppe der in Nr. 14 betrachteten Gruppe wird. 

S. 266, Z.14 v.u. Auch hier ist der Fall r—=1 auszuschließen, denn die 
Gruppe: Xg, yq geht, wenn man y: X als neues y einführt, in die Gruppe: 4yq 


- über, die zwei Diffgl. 1. O. inv. läßt und die schon $. 257, Nr. 4 behandelt ist. 


S. 268, Z.19f. Davon hat Lie schon 1878 in Abh. V, S. 176, Nr. 29 still- 
schweigend Gebrauch gemacht. Einen Beweis dafür hat er erst 1884 veröffent- 
licht, s. Abh. XIX, 8. 453—455. Vgl. die Anm. zu Abh. IV, 8. 126, Z. 9f. 

S. 268, Nr. 18. Wie bei Nr. 16 muß r>1 sein. 

S. 269, 2..7, 12. dD:dx, ... sind partielle Differentialquotienten. 

S. 269, Z.13 v.u. Lie hat vergessen zu erwähnen, daß der Fallr=1 aus- 

geschlossen werden muß; dann gibt es nämlich entweder (für c=1) zwei inv. 

Diffgl. 1. 0. (vgl. 8. 258, Nr. 7) oder (für c=1) unendlich viele (8. 273, Nr. 24). 
8. 271, 2.5v.u. Bei @’p+(r—1)xyg wird nämlich: 


ö 
Hr — ak Yayy+kt—h Ya; 


S. 272,.Nr. 23. Auch hier muß r>1 sein. 
S. 272, 2.13, 10 v.u. Man findet: 


oe (r HK I yY 4r+ I = 4) YYrz1Yrr 3 + 
Fer +YFr+HIT Hy, Y 9 ra dr tr tr + Hyi,,- 


Dieser Ausdruck ist auch schon in der auf S. 676 erwähnten Dissertation von 


Heineck angegeben (s. da S. 35). 
8. 272, 2. 4—2 v.u. Hier ist die Gruppe: p, q vergessen, bei der die allge- 
meinste inv. Diffgl. m-ter OÖ. die Form hat: - 


fiy;; Yaı “0 Yo). 


8.273, Z.7 v.a. Hier ist die niedrigste Diffinv. y, vergessen, es müßte also 
eigentlich heißen: 


9% =yı.- My, = ye9, ME, . 


S. 274, Z. 2f. Die. Gruppe ist vorgelegt, heißt, daß ibre inf. Trff. gegeben 
sind (vgl. S. 281, 2.6, &v.u.). Später, in Abh. XIV, $. 383—394, wird gezeigt, 
wie man die kanonische Form einer Gruppe bestimmt, wenn nicht die inf. Trf. 
X,f, ..., X,f selbst gegeben sind, sondern nur die Definitionsgleichungen der 
Gruppe, d. h. das System von lin. hom. part. Diffgl., das die allgemeine inf. Trf. 
%e,X,f der Gruppe definiert. 

S. 274, 2. 15—17. Wie, das ist ausgeführt Math. Ann. Bd. XVL, 1880, 8. 472 
bis 479 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 10). 

S. 274, 2.12 v.u. Dabei ist c=+#1, denn für c=1 hat man unendlich viele 
inv. Diffgl. 1. 0. (8. 273, Nr. 24). Für c=0 hat man die Gruppe: p, q, xp, die 
gewöhnlich in der kanonischen Form: p, q, yq auftritt (8. 257, Nr.5). Es ist dies 
der Fall, wo die inf. Trff. (B,B,) bloß eine > eingliedrige Gruppe (2.9, 8 v.u.) er- 
zeugen. 
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S. 275, Z. 21, 20, 12, 10, 3, 2v.u. Hier ist überall r >1 weil sonst unend- 
lich viele oder zwei inv. Diffgl. 1. ©. auftreten. Dieselbe Bemerkung ist S. 276, 
Z.5 zu machen, während S$. 275, Z.1 v.u. und S. 276, 2.10 auch r—=1 sein kann. 

S. 275, 2.12, 11v.u. Vgl. S. 268, Z. 19f. und die Anm. dazu. 

S. 276, Z. 2—11. Für die kanonische Gruppe Z. 5 wird 4 nach $. 269, Nr. 19 
gleich (K — r)y,, für die kanonische Gruppe Z. 10 dagegen eine Konstante (S. 270, 
Nr. 20). Im zweiten Falle läßt daher die Gruppe keine Diffgl. von r-ter oder 
niedrigerer O.:inv., außer der Diffgl. 1:9, =0, die uns in beiden Fällen entgeht, 
weil x als unabh. Veränd. benutzt wird. Bei einer Gruppe, die auf die kanonische 
Form Z. 10 gebracht werden kann, muß daher $=0 die bei der Gruppe inv. 
Diffgl. 1. O. liefern, d.h. 4 muß eine Funktion von x, y und y’ sein. Beim ersten 
Drucke hat Lie das nicht beachtet, denn da steht an Stelle des Wortlauts Z. 7—9: 
„Wenn endlich / eine nicht verschwindende Funktion von x und y ist.“ Dieses 
Versehen hat Lie 1888 in dem Wiederabdrucke in Bd. XXXII der Math. Ann., 
S. 248 berichtigt. 

Zu demselben Ergebnisse können wir auch unmittelbar gelangen. Wir be- 
trachten zunächst in n Veränd. &,, ..., &„ n beliebige inf. Trff.: 


Det. X,x, = Det. &,, . Det. 


1... öf 
Kf- Zi z, (k=1,...,n) 
‚e 
und führen neue Veränd. «4, ..., x/, ein, dann wird: 
| 
0x, 
[2 v 
X, mPINEr 
i ° 
mithin: 
e ox, 


0%, 


Das wenden wir an auf die r-gliedrige Gruppe X, ®f, die aus einer r-gliedrigen 
Gruppe X,f der Ebene entsteht, wenn man diese durch Hinzunahme der Ablei- 
tungen Y,,.Yay +++, Y,_,g erweitert (vgl. $. 244f.), Wir führen durch die Punkttrf. 
x — X(x, y), y = Y(x, y) neue Veränderliche an Stelle von x, y ein, dann wird: 


|%,X, | 0. 0, [2 ; 
De ee 


de a — Yı’a Yr’' 
Be, | m 0 
mithin, wenn wir lieber «’, y’ als die ursprünglichen und «, y als die neuen Ver- 
änd. betrachten: 
- r dr(r-nD-1 
A Kr T HK) Ra 
r—1 
(X, 7, 8,7.) 
Haben wir daher in «’, y' eine Gruppe von der kanonischen Form Z. 10 und ist 
also 4’ eine Konstante, so erhalten wir in x, y eine Gruppe, für die 4 keine der 
Ableitungen %,, ..., 4,_, enthält und eine Potenz einer linearen Funktion von 
y, ist. . 
S. 276, Z.14—9 v.u. Ist c+0, so kann es gleich 1 gesetzt werden, so daß 
man also bei dem zweiten Typus zwei Fälle: q, p und: q,p+ygq oder: 4; zp+Yy9 
wie $. 272, zu unterscheiden hat. Welcher von diesen beiden Fällen eintritt, er- 
kennt man daraus, daß (B, B,) nur für e=0 verschwindet. 
S. 277, Z.5—10. Eigentlich liefert jede dieser beiden Gl. eine quadr. Gl. 
für c, :c,, aber hier stimmen diese beiden quadr. Gl. überein. 


gr 
F 
Be 
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s 
e 
a 








Reduktion einer Gr. mit gegeb. inf. Trff. auf d. kanon. Form 681 


S. 278, 2.6—1v.u. Vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. XIII, S. 181, Satz 3. Man 
kann aber auch bemerken, daß man zur Bestimmung von y, die beiden Gl. erhält: 


tn en tn =, 





daß also die Ableitungen von y, bekannt sind. 
S. 279, 2. 6—28. Aus den Gl. Z. 4, 5 folgt ohne weiteres: 


dx, a2 9 ‚arm 
nr rtz Tr 0 Be 4: 


d d d .d 
+ m —1, X a NE en 
es ist daher nicht einzusehen, warum erst der in der vorigen Anm. angeführte 

Satz herangezogen wird und warum die Gl. Z. 13, 22 hingeschrieben werden. 
Diese letzteren folgen übrigens daraus, daß die Gl. zwischen &, y, p, q und &,, %,, 
P}, 9, eine homogene B. T. bestimmen, die allerdings hier eine erweiterte P. T. 
ist (vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. IX, S. 119, wo A=1 zu setzen ist). 

S. 279, 2.8—5v.u. Nach Abh. XIV, S. 422f. kann man die Bestimmung 
von y, auf eine gew. Diffgl. 1. O. zurückführen, die in y, linear ist und daher 
zwei auf einander folgende Quadraturen erfordert. 

8.280, 2. 14—16. Das heißt, bestimmen sie x,, y, als Funktionen von x, 
y pP, 9. Durch die r Gl. Bf= C,f wird nämlich die allgemeinste homogene 
B. T. definiert, die jedes B,f in das entsprechende C;f überführt. Da es nun 
sicher eine P. T. gibt, die diese Überführung leistet, so müssen die Ausdrücke, 
die man für &,, y, erhält, von p, q frei sein, mithin eine P. T. bestimmen. 

i S. 280, 2. 9—4 v.u. Enthält die kanonische Gruppe die beiden inf. Trff. 
Pı, 9, 80 werden die Ableitungen 1. O. von x,, y, nach x, y bestimmte Funktio- 
nen von x, y und man erhält daher &,, y, durch zwei Quadraturen. Enthält die 
Gruppe noch mehr inf. Trff,, so kann dadurch eine dieser Quadraturen erspart 
werden, oft sogar alle beide. 

Enthält die kanonische Gruppe zwei inf. Trff. von der Form: 


x, 2): X, 2)» 


so findet man x, ohne Integration als Funktion von x, y und hat dann zur Be- 
stimmung von y, jedenfalls die Gl.: 





d d 
N ran a) 


wo x, eine bekannte Lösung der G!.: 


ist. Nach Bd. III d. Ausg. Abh. X, S. 123f., Satz 5 ergibt sich daher y, durch eine 
Quadratur, die aber, wenn die Gruppe noch mehr inf. Trff. enthält, unter Umstän- 
den erspart werden kann. 

Der Fall, daß. die kanonische Gruppe eine zweigliedrige Untergruppe von 


der Form: p, zp-+ yg enthält, ist S. 279 erledigt und damit zugleich jede kano- 


nische Gruppe, die eine zweigliedrige Gruppe von der Form: p, 22p +ygq oder: 
4, p-+yq oder: p+gq, xp-+ yq oder: Xq, p'') enthält, denn alle diese Gruppen 


1) Hier darf X keine bloße Konstante sein. Nach 8. 268, Z. 19f. braucht 
man die Form: Xq, p-+ eyg nicht besonders zu berücksichtigen, sondern kann 
&—=( setzen. Vgl. die Anm. zu $. 126, 2. 9£. 
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sind mit der Gruppe: p, 2p+ yq ähnlich. So bleiben in der Tat nur die drei 
auf Z 5 v.u. genannten Gruppen übrig. Sie sind die einzigen, bei denen man 
nicht mit Quadraturen auskommt. 

Offenbar hat Lie die auf S. 277—280 behandelten Beispiele so ausgewählt, 
daß jede der kanonischen Gruppen wenigstens eine Untergruppe enthält, die mit 
einer der in den Beispielen behandelten Gruppen ähnlich ist. 


Zu Abhandlung XI, S. 282—310. 


S. 282, Z. 14—17. Es ist das die in Bd. III d. Ausg., Abh. XIV, 1874, 8. 191 
bis 194, 200—205 entwickelte Theorie, später in umgearbeiteter Fassung veröffent- 
licht in den Math. Ann. Bd. XI, S. 494—501, 512—519 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 
$ 7,8, 11,12). Lie geht jedoch hier weiter als in der früheren Darstellung der 
Theorie. Unter den Differentialgl., die er behandelt, gibt es nämlich solche, die 
auf Grund der allgemeinen Theorie auf Quadraturen zurückführbar sind, und solche, 
bei denen das nicht möglich ist. Er zeigt nun in der vorliegenden Abh., daß die 
Hilfsgleichungen, die im zweiten Falle erforderlich sind, immer gewisse Normal- 
formen erhalten können: sie sind entweder auf Riccatische Gleichungen zurück- 
fübrbar oder auf ein simultanes System, das als eine Verallgemeinerung der 
Riceatischen Gl. aufzufassen ist und das auf eine lineare homogene Diffgl. 3.0. 
zurückkommt.. Den Beweis dafür erbringt er dadurch, daß er in jedem einzelnen 
Falle die Reduktion wirklich ausführt; warum sie möglich ist und wie man jedes- 
mal dazu gelangt, die Veränderlichen in der dazu erforderlichen Weise zu wählen, 
darüber sagt er nichts. Erst in der 1885 erschienenen Abh.: „Allgemeine Unter- 
suchungen über Diffgl., die eine kontinuierliche endliche Gruppe gestatten“ geht 
er auf diesen Punkt ein. Er zeigt da (Math. Ann. Bd. XXV, S. 136—143, d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. III, $ 10, Nr. 28—30), daß bei dem allgemeinen Probleme, ein voll- 
ständiges System mit bekannter einfacher Gruppe zu integrieren, eine Hilfs- 
gleichung erforderlich ist und daß diese auf die erste oder auf die zweite der 
beiden vorhin erwähnten Normalformen zurückgeführt werden kann, je nachdem 
die Gruppe mit der allgemeinen projektiven Gruppe der Geraden oder mit der 
allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene gleichzusammengesetzt ist. 

Man kann nicht leugnen, daß der Weg, auf dem Lie in Bd. XXV der Math. 
Ann. zu diesem Satze gelangt, recht umständlich und langwierig ist und eine An- 
strengung erfordert, die zu der Einfachheit des Ergebnisses in keinem Verhältnisse 
steht. Lie hat das zweifellos auch selbst empfunden. Als nun Vessiot und de 
Tannenberg im Jahre 1888 nach Leipzig kamen, um bei Lie dessen Theorien 
zu studieren, da hatte Vessiot einen sehr glücklichen Gedanken, der die Zurück- 
führung des Integrationsproblems auf eine Diffgl. von der betreffenden Normalform 
auf die denkbar einfachste Weise und mit einem Schlage leistet‘) Es ist hier 
nicht der Ort, näher auf diese Dinge einzugehen, das wird in Bd. VI d. Ausg. in 
den Anm. zu der Abh. Ann. XXV geschehen. Nur eine Bemerkung möchte ich 
schon hier machen. 

Der Gedanke von Vessiot hätte eigentlich für Lie selbst besonders nahe 
liegen müssen, und es ist äußerst merkwürdig, daß er ihm hatte entgehen können. 
Gerade deshalb war Lie, wie ich mich noch deutlich erinnere, damals aufs höchste 
überrascht und er hat auch später jederzeit Vessiots Leistung außerordentlich 
hoch gestellt. 

Für das Verständnis der vorliegenden Abhandlung scheint es mir nun aber 
nicht zweckmäßig, den von Vessiot eingeschlagenen Weg zu benutzen. Vessiots 
Verfahren besteht nämlich darin, daß er die zu integrierende Hilfsgleichung in 
eigentümlicher Weise bildet; indem er von vornherein die unbekannten Funktionen 


1) Vgl. Lie-Scheffers, Diffgl. 1891, S. 554 Anm. 
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in zweckmäßiger Weise wählt, erreicht er, daß die Hilfsgleichung sofort in der 
gewünschten Normalform, z. B. als Riecatische Gleichung erscheint. Lie da- 
gegen bildet die Hilfsgleichung auf ganz anderem Wege; als unbekannte Funk- 
- tionen führt er Differentialinvarianten einer Untergruppe ein, und es ist daher von 
- vornherein keineswegs klar, daß die Hilfsgleichung durch geeignete Wahl dieser 
- Diffinv. die Riceatische oder eine andere Normalform erhalten kann. Will man 
nachweisen, daß das möglich ist, so bedarf es einer besonderen Untersuchung. Ich 
werde im folgenden diesen Nachweis führen; die Hilfsmittel dazu habe ich den 
- vorhin erwähnten Entwickelungen in Bd. XXV der Math. Ann. entnommen, es ist 
- ‚daher wenigstens denkbar, daß sich Lie die Sache ungefähr ebenso zurechtgelegt 
- hat, wie ich es hier mache. 

Es sei X,f, .:., X,f eine r-gliedrige kanonische Gruppe der Ebene, so daß 
die endlichen Trff. der Gruppe als bekannt vorausgesetzt werden können. Wir 
- nehmen überdies an, daß die zu der Gruppe gehörige Determinante 4 (vgl. Ahh. X, 
S. 245) nicht identisch verschwindet. Dann sind die niedrigsten Differentialinvarian- 
' ten der Gruppe von den Ordnungen r — 1 und r, und wenn man diese mit a 
und J, bezeichnet, läßt sich jede bei der Gruppe inv. Diffgl. (r + m)-ter O. auf 
‚die Form: j 


i na, 





Re 





as, d"J, )-: 


bringen. Durch Integration dieser Diffgl. m-ter O. zwischen J,_, und J,, die im 

allgemeinen keinen Affekt hat, findet man eine endliche Gl. von der Form: 

ER „= 9(J,_1)» wo p m willkürliche Konstanten enthält. Um die Integration die- 
ser inv. Diffgl. r-ter O. handelt es sich also. Wir schließen dabei den Fall aus, 

daß die Gl. J, = P(J,_ı) die Form dJ,_,:dz=0 besitzt, ebenso lassen wir die 

_ inv. Diffgl, von niedrigerer als r-ter O. beiseite (vgl. S. 643—668). 

Schreiben wir die zu integrierende Diffgl. r-ter O. in der Form: 


U 





| Mol, yy,...,y®), 
so kommt alles hinaus auf die Integration der lin. part. Diffgl.: 





inv. bleibt (vgl. S. 673). Dabei ist J,_, die Lösung des r-gliedr. vollst. Systems 
XD in den r+1 Veränd: u, y,y\, ..., erh, dagegen ist es keine 
Lösung der Gl. Af/=0, denn sonst wäre: J,_, > eonst. ein Integral der Diffgl. 
r-ter O. und diese hätte daher die ausgeschlossene Form dJ,_,:de=0. 


An Stelle von y”! führen wir J._, ls neue Veränd. ein, dann wird: 


LEER de 
een 0 WO xir-9 
X fat Zn ya 
wo die Zen in den r Veränd. x,9y,y, ..., y””? eine einfach transitive 


‘Gruppe erzeugen, deren endliche Trff. unter den gemachten Voraussetzungen be- 
kannt sind. Andererseits ist: 


Ad: ; =d(r, EEE BEE} a 
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wir können daher die Gl. Af=0 in der Form: 
7 ef Y 
AR er Eee MR EA ee FE 
f tanetent Burns 


+ Lie uY ER E Mose J,-1) OR 
6) ayr-9 





schreiben, wo yr Er =yist. Da die Gl. Af=0 die inf. Trff. A: gestattet, 
die alle von J,_, frei sind, so ist (AXF"P)=0. 


r—1 
Wir denken uns nunmehr die inf. Trff. der zur Gruppe be reziproken 
einfach trans. Gruppe: 


kr i (r—2) of en), of 
Z,f= Bla, y Yı ..., Y a Hl y@ (k=1,...,r) 
7 


aufgestellt, was ohne Integration möglich ist (vgl. Abh. XII, S. 312, Nr. 3, sowie 
diese Ausg. Bd. III, Abh. XXXIX, S. 549, Nr. V und Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, 
S. 394, Satz 9). Dann ist (xer=9z, )= 0 und wir können daher Af in der Form: 


ur öf .T 
Af Bere +80, 


darstellen, wo die Funktionen «, eindeutig bestimmt sind. 

Es sei nun X,f; ..., X,_,f eine (r— 1)-gliedrige Untergruppe unserer r- 
gliedrigen Gruppe und die zugehörige Det. 4 sei wieder =E 0, so daß die niedrigste 
Diffinv. J,_, der Untergr. von der (r — 2)-ten OÖ. ist. Dann lassen sich alle Lö- 


sungen des (r — 1)-gliedr. vollst. Syst. xXrdr—0,. XD 0 in den r 
verand;e,u,4,.:;, yr 2 durch J._,9 allein decken Aus den Identitäten: 
Kia 28, f=0 kel..,r-l;j=L...n 


folgt weiter, daß jedes Z,J,_, eine Funktion von J,_5 allein ist; führen wir da- 


her J,_, an Stelle von "en als neue Veränderliche ein, so erhält Af die 
Gestalt: i 
- of of 
Am 7 le v1) (d at 
. 


wo die weggelassenen Glieder nur die Ableitungen von f nach ©, y, Y, -:-, yr-3 


enthalten. Demnach können wir als ersten Schritt zur Integration von Af=0 
die Integration der Diffgl.: 


of - öf 


If=- a a, eo, &(J, -2)5) ER =) 


ansehen, die mit einer gew. a 1. OÖ. zwischen J,_, und J,_, gleichbedeutend 
ist. Es ist das die Diffgl., die Lie ableitet, indem er den Ausdruck: 


dJ,_, dJ,_ı 
an... da 


bildet, der eine Diffinv. der Untergruppe ist und also durch J,_,, J,_, und J, 
ausgedrückt werden kann; vgl. z. B. S. 288, Z. 14—16, wo J,_,=y, und 
J,._3=Yı ist 
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Wir bedenken jetzt, daß die reziproke Gruppe Z,f mit der Gruppe X,f 


 gleichzusammengesetzt ist; wir können also, wenn (X,X,) —= %c,,,X,f ist, die Z,f 


so wählen, daß (Z,Z,)= &c,,,Z,f wird. Beachten wir weiter, daß 
ZI (I, _9) 


- ist, so erkennen wir, daß die inf. Trff. 


5 0 
Zf=&(,_,) — 


_ in den Beziehungen: 


Lu. 
(zZ, 2) ag DAWN 


stehen und also in der einen Veränd. J._, eine Gruppe erzeugen, die mit der 
- Gruppe X,f isomorph ist. Als Gruppe einer einfach ausgedehnten Mann. kann 


diese Gruppe nach Abh. II, wenn man eine geeignete Fonklion von J._, als neues 
Jg einführt, die Form: 


Be ei 


Zi/=(y 44T, + A_o)5y 


—2 


erhalten, wo die a,, b,, ec, Konstanten sind, und zwar kann man, wenn die Gruppe 


 Z,f zweigliedrig ist, alle c,= 0 setzen, wenn sie eingliedrig ist, alle c, und b,. 





Hierin liegt, daß die mit Af=0 äquivalente gew. Diffgl. 1. OÖ. die Riccati- 
sche Form erhalten kann, sobald die Gruppe Z,f dreigliedrig ist; dagegen ist sie 
auf eine lineare Diffgl., also auf bloße Quadraturen zurückführbar, wenn diese 
Gruppe zweigliedrig oder eingliedrig ist. 

Jede Lösung D(J,_g, J,_,) der Gl. Af=0 befriedigt das ganze r-glie- 
drige vollständige System: 


Af=0, X ire0, ..., XUIVf-=0, 


das, sobald ® gefunden ist, vollständig integriert ist. Da nun aber die Gl. A f=0 


_ auch die inf. Tıf. X Ede gestattet, so sind stets auch: 


” 
= 
er 
He 





r— 08 r— 
Red xD, 
r—2 
EN AU N (r-1) 2 (r-1) y(r—ı) 
xe’xt Vo— Er: (X! AED an % Re 


‘usw. Lösungen von Af=0. Wie viele von einander unabhängige Lösungen von 


Af=0 man auf diese Weise ohne Integration findet, das hängt von der Zusam- 
mensetzung der Gruppe X,f ui, vgl. darüber S. 289, 2.13—3v.u. und die 
Anm. dazu. 

Ist X, fh: ‚, X„f 0<m<sr-ı) die größte in der Untergruppe enthaltene in- 
variante Untergruppe der Gruppe X, f, ..., X,f, so findet man alle Lösungen des 
vollständigen Systems: Af=0, Xfr-Yf=0,..., Xr-Df=0. Führt man r— m 
unabh. Lös. dieses vollst. Systems als neue Veränd. ein, so kommt man auf eine 
Gl. Af=0 in m-+ 1 Veränderlichen, die die m bekannten inf. Trff. XD, ..., 
X Pf gestattet, und zwar besteht zwischen Af und den X,7=»f keine lineare 
homogene Relation. Man hat also ein Integrationsproblem von genau derselben 
Art, wie das ursprüngliche war. Ist insbesondere m = 0, so ist keine weitere In- 
tegration erforderlich. 

Den vorhin ausgeschlossenen Fall 4= 0 brauchen wir nicht besonders zu 
behandeln. Man überzeugt sich nämlich leicht, daß jede r-gl. Gruppe @,, bei der 
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J=0 ist, eine inv. @,_, enthält, diese eine inv. @,_, usw. und daß jedenfalls 
die @,_, lauter vertauschbare inf. Trff. enthält. Jede solche G, ist daher integrabel. 
GE die Anm. zu S. 90, Z. 8—13 und zu S. 93f.). Nach Bd. III d. Ausg. Abh. XIV, 

205 erfordert daher das Integrationsproblem nur eine Reihe von Quadraturen. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, daß die r-gliedrige kanonische Gruppe X,f 
(r — 1)-gliedrige Untergruppen enthält. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so 
haben wir die achtgliedrige allgemeine projektive Gruppe der Ebene, deren größte 
Untergruppen BeSBnBLLEdDNT sind. Es ist das der in Nr. 24, $. 307—309 behan- 
delte Fall. 

Die niedrigsten Diffinv. der achtgliedr. Gruppe seien J, und J,, die einer 
sechsgl. Untergruppe X, f, ..., X,f seien J, und J,. Ist Z,f, . ., Z,f die rezi- 
proke Gruppe der einfach transitiven Gruppe x f «=1,...,8), so sind die Aus- 
drücke Z,J, und Z,J, Funktionen von J, und 7, allein, und die inf. Trff. 

24J; dt de 77, (k=1,...,8) 
in den Veränd. J,, J, erzeugen eine Gruppe, die mit der allg. proj. Gruppe der 
Ebene isomorph ist. Weil die allg. proj. Gruppe einfach ist; kann der Isomorphis- 
mus nur holoedrisch sein; durch geeignete Wahl von J, und J, läßt es sich daher 
immer erreichen, daß die neue Gruppe mit der allg. projektiven Gruppe der Ebene 
zusammenfällt. 

Ist nun J,=9g(J,) die zu integrierende Diffgl. und setzen wir wieder voraus, 
daß sie nicht die Form dJ,:dx=0 hat, so können wir J, an Stelle von y, als 
neue Veränderliche einführen und haben eine lin. part Diffgl. 

z nr 


Af= 14 Zaman=0 


zu integrieren. Als ersten Schritt dazu können wir die Integration der Gl. 


= of a 7 
Br + Shofan ta) 


in den Veränd. J,, J,, J, betrachten, und diese Diffgl. kommt hinaus auf ein 
simultanes System von gew. Diffgl., von dem das System (L) auf S. 309 ein be- 
sonderer Fall ist, oder, wenn man will, auf eine gew. lin. hom. Diffgl. 3. O. 

Wir haben im vorstehenden die inf. Trff. der reziproken einfach transitiven 
Gruppe benutzt, die zu der einfach transitiven Gruppe Nr”, ..., Xr»?f ge- 
hört. Das war nötig, um den Beweis dafür zu erbringen, daß die erste Hilfsgleichung, 
die bei unserm Integrationsproblem auftritt, die behauptete Normalform erhalten 
kann. Will man jedoch bei einer bestimmten vorgelegten Ditfgl. die Normalform 
der Hilfsgl. wirklich herstellen, so hat man keineswegs nötig, die inf. Trff. der 
reziproken einfach trans. Gruppe zu bestimmen. Es wird genügen, wenn ich das 
für den Fall zeige, wo die r-gliedrige Gr. eine (r — 1)-gl. Untergruppe enthält. 

Man bilde zunächst, indem man J,_, an Stelle von y”- als neue Veränd. 
einführt, den Ausdruck: 


AR 1 


art 
und sodann den Ausdruck: 
a 2 cf of 
n_ BARS DB 
Af Ale: Od,iı + A r-2 oJ. 


der offenbar die Form: 


Af- ES +e(d,-1,Jr-3) u 
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; 



















hat. Betrachtet man J,_, als einen Parameter, so gibt es, wie aus den früheren 
Entwickelungen hervorgeht, in der Schar der inf. Trff.: 


= 
al),_n J,_)95 A 


höchstens drei von einander unabhängige, man kann daher immer, und zwar durch 
Auflösung linearer Gleichungen, den Ausdruck Af in der Form: 


AR = 1 Saw ı) Yr(Jr 47 


darstellen, wo 1<3 und wo die inf. Trff. 


Gf=Yıld, -I II 7 \ (k=1,...,) 
von einander unabhängig sind. Diese C,f erzeugen stets eine endl. kont. Gr. der 
‚ einf. ausged. Mann., die für = dreigliedrig und für =1 eingliedrig ist, wäh- 
rend sie für Z=2 zwei- oder dreigliedrig ist, jenachdem (0, C,) aus C, f, C,f linear 
ableitbar ist oder nicht. Man braucht jetzt nur noch diese Gruppe O,f auf ihre 
kanonische Form zu bringen, was nur für /=1 eine Quadratur erfordert. 
S. 282—293, $ 1 entspricht Abh. X, $ 2, S. 256—263. 
S. 283, Nr. 1, vgl. Abh. X, S. 257, Nr. 4. 
S. 283f., Nr. 2, vgl. Abh. X, S. 257, Nr. 5. 
8.284, Z. 14—23. Dieses Verfahren versagt dann, wenn v=u?, wenn es 
sich also um die Diffgl. yy, —y3=0 handelt. Da diese durch vollständige 
- Differentiation der Gl. u const. entsteht, so hat man es mit dem besonderen auf 
8.665 besprochenen Falle zu tun. Von der lin. part. Diffgl. 


u of of 
Fe öy +ey öY, 
die der Diffgl. „= cy, entspricht, findet man ohne Integration die Lösung: 
_ Y,—ey und hat dann noch eine, hier allerdings ausführbare Quadratur zu er- 
 ledigen. 
S. 285, Nr. 3, vgl. Abh. X, S. 258, Nr. 7. 
S. 285, 2. 12—15. In Wirklichkeit findet man für X=+0 ohne Integration 
zwei unabh. Lösungen der lin. part. Diffgl.: 


—0, 





HE ne.: 
Dat Nayt Y a 0 


und braucht daher überhaupt keine Quadratur. Für X = 0 findet man dagegen 
bloß eine Lösung und braucht daher noch eine (Quadratur (vgl. S. 658, 2**). 

S. 285, Z. 15ff. Hier werden die zwei niedrigsten Diffinv..y, und y, der 
inv. Untergr. p, q als Veränd. benutzt. 

8.285, 2.10—3 v.u. Dieses Verfahren versagt für die Gl. (—1)9, = (c—2)g}, 
die mit der Gl. dp, :dx=0 gleichbedeutend ist. Vgl. S. 665. 

S. 286f., Nr. 4, vgl. Abh. X, S. 258, Nr. 6. 

S. 286, 2 14— 23. v und u sind die niedrigsten Diffinv. der inv. Untergr. 

pP, q, yq, 8. S. 283, Nr. 2. Das nachher benutzte Verfahren versagt, wenn 

 F=2u:v?, doch ist dann die Gl. vdu— 2udv—=0 unmittelbar integrabel. Es 
liegt hier der auf Z. 11 ausgeschlossene Fall vor, wo die Diffgl. 9, =f(Y,) durch 
Differentiation der Gl. @, —=c entsteht, was für 9, =29} —g, eintritt. Bei An- 
wendung der allgemeinen Methode (vgl. S. 665) erfordert diese Diffgl. nur eine 
erster. i 
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S. 287, Z. 10—19. Dieses Verfahren versagt offenbar ebenfalls in dem eben 
erwähnten Falle: 9, =29: —9.- 

S. 287f., Nr. 5, vgl. Abh. X, S. 260, Nr. 10. 

S. 288, Z.6—8. Es ist merkwürdig, daß Lie bloß zwei der drei inf. Trff. 
berücksichtigt; nimmt man nämlich alle drei mit, so erfordert die Gl. 9, =e für 
c--4 gar keine Integration, nicht einmal Quadratur, während allerdings für c=4 
eine Quadratur nötig ist (vgl. S. 658, 3**). 

S. 288, Z. 14—18. Hier ist y, die niedrigste Diffinv. der zweigl. Untergruppe: 
p+gq ap-+yg. Ist F(p)=39,?-+ 12, so versagt das Verfahren, denn man hat 
es dann mit der Diffgl. dp, :dx=0 zu tun, die mit 9, = const. gleichbedeutend 
ist und daher ohne Quadratur erledigt werden kann. Das gilt freilich nur, weil 
die Gruppe in kanonischer Form vorliegt und weil daher p, bekannt ist. Behandelt 
man die Diffgl. 3.0. dg, : dx = 0, ohne von der Kenntnis von p, Gebrauch zu machen, 
so findet man von der zugehörigen lin. part. Diffgl. 1. O. in x, y, %,, %, bloß zwei 
Lösungen ohne Integration, und es stellt sich heraus, daß 9, nicht durch diese 
Lösungen allein ausdrückbar ist (vgl. S. 665f.). 

Der innere Grund dafür, daß die zu integrierende Hilfsgleichung die 
Riccatische Form erhalten kann, ist aus den Entwicklungen auf S. 682ff. zu 
entnehmen. In dem hier vorliegenden Falle ist r —=3 und: 


XKrf= 2. + 4 ’ 


öf er of 
I ARE NEE KARR 
L,rf=x% ER Yy IT.) 2) Yı ag, 


0% of 
x.Vl—rn H Bat 
2 f u Yay ’ 


Die zugehörige reziproke einfach transitive Gruppe lautet: 


he 3 0f 

ZAlfl=(W x)Y, 3,1 3 öy,' 
a of 

Zuf TEW 2Yı ey, ’ 


+ 0 
7 f= — X 7 — +2 MELLE, 
3 (Y )Yı oY Yı °Y, 
Die bei beliebigem r mit J,_, bezeichnete Größe ist jetzt y,, also wird in un- 


serm Falle: 
_ 10° -— Mg 20f 
Zzf=2y’—, Zfety ——, Zf=iyu 
ıf Yı öy, ef Yı dy, st Yı y, 


eine Gruppe, die durch Einführung von ey: in die allg. projektive Gruppe 
der einfach ausgedehnten Mann. übergeht. 

Daß die Diffgl. 3. 0. 9, = F(g,) auf eine Riccatische Diffgl. zurückführ- 
bar ist, hat Lie übrigens schon 1882 mitgeteilt, s. d. Ausg. Bd. Ill, Abh. XL, 
S. 553, Z.15—12 v.u. Vgl. ebd. Abh. XXXIX, 8. 549, Nr. IV und die Anm. dazu, 
S. 762. Die Gruppe: p+q, zp+ygq, x?p-+ y?q ist ja durch Punkttransformation. 
wit der projektiven Gruppe eines Kegelschnitts ähnlich (vgl. hier Abh. XIX, 
S. 475). 

S. 289, Z. 13—1 v.u. Zwischen den A,f und den B,f darf keine lin. hom. 
Relation von der Form: Zy,(2)A,f+ Ze,B,f=0 bestehen, in der die ec, Kon- 
stanten sind. Da nämlich jede inf. Trf. von der Form Zy,(@)A,f das r-gliedrige 
vollst. Syst. A,f—= 0 sowieso inv. läßt, so würde. das Bestehen einer solchen Re- 
lation zur Folge haben, daß gewisse unter den inf. Irff. B,f des vollst. Syst. über- 
flüssig wären, weil sie schon durch die übrigen mit gegeben wären. 
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5 Die Anuahme, daß es nicht gelingt, ein Integral durch Differentiation zu 
“ bilden, sagt aus, daß der in Bd. III d. Ausg., Abh. XIV, S. 192 aufgestellte Satz 
_ keine Lösung des vollst. Systems liefern darf. Hieraus folgt zunächst, daß auch 
_ keine Rel. von der Form: Zyp,@)d,f+&y(@)B;f=0 besteht. Wären nämlich 
etwa A,Af,...,4,.h Bıfs - . -, Bi f O<A<n—r) durch keine solche Relation 
- verknüpft, wohl aber: A\f -:., A,f, Bh:-., B,;.f, so hätte diese Relation 
_ die Form: i 
a KR 


h 1,2% 
B, ıf= Du @Bf+ DI, @A,yf, 
k J 


wo mindestens eine der Funktionen p,(&) nicht konstant und daher nach dem er- 
 wähnten Satze eine Lösung des vollst. Syst. wäre. Nun gestattet aber das vollst. 
_ System zugleich mit den inf. Trif. B,f auch jede inf. Trf. von der Form (B;B,) 
_ und diese ist offenbar in der Form: i 


ei 


4 Keire 
(B,B,) = ZSauBf+ Do, A,f 
8 2. 


darstellbar. Es folgt daher außerdem, daß die c,,, Konstanten sind; denn wäre 
_ auch nur eine unter diesen Größen eine wirkliche Funktion von den x, so wäre sie 
eine Lösung. 

Die Annahme, daß kein Integral durch Differentiation gefunden werden kann, 
kommt demnach darauf hinaus, daß zwischen den A,f und B,f keine lineare ho- 
_ mogene Relation besteht und daß die C;xs Konstanten sind. 

x Denken wir uns jetzt weiter das vollst. System A,f=0 nach r von den Ab- 
 leitungen von f aufgelöst: 

\ CI, Aare A 


ö of 
le a real (=1,...,r), 


so ist (4,4,)=0, und wir können die inf. Trff.: . 


Bf hrs, re eesarr) 
5 v 4 
durch die folgenden ersetzen: 
13..7 
Bf=B,f— D8,,4,f (=1,...,n—r), 
J 


wo nunmehr: 
+ N—-r 


1 
(A, B,) =(, (B,B,) = NeouBif 
8 


sodaß also die B,f eine (n — r)-gliedrige Gruppe erzeugen (vgl. Math. Ann. 
Bd. XXV, S. sıf., d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, 8 1, Nr. 3). 

4 Den Satz nun, den Lie auf Z. 8-3 v.u. aufstellt, hat er schon 1882, d. Ausg. 
- Bd. TH, Abh. XXXVIIL, S. 546, Z.4—-8 kürzer ausgesprochen. Einen Beweis dafür 
hat er aber erst 1885 veröffentlicht, und zwar beweist er da gleich den allge- 
meinen Satz, der an die Stelle des hier ausgesprochenen tritt, wenn die Gruppe 
_ der B,f auch zusammengesetzt sein, d. h. invariante Untergruppen enthalten darf 
(8. Math. Ann. Bd. XXV, S. 83—89, d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 2). 

Dagegen erhebt sich eine andere Frage. An der vorhin angeführten Stelle 
von 1882 sagt Lie, es genüge bekanntlich nach seinen allgemeinen Theorien, 
eine Hilfsgleichung zu integrieren, und hier sagt er auf Z. 2, 1 v. u., er habe den 
Satz früher in viel allgemeinerer Form aufgestellt Beide Äußerungen sind ziem- 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 44 
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lich rätselhaft, denn in Lies früheren Veröffentlichungen kann ich nirgends eine 
Stelle finden, an der ein derartiger Satz ausgesprochen wäre, oder auch nur eine 
Stelle, aus der man ihn, wenn auch mit einiger Anstrengung, herauslesen könnte. 
lis bleibt daher nichts andres übrig, als das „bekanntlich“ in dem Sinne zu ver- 
stehen, in dem es Lie so oft gebraucht, daß es sich nämlich auf etwas bezieht, 
was ihm selbst bekannt war und was er früher irgendwo in mehr oder weniger 
versteckter Form angedeutet hatte, während doch schwerlich irgend ein anderer 
die Andeutung bemerkt, geschweige denn wirklich verstanden hatte. 

Bereits in Bd. III d. Ausg. auf $. 760, Z. 18—12 v. u. habe ich in einer Anm. 
zu S. 546 auf die vorliegende Stelle 8. 289, Z. 2, 1 v. u. verwiesen, ohne angeben 
zu können, wo Lie den Satz früher in viel allgemeinerer Form aufgestellt hat. 
Auf S. 789 von Bd. III habe ich dann die Vermutung ausgesprochen, Lie spiele 
hier auf einen Satz an, den er 1874 in Bd. VIII der Math. Ann. ausgesprochen hat 
und der sich auf die invarianten Beziehungen zwischen einer Funktionengruppe 
und einer darin enthaltenen Untergruppe bezieht. Inzwischen bin ich Jedoch wieder 
anderer Meinung geworden. In dem Satze nämlich, der uns hier beschäftigt, 
handelt es sich um eine invariante Beziehung zwischen einer kont. Trfsgr. und 
einer darin enthaltenen Untergruppe, und diese Beziehung wird verkörpert durch 
die größte in der Untergruppe enthaltene invariante Untergruppe der ganzen Gruppe. 
Der Satz in Bd. VIII der Ann. läßt sich allerdings auch auf die beiden Trfsgr. an- 
wenden, man braucht diese ja nur als Funktionengruppen aufzufassen, aber er be- 
‚ zieht sich ja auf die ausgezeichneten Funktionen in jeder dieser Funktionengruppen, 
und diese ausgezeichneten Funktionen gestatten schwerlich einen Schluß auf die 
vorhin bezeichnete größte invariante Untergruppe. 

Ich glaube nunmehr, die Lösung des Rätsels geben zu können. Allerdings 
muß ich gestehen, daß die Äußerung Lies, wie ich sie auffasse, eine selbst für 
ihn ganz ungewöhnlich starke Zumutung an den Leser stellt, zwischen den Zeilen 
zu lesen und Folgerungen zu ziehen. Ich finde aber keinen anderen Weg, zu er- 
raten, was Lie gemeint hat 

Ich glaube nämlich jetzt, daß Lie an die Entwicklungen gedacht hat, die, 
‚er 1874 im Anschluß an den mehrfach angeführten Satz, d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 
S. 192 auf S. 193f. gemacht hat und die er 1877 in Bd. XI der Math. Ann. auf 
S. 498— 501 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. Ill, 8 8, Nr. 17) in etwas verbesserter Darstel- 
lung wiederholt, hat. Dort zeigt er ganz allgemein, auf welches Integrations- 
problem die Integration eines vollständigen Systems hinauskommt, wenn man eine 
Anzahl von inf. Trff. und von Lösungen des Systems kennt, und wenn man aus 
den bekannten inf. Trff. und Lösungen so viele neue inf. Trff. und neue Lösungen 
abgeleitet hat, daß man durch Differentiation keine neue Eösung mehr finden kann. 

Wir betrachten gleich den allgemeinen Fall unseres Integrationsproblems, wir 
lassen also auch zu, daß die Gruppe zusammengesetzt ist. Wir denken uns in den 


Veränd. &,,..., %, ein r-gliedriges vollständiges System: 

(1) Af=9,...,4,f=0 

vorgelegt, das wie vorhin aufgelöst ist, so daß alle (4,4,)=0 sind. Wir setzen 
voraus, daß (1) n— r unabh. inf. Trff, B,f,..., B,_,f gestattet, und daß zwischen 


den Af und den Bf keine lineare homogene Relation besteht; dann können wir die ° 
Bf in der vorhin angegebenen Form ($. ı89, Z. 15 v. u.) annehmen, so daß alle 
(A,B,) verschwinden und Relationen von der Form: 


1..n—-r 
(2) (B,B,) =. Ne,,,B,f 
bestehen. Mit anderen Worten: die B,f erzeugen eine (n — r)-gliedrige Gruppe. 
Endlich sei B,f, ...., B,f eine e-gliedrige Untergruppe dieser Gruppe und es 
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seien n—r— eg unabhängige Lösungen: U,ror17 ° ++, %, des (r + e)-gliedrigen 
vollständigen Systems: 
(8) Af=9,...,Af=09 Bf=0,..., B,f=0 
gefunden. 
Unter den gemachten Voraussetzungen sind: 
2 (4) Borıttu B,+;Bo 43% en lene 


neue Lösungen von (1), die ohne weitere Integration angegeben werden können, 
und es handelt sich darum, festzustellen, wie der Inbegriff aller von einander un- 
 abh. Lös. von (1), die sich so ergeben, charakterisiert werden kann. 

2 Wir wollen annehmen, daß die Bildung der Ausdrücke (4) gerade noch 


e—m ((<m<o) 

und nicht mehr von einander und von den früheren unabh. Lösungen: 
%,+-m+1? a! Ur+o 

' von (1) liefert, so daß also die Ausdrücke 


e B 
ER 





g+kYu 2 Kel...,n-r—-gu=r+mH+l,...,n) 


sämtlich als Funktionen aller « allein darstellbar sind. Hierin liegt, nebenbei be- 

merkt, daß es nicht möglich ist, A< ge — m Funktionen U,,..., U, aller u so 

auszuwählen, daß sie i. B. auf 4 von den Größen Wıiatire U, , von einander 

unabhängig sind, und daß sich schon alle 
Bo +34 B,+% U, 

(k=1l,..,n-r-o; ertorlb...,n;r=1,...,$) 


durch Urorır 3999 Uns U,,..., U, allein ausdrücken lassen. 

Unter den gemachten Voraussetzungen liefern die uns bekannten Operationen 
zur Ableitung neuer inf. Trff. und zur Ableit. neuer Lösungen nichts neues mehr, 
wir befinden uns also auf dem Standpunkte, den Lie an den von uns angeführ- 
ten Stellen aus den Jahren 1874 und 1877 als gegeben annimmt. Wir haben daher 
nach den Vorschriften, die Lie a. a. O. gibt, das noch übrig bleibende Integrations- 
_ problem zu formulieren. 

Zu diesem Zwecke führen wir die n—r— m Größen u nebst 
_ und m andern geeigneten &, die wir « 
_ änderliche ein. Dadurch wird: 





BP 
r+19 99 227 Dennen, als neue Ver- 















TE of Isa öf 
1 Af= ————( An 
(4) rf I, 1 hrd,., (k=1,...,r) 
und ferner: 
X Im 1 —- m 
; s _ör tn dr 
: Bf= I; FREE DATEI, m BE 
{ v r+v 7 r+m+r 
# =1...,0) 
2 of EN öf 
@) Bayuf= IP +87 u + 
A gs UL ARE Ei Alena BE 
: rer öf 
: Pohrrrode 
| o 2+0:+0 
\ 





: w=l...,n-r-o), 
3 . 44* 
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wo die y sämtlich nur von den « abhängen. Sodann haben wir festzustellen, was 
für int. Trff. Zy,(uw) B;f es gibt, die keine Ableitung von f nach einem u enthal- 
ten, denn nur solche inf. Trff. kommen fernerhin für unser Integrationsproblem in 
Betracht. 

Da zwischen den Af und den Bf keine lineare homogene Relation besteht, 
so ist die Det. der Male +05 Null verschieden, und die Boruf sind in- 
folgedessen unabhängig i. B. auf die Ableitungen nach den u, | o+0° Soll mit- 
hin Zy,(u)B,f von allen Ableitungen nach den u frei sein, so müssen die 4, „ 
verschwinden. Andrerseits können in der Matrix: ; 


| . | 
Iur+m+r G=he.,g5tT=h...,o—m) | 


nicht alle (e — m)-reihigen Det. verschwinden, also lassen sich aus B,f, .. -, B, f. 
gerade m und nicht mehr linear unabhängige Ausdrücke &y,(u) B,f zusammen- 
setzen, die von den Ableitungen nach den u frei sind. Wir dürfen ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit annehmen, daß diese Ausdrücke die Form haben. 


.o-m 


NE 
(5) Bf—=Bf+ IP) Buref G=e1,...,m). 


T 


Da alle (A, B,) identisch verschwinden und da alle (B, B,) wieder von den 
Ableitungen nach den « frei sind und sich also durch B,f, ..., B,f allein 
ausdrücken lassen müssen, so bilden die r + m von einander unabh. Gl.: 


(6) Af=d,..., 4f=0,Bf=0,..., Baf=0 


in den n Veränd. x, u ein (r + m)-gliedriges vollständiges System, dessen allge- 
meinste Lösung offenbar eine willkürliche Funktion der u ist. Hierin liegt, daß 
das vollst. System (6) die inf. Trff. Bf, ..., B,_,f gestattet. Nun aber ist: 


ri...n-r: 1...0-mM ..g-m 


er [9 m B 
(B;B;) = (45, +5 Port mtz, .) B,f+D BP, Busch 


8 T T 


ein Ausdruck, der sich durch die Bf allein darstellen lassen muß, also kommt: 


Z RE 1..0-m 
(7) (B,B,) - I(e,, + 39,4 m+t, Bf 
$ [4 
; @=1,...,r-m;j=1,...,m) 
und insbesondere: 
Em 1.;:0 7 


2 
(B,B,) Bar >IGR + I (7,0, m+Yys P 16, m-+Tr, .) + 
8 T 


(8) 1...e-m ” 
+2 Le o,m+T, > Bit 
oT 





Wie... 


Unser ursprüngliches Integrationsproblem ist nunmehr reduziert auf das r-gliedrige 
vollst. System (1”) in den r+ m Veränderlichen &,, . - -, Zr+mr in dem wir die 
Größen u als Parameter aufzufassen haben. Dieses vollst. System gestattet die 
m inf. Trff. B, f, die stets, welche Werte man auch den « erteilen mag, eine 


m-gliedrige Gruppe in den r+ m Veränd. x erzeugen. 


ee. 


1 
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Soweit ist alles nur eine Ausführung der Vorschriften, die Lie a.a. O. ge- 
geben hat. Wir haben aber dabei den Umstand, daß B,f, ..., B, ‚fund Bf, 
..., B,f Gruppen bilden, noch lange nicht vollständig ausgenutzt, und eben dieser 


Umstand ist es, der es gestattet, noch Genaueres über die Form der inf. Trff. 


” B,f auszusagen. Wir kommen hiermit zu den Betrachtungen, die, nach meiner 


festen Überzeugung, Lie zu dem von ihm aufgestellten Satze geführt haben, die 
er aber als so selbstverständlich betrachtete, daß ihm ihre Auseinandersetzung gar 
nicht nötig erschien. 

Das vollständige System (6) besteht aus allen Gleichungen des vollst. Systems (3), 
die von allen n — r — m Größen u befriedigt werden, oder, wie aus der Definition 
dieser % hervorgeht, es besteht aus allen Gleichungen von (3), die nicht bloß von 
‚%, sondern auch von allen Größen: 


Bora ur BorzBoratur wer+gtl,...,n) 


Y,ro+ir 


befriedigt werden. Erinnern wir uns, daß alle B; u, G=h..,gusr+oth..,n 


verschwinden und daß 
l...n—r 


(B;B,+% = De, e+k, Bit 
8 


ist, so erkennen wir, daß wir auch sagen können: Das System (6) besteht aus 
allen Gleichungen des Systems (3), die von allen Größen: 


u, Bus BB u . Mer+otls .. 8;%,.j=1,..,*-r) 


erfüllt werden. Setzen wir endlich: 


1..n-r 


Of > Bf, 
k ’ 


wo die e, beliebige Parameter sind, so können wir das noch anders ausdrücken: 


Das System (6) besteht aus allen Gl. des Systems (3), die von allen Ausdrücken: 
t? 
(9) I BA File er uen IA Pen ER =r+g+i. ...4 0) 


befriedigt werden, unter £ noch einen Parameter verstanden. 
' Aber die Ausdrücke (9) sind die Funktionen, die man erhält, wenn man auf 


Mrori, tt Un die allgemeine Transformation: 


: 5 t t? 
(10) eat 0x; + TE 008,4: (=1,.R) 


der (n— r)-gliedrigen Gruppe Bf, ..., B,_,f ausführt. Andrerseits können 


n=r 
Yror+i,:: Un auch definiert werden als solche » — r — eg unabhängige Lösungen 


des vollständigen Systems. (1), die zugleich Invarianten der e-gliedrigen Unter- 


E gruppe: Bf, ---, B,f sind. Demnach sind die Ausdrücke (9) solche n—r—e 


 unabh. Lös. von (1), die zugleich Invarianten derjenigen e-gliedrigen Untergruppe 


sind, die man erhält, wenn man die Untergruppe Bif,...., B,f vermöge der 


Transformation (10) transponiert (Abh. IV, 8. 84), und diese e-gliedrige Unter- 
gruppe ist die allgemeinste innerhalb der Gruppe: Bf, ..., B,_,f mit der Unter- 


gruppe: B,f, ..., B,f gleichberechtigte Untergruppe. Denkt man sich daher 
für alle möglichen Werte von et, ..., e„..„t alle Größen (9) gebildet, so erhält 


man lauter solche Lösungen von (3), die Invarianten sind aller derjenigen Trff. 
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der Gruppe X,f, ..., X,_,f, die diesen sämtlichen Untergruppen gemeinsam 
sind, mithin Invarianten der größten in der Untergruppe Xıf, -.., X,f enthal- 
tenen Untergruppe, die eine invariante Untergruppe der Gruppe X, f, ee Z,E 
ist. Da alle Lösungen von (3), die Invarianten der Untergruppe X, f, ..., X,f 


sind, durch «, Horte U allein ausgedrückt werden können, so müssen auch 


alle Lösungen von (3), die Invarianten der eben definierten invarianten Unter- 
gruppe sind, durch die sämtlichen Größen (9) ausdrückbar sein. ') 
Es sei ! die Gliederzahl dieser invarianten Untergruppe und: 


1...0 R 
Bf=DeuBuf (k=1,..., 
u 


seien / in ihr enthaltene unabh. inf. Trff. Dann liefern die Größen (9) gerade 
n — r— 1 unabh. Lösungen des (r + l)-gliedrigen vollständigen Systems: 


Af=d, ... Af=0, Bf=0,...,.Bf=0. 


Aber dieselben Größen sind, wie wir wissen, auch die Lösungen eines gewissen 
(r + m)-gliedrigen vollständigen Systems (6). Diese beiden vollständigen Systeme 
müssen zusammenfallen und sie können das offenbar nur, wenn /=m ist und 
wenn die ®, ; sämtlich Konstanten sind. Die inv. Untergruppe ist daher m-gliedrig 


und die B,f sind m unabh. ihr angehörige inf. Trff. Die Gl. (7) zeigen überdies, 
daß wir es wirklich mit einer inv. Untergr. der (n—r)-gl. Gruppe zu tun haben. 

Kennt man also n—r—g unabhängige Lösungen Urosir tr Un des 
vollst. Systems (3), die Invarianten einer g-gliedrigen Untergruppe der Gruppe 
X,f, ...,X,_,f sind, und gibt es unter den sämtlichen Ausdrücken Ku, 04m 
KK U, 04a ... (hj=lh...,a-r; u=1,..,n-r—g) gerade n— r—m(m<oe) von 
einander unabhängige, so sind diese immer Invarianten einer gewissen m-gliedri- 
gen Untergruppe der g-gliedrigen, und zwar ist diese m-gliedrige eine invariante 
Untergruppe der Gruppe X, f, -.-, >. 

Damit ist gezeigt, daß unser ursprüngliches Integrationsproblem immer auf 
ein Problem derselben Art in einer kleineren Anzahl von Veränderlichen hinaus- 
kommt, und zwar bleibt ein r-gliedriges vollständiges System (1’) in r+m Veränd. 
zu integrieren, das m unabh. inf. Trff. B,f, ..., B,,f gestattet. Dabei sind die 


Af und die Bf durch keine lin. hom. Relation verknüpft, und die Bf erzeugen 
eine m-gliedrige Gruppe, die aus der größten in der Gruppe: B,f, ..-, B,f ent- 
haltenen invarianten Untergruppe der Gruppe: B,f, ..., B,_,f durch Einführung 
gewisser neuer Veränderlicher hervorgeht. 

Ist die (n— r)-gl. Gruppe nichtzusammengesetzt, oder, wie Lie später zu 
sagen pflegt, einfach, so ist m = 0 und das neue vollständige System hat nur die 
Lösung f= const., das ursprüngliche Integrationsproblem ist daher vollständig 
erledigt. Das aber ist der hier auf $. 289 ausgesprochene Satz. Daß B,f, ..., B,f 
eine Untergruppe mit der größtmöglichen Zahl Parameter sein soll, ist unwesent- 
lich. Lie macht diese Voraussetzung nur, um ein vollst. System mit möglichst 
großer Gliederzahl, also eine Hilfsgl. von möglichst niedriger Ordn. zu erhalten. 

Ich will nicht unerwähnt lassen, daß die ersten Betrachtungen, die zu dem 
vollständigen Systeme (6) geführt haben (S..691f.), entbehrt werden könnten. 
Die nachher angestellten (von S. 693, Z. 9 an) würden für sich allein vollständig 


1) Sind nämlich ,,. -, 9,_,, unabh. Lös. eines m-gl. vollst. Syst. in n Ver. 
und %,,5 -:+, Zu’ unabh. Lös. eines m’-gl., so bilden die beiden vollst. Syst. ge- 
meins. Gl. ein vollst. Syst., dessen Lös. Funkt. von @,, ---, Pu_mı Air ** "> Anm’ 
sind (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 8, S. 144). 
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genügen. Trotzdem schien es mir angebracht, auch jene nicht zu übergehen, da 
- es lehrreich ist, die allgemeinen Entwickelungen von Bd. III, Abh. XIV, S. 193 f. 
an einem Beispiele von so allgemeiner Natur ausgeführt zu sehen. Ich wieder- 
hole jedoch, daß Lie, meiner Überzeugung nach, im Grunde durch die letzteren 
- Betrachtungen auf seinen allgemeinen Satz gekommen ist, denn sie sind ganz im 
_ Sinne seiner sonstigen Denkweise, und es erscheint mir daschank glaublich, daß 
= sie für ihn so selbstverständlich waren, daß er dem Leser zumuten zu dürfen 
glaubte, sie selber anzustellen. Der Beweis für den allgemeinen Satz, den er in 
Bd. XXV der Math. Ann. gegeben hat (vgl. S. 689, Z. 5 v. u.) ist zwar sehr sinnreich 
' ‚erdacht, enthält aber sicher nicht den Weg, auf dem er den Satz ursprünglich 


gefunden hat. 

S. 289, Nr. 6, vgl. Abh. X, 8. 259, Nr. 8. 

8.289, 2. 14f. y,:y, und & sind die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe: q. yq. 

S. 290, Nr. 7, vgl. Abh. X, S. 260, Nr. 9. 

8. 290, Nr. 8, vgl. Abh. X, S. 261, Nr. 11. 

S. 291, Z. 12f. Dieses Integral versagt, wenn 9, —=39?, dann aber hat man 
es mit der unmittelbar integrabeln Gl. dp, :dx=0 zu tun (vgl. S. 665). Dieselbe 
Bemerkung gilt Z.9 v. u. 

S. 291, nz. 12—9 v. u. Während bei der ersten Weise zuerst die niedrigsten 


- Diffinv. wo und w’ der inv. Untergruppe: q, yq, y’q, p benutzt wurden und dann 


die niedrigsten Diffinv. w, x der inv. Untergruppe: q, y9, y*g, sind jetzt u und 

‘p, die niedrigsten Diffinv. der nicht inv. Untergruppe: p, xp, q, yq. Durch Inte- 

‚gration der neuen Hilfsg]. wird die Gruppe auf die inv. Untergr. p, xp reduziert. 
Setzt man: 


Bf=y + air +@yy +2yi - TR RL RATE 


0 wird: 





a a 
a ie, B(9,)= 


- Ist daher ®(u, p,)=c, das Integral der Riecatischen Gl., so sind: 





2yi d® 
Neue: Cz 
IE Y_Y) ad, 
are Neue 


zwei weitere Integrale von 9, =f(p,), und durch Elimination von « und g, er- 


- hält man eine Diffgl. 2. O 


Br 
y„=yiuw(y, GC, @, 6) 


die. die Gruppe: p, xp gestattet. Man hat also die lin. part. Diffgl.: 


DE of 0 
Af= St 1 Ta Fra 
_ mit den beiden inf. Trf. : 5 
x 0 
x, XLf=x; ng: 


Die Lösung des vollst. Systems: Af=0, X,f=0 ergibt sich durch eine Qua- 
dratur und eine zweite Quadr. liefert die "zweite Lösung von Af=0. 

S. 291f., Nr. 9, vgl. Abh. X, S. 262, Nr. 12. 

S. 292, 2. T. Das sind die Diffinv. der Gruppe: q, ygq, y?q. 


8. 292, 2.15. Setzt man y= wr, so nimmt diese Gruppe die Form S. 264, 


Nr. 13 an, ihre niedrigsten Diffinv. 9, und 9, erhält man daher aus 8. 265, Z. 7 
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durch dieselbe Substitution. Wenn man Zahlenfaktoren wegläßt, kann man 
in der Tat (vgl. S. 292, Z. 5) setzen: 


= BE __9 
9 Au tu" —5wtuW?, ,=4w To” — 18Ww Tww” + 15w Tu”. 
S. 292, 2.18. Das sind die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe: 


df df df 
da an tan 


-st 9 = 0, so hat man die unmittelbar integrable Gl. dy, :dx — 0 (vgl. S. 665). 
S. 29%, Z. 19f. Setzt man: 


dxzd’xz 3 (& :) a 





dydy: 2 \dy® Yyıy 7 5.%: 
n— = — ——, 
(&) yı 
day 
so sind mw an die niedrigsten Diffinv. der Gruppe: p, xp, «?p (8. 259, Nr. 8) und 


’ dy 
(man erinnere sich an g,, S. 292, Z. 5): 


mir _, Eu 





day? dy) _ (mw — 5n)yr?— dww'yı?y, 
u w® z w? 
ist eine Diffinv. der sechsgliedrigen Gruppe. Nun aber ist: w — — wy?, also kommt: 


art wy any ya —2Ww(ly, y+ y3) + 5m 3yr dw yi + 2my, Y)’ 


so daß man hat: 


B, = — 9, -+ 8. 
Setzt man daher: 
: 
ER u r ER „a 
u=t et ein 2 w—2iw Tyrıy,, 
1 
so ist (vgl. Z. 7): 
du : 2 
dy 4 m (8, rl ) 
also: 
4 
du mw? 
0.5 A — 9a, +9— 1? 
Aber: 
d 
Ze ee: uEg, - im: Yı Ps 
mithin ist: 


an i(u? iu®+ 9, — 8) 
dy, 4, 


die andere Riceatische Gl. 
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Bei der inf. Trf. y?q erhält nun w den Zuwachs: dow= — 4ymwodt; setzt 
man daher: ä 5 af 
f f 
— yt2.29yy +8 2 LE 
cf=y u Nr An +2, 
of , of 
—4ym ra 4(yw + yı w) ar 
— 4(yw” + 2y,w’ + La 
Yy Yı Ys Aw’ 
1 
so wird: Cu=—4w ?, 09, —0. Ist daher 2(u, ,)=c, die Integralgl. der neuen 
Riccatischen Diffgl., so sind: 
0R=— a = € 
a dü 
-1d?8 -1d28 


neue Integralgl. von 9, = f(g,). 

Durch Integration der ersten Riecatischen Gl. erhält man daher «, w, x 
ausgedrückt durch 9, und drei willkürliche Konstanten, vermöge der zweiten u, w 
und y durch p, und drei andere willkürliche Konstanten. 

$ 2, 8. 293—304 entspricht Abh. X, 8 3, S. 264—272. 

S. 293f., Nr. 10, vgl. Abh. X, S. 264, Nr. 13. 

S. 294, Z. 10f. y, und g, sind Diffinv. der Untergruppe: 9, ep + ygq. Für 
p, = 0 hat man die unmittelbar integrable Gl. dy, :dx = 0 (vgl. S. 665). 

8. 294—296, Nr. 11, vgl. Abh. X, S. 265, Nr. 14. 

8. 295, Z. 7—10. u ist die niedrigste Diffinv. der Untergruppe: p, xp, yq. 
Für: 9, =+9?1— 9 hat man die unmittelbar integrable Gl. dp, :de—0. 

8. 295, Z.11 v. u. Diese Diffgl. 1. O. gestattet die inf. Trf. yq, die größte in 
der Untergruppe 9, xp, yq enthaltene inv. Untergruppe der viergliedrigen; deshalb 
erfordert sie nur eine Quadratur. 

S. 295, 2.4 v. u., 296, 2.13. Führt man y? als neues y ein, so erhält die 
dreigliedrige Untergruppe die Form S. 293, Nr. 10. 

S. 296, 2.2—12. Es it f= 3 y'yH+t sy ya flp,) und das vollständige 
Differential hat die Form: 








da dy dy, dy, au, 004 Yı Ys Y- | 
1 Yı Ys Ys F 4.09 Y, Ys F 
i7 ©. °0 0 0 er. 0 0 0 | 
2 y u 0 m | |2e y: um m by | 
a ay y—ay —3ay —day| |a® ay y-ayı 30% — day | 
: | 
— 3%, | os 





Hier verschwindet der Nenner in dem schon erwähnten Falle: f(p,)=49} —9. 

S. 296, Nr. 12, vgl. Abh. X, 8. 265, Nr. 15. 

S. 296, 2.9, 8v.u. Gemeint ist die bekannte Lagrangesche Methode der 
Variation der Konstanten, vermöge deren die Integration r Quadraturen erfordert. 
Andererseits hat Cauchy den besonderen Fall behandelt, daß die Det. D, als 
Funktion von y, %,, ..., Y, betrachtet, konstante Koeffizienten hat; er hat gezeigt, 
daß dann die allgemeine Lösung der Gl. D=F(«) unmittelbar hingeschrieben 
werden kann und zwar in der Gestalt von Integralen im komplexen Gebiet. 

. 8.296, Z. 4—1v.u. Der „bekannte Satz‘ bezieht sich auf lineare homo- 
gene Difigl. Jedes bekannte Partikularintegral: y= (x) einer solchen Diffgl. 
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liefert ja eine inf. Trf.: p(x)q, bei der die Diffgl. inv. bleibt. Ist y=gp(x) eine 
Partikularlösung einer niehthomogenen Diffgl., so gestattet die Diffgl. die inf. 
Trf. (y— pt&))g. Führt man y— gp(«&) als neues y ein, so wird die Diffgl. homo- 
gen. Kennt man daher r Partikularlös., so kommt man auf eine hom. Diffgl. 
mit r— 1 bekannten Lösungen. 

S. 297, 2.6—3 v.u. Diese Gl. ist ja linear und gestattet die (r — 1)-glie- 
drige Gruppe: X,9, ..., X,_,9, deren niedrigste Diffinv. sind: x, D,, = 

S. 298, Z. 13, 12 v.u. Das 8. 297, Z. 14—-17 Gesagte kommt darauf hinaus 
daß die Det.: 


1 Yı Ya en Pe 

a 
De nn 
dz dy dy, “rnay. 20% 5 





(r- ) 
k+lı+1 nn ee X, 





er xD xe-n 


ein vollständiges Differential wird, wenn man sie mit der Det. dividiert, die ent- 
steht, sobald man dx, dy, ... durch B,(x), B,(y), ... ersetzt, wenn man sie also 
mit Z/ dividiert. Führen wir nun die Bezeichnungen ein: 


04 
ax 





r—k 
= In 4,=(— 17° dr 


so ergibt sich: 


‚r—]1 


= JIy, -S x Im 


wir können also das vollständige Differential so schreiben: 


0 > 0: a > a ri a .r-—1 
er = dy;, — dx > en Yı,, 08 — *(meo+2 S’x San): 
i i 
Aber es ist: 
. 1 r 
247: t 
= zu -%, 


wo ®&,, für ö-#j verschwindet und für @=,j den Wert 1 hat, also kommt: 


L 12. % 
4 In ) 2% Ir, xü+l) 
EEE = — Be Es X J ä 
ax 4 I, _ 4 k 
was immer verschwindet außer für j=i— 1, we =— 1 ist, und firj=r— 1, 
mithin ist: 
A Mer A An 
dx 4 41 4 4 y 


rY 


wo 4, ;—, füri—=0 gleich Null zu setzen ist. Wegen: 
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nimmt daher unser vollst. Differential die Form an: 





was mit 8. 298, Z. 14, 16 stimmt. Schließlich kommt: 


y- BEE ta 


S. 298, Nr. 13 vgl. Abh. X, S. 266, Nr. 16. Man muß r>1 annehmen, weil 
die Gruppe sonst die Form: g, yq erhalten könnte ($. 283, Nr. 1). 

S. 298, 2.6—2 v.u. D ist die Diffinv. der inv. Untergruppe X,q, ..., X,q. 
Die letzte inf. Trf. yq liefert in x und D die inf. Trf.: öox—=v, 6 D=D.öt, bei 
der die Diffgl. Z. 4 v.u. inv. bleibt. Darauf beruht die Erledigung durch Qua- 
dratur. 

S. 299, Nr. 14 vgl. Abh. X, S. 267, Nr. 17. Die dort auftretende Konstante & 
ist stillschweigend gleich Null gesetzt; vgl. 8. 268, Z. 19f. und die Anm. dazu. 

S. 299, 2. 4—12. g@ ist der Ausdruck D, S. 296, der hier konstante Koeffi- 
zienten hat. Eigentlich sollte dp:dex—= 9, gesetzt und die Diffgl. &—=0 in der 
Form: | 





dargestellt werden. Durch Integration. erhält man eine Gl. 9, =f(p), die als 
Diffgl. 1. O. zwischen den Diffinv. 9, & der inv. Untergruppe X,9, ..., X,q auf- 
gefaßt werden kann und die wegen der bekannten inf. Trf. D durch 'Quadratur 
eine Gl. = F‘x) liefert. 

Eine besondere Stellung nimmt die Gl. 9, —=0 ein, die ohne weiteres auf 
p = const. zurückkommt (vgl. S. 665). 

S. 299, Z. 13. Gemeint ist die in Nr. 12 entwickelte Methode. Man vergesse 
nicht, daß X, ..., X, partikuläre Lösungen der verkürzten Gl.: 


: ey+ayıt'+%y,=0 
sind. 


8.299, Nr. 15. Vgl. Abh. X, 8. 268, Nr. 18. Es muß r >1 sein. 

S. 299, Z. 7—3 v.u. Da p und & Diffinv. der inv. Untergruppe: X, 9, ..., X.q 
sind, so gestattet diese Diffgl. den inf. Trff. p, yq entsprechend die zweigliedrige 
Gruppe von vertauschb. inf. Trff.: 


df af 


dx’ PP dp 
Die beiden Quadraturen sind daher von einander unabhängig. 
S. 300, Nr. 16, vgl. Abh. X, 8. 269, Nr. 19. Es muß r >1 sein. 
S. 300, Z. 7—15. y, und g, sind Diffinv. der inv. Untergruppe: q, xq, . 
x’=!q, p, und es ist: 





700 Anmerkungen zu Abhandlung XI, S. 300—308 


die, der inf. Trf. Z. 13 entsprechend, bei der inf. Trf. $y,= (c— r)y,öt, dp, —=0 
inv. bleibt. Hat man sie durch eine Quadratur erledigt, so kommt man auf einen 
besonderen Fall von S. 299, Nr. 14. 

Ist ((—r)g,=(e—r—1)gj, so hat man die unmittelbar integrierbare 
Diffgl. p, = const. (vgl. 8. 665). 

S. 300, Nr. 17, vgl. Abh. X, 8. 270, Nr. 19. Auch hier ist r>1. \ 

S. 300, 2.9—1v.u. Hier ist 9, =y, eine Diffinv. der ganzen Gruppe und 
Y,;, eine der inv. Untergruppe: q, xq, ..., x” ”!q, p, also hat man die Diffel.: 


dy,yı 
Ag,  Irrıllaı), 


die, der inf. Trf. 2p + ryq entsprechend, die inf. Trf. dp, = 0, 8Yy,41= —- Y,4ı0t 
gestattet. Hat man sie durch eine Quadratur erledigt, so kommt man auf einen 
besonderen Fall von S. 299, Nr. 14. 

S. 301, Nr. 18, vgl. Abh. X, 8. 270, Nr. 20. 

S. 301, Z. 9—17. y, ist die niedrigste Diffinv. der inv. Untergr.: g, xq, . 
x’"'q, p und es wird: 


dy, Yr+1 Ba 9 


= PITORIEREITET vn REEEFEN es 
A yet toy,et tg 
eine Diffgl., die der inf. Trf. Z. 14 entsprechend, die inf. Trf. dy,= dt, dp, = 0 
gestattet. Hat man sie durch eine Quadratur erledigt, so kommt man wieder 
auf einen besonderen Fall von S. 299, Nr. 14. Ist 9, =— wyp?, so hat man die 
unmittelbar integrable Gl. p, = const. (vgl. S. 665). 
S. 301, Nr. 19, vgl. Abh. X, S. 271, Nr. 21. Wieder ist r>1. 
S. 301, 2.6 v.u.—302, 2.9. y, und y,,, sind die niedrigsten Diffinv. der 


..r 








.., x""!q, p, und man hat: 


dp _Yrr2 |, YrYr+s _2YrYrr2 _ Pıderı 


ipv. Untergruppe: q, xq, . 














22 Payr+ı x 291 Yr+1 








dx a, Yıı u, Y, Y, Y,. : 
also: 
dy, Ba Y, 4yrrı er Y,+19ı . 
dpi Pa +91 — 297 49 2 P%tyYı 2 


Dieses simultane System in %Y,, %,,1, 9, gestattet den inf. Trff. cp, yq ent- 
sprechend die beiden vertauschbaren inf. Trff.: 


n d 0 
ey lg Y, nn 


4 
v 


of 
HH 
r en Oyr + 1 

und erfordert daher nur zwei von einander unabhängige Quadraturen. Wegen 
dy,= Y,;,dx findet man nunmehr x durch eine Quadratur als Funktion von 9, 


und dann y durch r Quadraturen. Man kann aber auch die Gl. zwischen y, und 


%,,1, die durch Elimination von g, entsteht, als einen besonderen Fall von 
S. 299, Nr. 14 auffassen. 

Ist 9, = — 9, + 2p?, so hat man die unmittelbar integrable Gl. p, = const. 
(vgl. S. 665). 


S. 302, Nr. 20, vgl. Abh. X, S. 271, Nr. 22. Wieder ist r >1. 
S. 302, Z.5—2v.u. » und 9, sind die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe: 
nr ..., a’ "!Iq, p, 22p + (r—1)yq (vgl. Abh. X, S. 269f., Nr. 19) und es ist: 
2 2 
du. 73 041 j 49, 1, +1 
Be ae eh ae, m | 
Der Fall g, — 0 liefert die unmittelbar integrable Gl. p, = const. (vgl. S. 665). 


ie Te er 


Integr. der bei den kanon. Gr. inv. Diffgl. 701 


8. 303, Z.3f. Die inf. Trf.: p+(r—i)xyg liefert nämlich: 


dy, ’ 
Ze -fr— 2m —I)ay„tmr— my._i. 


S. 303, Z. 8—14. Man kann sich auch Y.+1, %, und & als Funktionen von 
p, bestimmt denken und erhält dann y als Funktion von y, durch r aufeinander- 
folgende Quadraturen. 

S. 303, Nr. 21, vgl. Abh. X, 8. 272, Nr.23. Auch hier ist ey 

8. 303, Z. 10 v.u. Den Wert von «, findet man $. 679. 

8. 303, Z.1v.u. x und y, sind die niedrigsten Diffinv. der inv. Untergruppe: 
"BE REPERRE ie > 

8. 304, Z. 9—12, 8. 8. 294. Außer der Integration der Riccatischen Gl. ist 
noch eine Quadratur erforderlich. 

S. 304, Z. 17. Vorher hätten noch die Diffgl. behandelt werden sollen, deren 
Gruppe unendlich viele Diffgl. 1. O. invariant läßt. Ich habe diese Lücke auf 
S. 668 ausgefüllt. 

$ 3, 8. 304—310 entspricht Abh. X, $1, S 248—256. 

S. 304f., Nr. 22, vgl. Abh. X, S. 249, Nr. 1. 

S. 305, Z.10—15. u und 9, sind die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe: 





D, 9, 29, 2p — yg, vgl. Abh.X, 8. 269, Nr. 19 frr=2,ce—=—1. Es ist: 
du N d ] 
In 39: (9 +u), en = 4} 9. 5 


Die Ditigl. 9, —0 entzieht sich der allgemeinen Methode, denn sie ist nichts 
anderes als die unmittelbar integrable Gl. 9, = const. (Z. 2,1 v.u., vgl. S. 665). 
S. 305, Z.8—6 v.u. Durch die Integration der Riecatischen Gl. wird die 


Gruppe auf ihre inv. Untergruppe p, q reduziert, daher bleiben noch zwei von 
einander unabhängige Quadraturen übrig. 


8. 305—307, Nr. 23. Vgl. Abh.X, S. 250—252, Nr. 2. Die Größen g, sind 
die damaligen o,. 

8. 307, 2.9f. «,, «, sind die niedrigsten Diffinv. der fünfgliedrigen inv. 
Untergruppe, die auf 8. 305, Z.2 mit g,, 9, bezeichnet sind. 

S. 307—310, Nr. 24, vgl. Abh. X, $. 252—256, Nr. 3. 

S. 308, 2. 11—15. Die Größen A, B sind Lösungen der Gl. B,f=0 auf 
8. 253 (vgl. 8. 254, Z. 1-6), sie sind die niedrigsten Diffinv. der Gruppe: 


P, 9, ©p, yq, xq, @’p-+t xyg, 


die den unendlich fernen Punkt der y-Achse in Ruhe läßt (vgl. Abh. X, 8. 272, 
Nr. 23 fürr=2). Vgl. auch die Anm. zu 8. 253, 2.8. 
8.308, 2.8—5v.u. Es ist nach S. 255£.: 


0, 0; 


Daher erscheint es zweckmäßig, 05) 0. @g durch die auf S..255 eingeführten 
Größen «,;, %,, u, zu ersetzen. Man findet: 


45; =Ww+5y 123 
‚ 1 20 g 
yYu=zu tz Y% a 


R 1 25 7 BR. 
yu-zwtTYU Ze 3.06 
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und somit: 
‚ 3 8 80 280 
Yy—z OU g U + 5 YO — u Yus — 3505, 
ferner: 
en 05% — 120, u, Un + 28uR 
1 e, er 
u 8 ‚ 2 4 2 r 
ad HH TzNyrE zii 58 
Ya iz = gene i — u A == Br 


0, 0, 0° 
Hieraus ergibt sich insbesondere, daß die Diffgl. ©, — !% auf die unmittelbar 


2 
integrable Gl. ®, — const. hinauskommt (vgl. S. 665). 
S. 309, Z. 7—10. Man beachte, daß 


Bea KB) ep, 


Den inneren Grund dafür, daß das simultane System Z. 2f. auf eines von der 
Form Z. 10 zurückgeführt werden kann, habe ich auf $. 686 entwickelt. 
S. 309, Z.15—13 v.u. Die Größen: 


2. 
A=e, Rs, B=o7°% 


sind, wie schon erwähnt, Diffinv. der Untergruppe: 


P, 9, ©p, yq, ©q, @’p+ xyg. 
Setzen wir (vgl. S. 253) B,f=yp, so erhalten wir: 


en 1 a use 
 ı N, MH reg, — 


df 2 
— öy4+ 10% Y)ay — (64,9 + 1599, + 103) . ER 
Y Y; 
R df 
— (TyYy +21 Y; + 354, Y,) Fee 
Ys 
also wird: 
9 8 R  " 
ps = 3yu—6yY%, Bo =— 12y0 
thi Bi = — 16105 + 3yle; — 20ylys0,, EG 
mithin: 
Bi A—= 9er 'y2y, A BOB 1er eB— 3) Borg 
7 =9o,'yy 4, 7 04 Yıys er +3e, 94, 


(6) 


er = PR BER REE 
Be a—3q, ’yiya'—Pr Br ß—6e, "yiaya!— B— 6er'yiyle!—P). 
Die beiden Integralgleichungen: Ww=a,W,= a, bestimmen « und ß als 
Funktionen von ®,, ebenso bestimmen die Integralgleichungen: BY W, =4,, 
= 
B: W,=a, die Größen g, *y3 und y,:y?. Es ist ferner: 


4 Ys 


—; 
Y: 


(6) 


AR Bar, RAR: an ( 4 ) 
B, er :y:) =— 20, ’yyı +3 um = — 20 ?y.yı +3\os ’y 
ie 
B (u: W)=2 ya yı k 
also bestimmt die Integralgleichnng: 


(6) m(6) 
BeB®Ww a, 
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y, als Funktion von ®,, während: Br" B;”W, — const. nichts neues liefert. 
Aus B,/=x°’p-+xygq ergibt sich weiter: 


(B, B,) Eye zyp + y’q SFr. Bf, 


also ist: wi 
Bew, = Bi" Bi W, - BOB® ww _ BB, W.. 

Aber: 

6 

B, (e,) == 3020; 
a 1 
en 8 BER. (6) ()--, Y% 
B, {6 ye) =: %.04 "Y3 B, yi Y, + ur ’ 


also bestimmen die Integralgleichungen: 
Bu B; W, een B, B," Ww, —=4, 


x und %, als Funktionen von ®,. Endlich ist BY, =y—xy,, so daß die Inte- 
gralgleichung: 

BB gi) We 
auch noch y bestimmt. 

S. 309, Z.13—10 v.u. Aus dem auf S. 701, Z.14—10v.u. Gesagten geht 
hervor, daß es in Wahrheit &® Integralk. sind, deren Inbegriff alle die linearen 
Trff. gestattet, bei denen der unendlich ferne Punkt der y-Achse sine Lage behält. 
In den folgenden Betrachtungen sind daher an Stelle der Geraden Punkte zu setzen. 

S. 310, 2.5—8. Vgl. Abh. VII, 8. 237, Z.2,1v.u. und die Anm. dazu. 

8. 310, 2. 9—11. Daß diese Bemerkung damals für Lie neu war, ersieht 
man auch aus Bd. III d. Ausg., Abh. XL, 1882, 8. 553, 2.95 v. u., und aus der 
Stelle in den Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 74 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, Einlei- 
tung). Dagegen kann es keinem Zweifel unterliegen, daß Lie schon vor dieser 
Begegnung mit Halphen erkannt hatte, daß jede Hilfsgleichung 1. O., auf die 
seine Integrationstheorie führt, entweder durch Quadraturen erledigt werden kann 
oder auf die Riecatische Form zurückführbar ist. Er selbst sagt dies ja a.a.O. 
ausdrücklich, es ergibt sich aber auch aus der am 3. Mai 1882 vorgelegten 
Abh. XXXVII in Ba. Ill d. Ausg., wo Lie zum ersten Male ein solches Integra- 
tionsproblem auf eine Riceatische Gleichung zurückführt. Ferner sagt er in 
einer Abh., die nach $. 308 Anm. im Sept. 1882 vorgelegt ist (d. Ausg. Bd. III, 
Abh. XXXVIII, S. 546), daß die Integration der Hilfsgleichung immer Verein- 
fachungen gestattet, wenn man nicht allein die inf. Trff. der Gruppe kennt, son- 
dern zugleich ihre endlichen Trff. Ich verweise endlich auf Bd. II d. Ausg., 
Abh. XXXIX, S. 549, Nr. IV. Diese Mitteilung ist allerdings erst nach dem 3. Nov. 
1882 abgefaßt, man vgl. aber was ich in der Anm. dazu, auf $. 762 gesagt habe. 


Zu Abhandlung XI, 8. 311-313 


S. 312, Z. 8-10. Den Beweis dafür findet man in Abh. XIV, 81, S. 363 
bis 370. 

8. 312, Z2.10—14. Lie hat das nirgends näher ausgeführt, abgesehen von 
. einer Andeutung in den Math. Ann. Bd. XXV, 1885, 8. 143. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 
Nr. 30, Theorem X). 


8. 312, Z. 15—23. Sind 9%), --., P,(%) linear unabhängige Lösungen von 
(3), so gestattet die, Diffgl. die (n +1)-gliedrige Gruppe von P. T.: 
(A) 9)... 9,0). yq, 


in der die n-gliedrige Gruppe von vertauschbaren Trff.: 


(B) MM)... 9,(Rq 
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als invariante Untergruppe enthalten ist. Setzen wir n>2 voraus und sehen 
wir von gewissen Diffgl. 3. 0. ab, so sind die inf. B. T., bei denen (3) invariant 
bleibt, lauter P. T. und erzeugen eine höchstens (n + 4)- -gliedrige Gruppe, in der 
die Gruppen (B) und (A) als invariante Untergruppen enthalten sind (vgl. S. 595 
bis 599). 

Jede B. T., bei der (3) wieder in eine lineare Diffgl. übergeht, muß daher 
die Gruppe (A) in eine Gruppe von der Form: 


CT nad, Yıfı 


überführen, d. h., sie muß Relationen von der Form: 
on 
%u(&1)q nn Yıdı —=yq+ Db,p,(@)q 
* v 


befriedigen, woraus sich ergibt, daß sie eine P. T. von der Form: 


1.8 
= X), Y=X,(&) (v + >59, eo) 
k 


ist (vgl. Lie, Zur Theorie der Transformationsgruppen, Leipz. Ber. 1894, $. 329 
bis 331; d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVII, $ II). 
Es sei nun F(r,4,y,..., y®)=0 eine Diffgl. n-ter O., die durch B.T. 
die Form (3) erhalten kann. Die inf. B. T., bei denen F = 0 inv. bleibt, erzeugen 
eine höchstens (n + 4)-gliedrige Gruppe und werden durch ein System von lin. 
hom. part. Diffgl. definiert (d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVI, S. 526), das man auf- 
stellen kann. Insbesondere kann man auch das System von part. Diffgl. aufstellen, 
das die inf. Trff. der n-gliedrigen invarianten Untergruppe g, definiert, die, wenn 
F=0 in (3, übergeführt wird, in die Untergruppe (B) übergeht. 

Diese Definitionsgleichungen der Gruppe g,„ bilden ein unbeschränkt inte- 
grables System, das eine gewisse Funktion W(r, 9, 9’) definiert, und zwar ist 


die charakteristische Funktion (vgl. S. 597) der allgemeinen inf. B. T. von g,. Für 
die mit g, ähnliche Gruppe (B) ist: 


dy ” 
W= z Folge - Sana)“ 


ihre Definitionsgleichungen haben somit die Form: 


oWw oWw N 
(©) Era, oy =, da" +3n« 2 da’ =. 


Erinnern wir uns daher, daß jede B. T. 
(D) rem yy) yeah y) Yarıayı y) 
die F=0 in (3) überführt, eine. Relation ou der Form: } 
dy—ydr=ela, y, y)(dy — y'da) 
nach sich zieht und daß daraus: 


(E) VB=ola,y,y)W 
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folgt (Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 15, S. 276f), so erkennen wir, daß wir die De- 
finitionsgleichungen von g, erhalten, wenn wir auf das System (C) die Transfor- 
mation ausführen, die durch die vereinigten Gl. (D) und (E) dargestellt wird. Die 
Definitionsgleichungen von g, werden daher zwei Gl. erster Ordnung enthalten und 
erst alle Ableitungen »-ter O. von ® werden durch ® und die Ableitungen 
- niedrigerer OÖ. ausdrückbar sein. Nehmen wir etwa an, daß die beiden Gl. 1.0. 
nach ®, und W,, auflösbar sind, so werden die Definitionsgl. von 9, die Form 
haben: 

OB oB OR 


oW 
Pe ET U a ir + 
s 2Y h, or A h, W, oy | u, or Us U 
: "B OB, ... ea 


Wir können uns dabei, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, auf diese Form 
beschränken, da wir ja immer, wenn es nötig ist, zunächst auf F=0 eine B. T. 
ausführen können, bei der d mit x oder y’ mit £ vertauscht wird. Wir bemerken 
nur noch, daß unter der von uns gemachten Voraussetzung « nicht frei von & 
sein kann, und daß auch & eine von r nicht freie Fkt. von X, 9, 9’ ist. 

Das System (G) kann nach Abh. XIV, Note 1, $. 422 auf eine gewöhnliche 
- Diffgl. n-ter O. für W zurückgeführt werden. Man führt nämlich (vgl. S. 730f.) 
' an Stelle von x, y, 4’ die Größen: 


neh y-H Y=ry 
als neue Veränderliche ein. Man erhält so ein System (G,) von derselben Form 


wie (G) und braucht von diesem neuen Systeme nur die Gl. n-ter O. zu integrieren, 
indem man für x, =0 den Größen 


n-1 
Mu 
OL or, 


a willkürliche Anfangswerte vorschreibt. ı 
Andrerseits ist klar, daß das System (G,) durch die Transformation: 


u =u, y, Yy), y=eß Y=oy, ”=oW 


die Form (C) erhält, und zwar muß das System der beiden Gl. 1. O. von (G,) in 
das System der Gl. W, —=®, W,=0 übergehen. Da nun, wie vorhin erwähnt, « 
nicht frei von x sein kann, so läßt sich schließen, daß y und y’ durch «, B., 
' ‚ausdrückbar sind, und daß die Gl. n-ter O. von (G,), wenn man 4,, y/ als Para- 
meter auffaßt, durch eine Transformation von der Gestalt: 


(H) = y,y), ®=:0@4,y)W 


in .die Gl. n-ter O. von (C) übergeht, die nichts andres ist als die Gl. (3). 
Wir haben früher (s. S. 599) gesehen, daß man, um eine B. T. aufstellen zu 
können, die F=0 auf die lineare Form (3) bringt, eine gew. Diffgl. 1. O. inte- 
- grieren und zwei Quadraturen ausführen muß. Hat man die Diffgl. n-ter ©. für 
- WW integriert, so ist damit jene Diffgl. 1. O. zugleich‘ mit erledigt und überdies 
wird die erste der beiden Quadraturen erspart. 
In der Tat, ist die Diffgl. für W integriert, so kennen wir die inf. Trff. der 
Gruppe g,. Denken wir uns andrerseits die unbekannte B. T., die g, in (B) über- 
- führt, homogen geschrieben: 


<=K(t,)y, p, q), y=)), v=®%, gen, 


1) Vorausgesetzt wird allerdings hierbei, daß sich die Koeffizienten des 
- Systems (6) frr=y—=y—0 regulär verhalten, doch ist das keine Beschränkung 
der Allgemeinheit. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd.V 45 
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wo y=—p:qund Yy=—p:q, so erscheinen die inf. Trff. von g, in der Form: 
Pr(KO (= 1,4..5,9)- 


Da n>2 ist, können wir also sofort ohne Integration X und Q angeben und fin- 
den durch eine Quadratur ) und schließlich ohne Integration ® (S. 599). 

Beschränken wir uns jetzt auf den allgemeinen Fall, wo die größte kont. 
Gruppe von B.T., bei der die Gl. F=0 inv. bleibt, bloß (n + 1)-gliedrig ist. In 
diesem Falle ist (A) die größte kont. Gruppe von B. T., bei der die Diffgl. (8) inv. 
bleibt. Haben wir nun die Diffgl. n-ter O. für W integriert, so können wir durch 
eine Quadratur eine B. T. aufstellen, die = 0 auf die lineare Form bringt. Wir 
kennen daher zugleich die inf. Trf. YO, die bei jener B. T. in die inf. Trf. yq 
übergeht, und kennen damit alle inf. B. T., die F=0 inv. lassen. Da nun die 
Diffgl. für W durch eine Trf. von der Form (H) die Form (3) erhalten kann, so 
ist die Behauptung von Lie vollständig erwiesen. 

Ist die größte kont. Gruppe von B. T., bei der F=0 inv. bleibt, (n + 2)- 
gliedrig oder (n + 4)-gliedrig, so muß man, um alle inf. Trff. der Gruppe zu finden, 
im ersten Falle noch eine Quadratur ausführen, im zweiten Falle eine Riccati- 
sche Gl. 1. O. integrieren. Es ergibt sich das leicht daraus, daß man die noch 
fehlenden inf. Trff. der Gruppe der Gl. (3) in der Form &(x)p annehmen kann, und 
daß die Definitionsgl. der Gruppe für & im ersten Falie eine lin. hom. Diffgl. 1.0., 
im zweiten eine lin. hom. Diffgl. 3. O. liefern, die auf eine Riecatische Gl. zurück- 
führbar ist (vgl. Abh. XIV, S. 401f., Nr. 22). 

S. 312, Z. 11—7 v. u. Denselben Satz hat Lie schon 1882 ausgesprochen, d. 
Ausg. Bd. III, Abh. XXXIX, S. 549, Nr. V. Den ersten Beweis des Satzes findet. 
man Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 107—111 (d. Ausg. VI, Abh. III, $ 5) in umge- 
arbeiteter Fassung Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, S. 378—380. 

S. 312, Z.2,1v.u. Wie in der Anm. zu Abh. XI, 8. 289, Z. 13—1 v. u. aus- 
einandergesetzt ist, kommt das darauf himaus, daß man folgende Voraussetzungen 
machen kann: Zwischen den Afund Bf besteht keine lineare homogene Relation, 
alle (A, 4,) und alle (A, B,) sind gleich Null und es bestehen Relationen von 
der Form: 

: 1...n-r 


BB)= DD aüuBıf (,k=1,...,n-r), 
$ 


wo die c,,, Konstanten sind. Die n inf. Trff. A,f, B,f erzeugen dann eine ein- 


fach transitive Gruppe und von der zugehörigen rezipreken einfach transitiven 
Gruppe C,f kennt man von vornherein die r unabh. inf. Trff.: A,f,.. ., 4,f; diese 
vertreten also die Stelle von O,_„ıh +: Of: 


8. 312, Z.1v.u. — 313, Z.2. Die Bestimmung der inf. Trff. der reziproken 
einfach transitiven Gruppe kommt auf die Integration eines vollst. Systems hinaus. 
(Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, S. 369 ff.). Daß sie die Integration des vollständigen 
Systems nach sich zieht, beweist Lie Math. Ann. Bd. XXV, S. 111—-114 (d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. III, $ 5, Nr. 17). 

S. 318, Z. 3f. Dieser Multiplikator des vollst. Systems A,f—= 0 ist der rezi- 
proke Wert der Det. aus den Koeff. von A,f,.... A,f und Of --.,.0.-,.h 783 
d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 1874, S. 198, Theorem III und Math. Ann. Bd. XI, S. 507 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 22). Daß die so gebildete Det. durch eine _ 
Quadratur gefunden werden kann, ergibt sich aus einem etwas allgemeineren Satze. 

Es sei X;f @=1,...,n) eine gegebene einfach transitive Gruppe in @&,, 

0, ud; 


 : öf 
Dr (k=1,...,n) 
v v 
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sei die unbekannte reziproke Gruppe, so daß also alle (X,Y,) verschwinden. Be- 
zeichnen wir dann die Det. der N, mit 4, so ist: 


= sen 84 
X 4eBXn: ee 
i eg rn, S k on 5 
3, O5ir 04 SS % &: 
krj 02, Om, 7:0 t 


' Man kennt somit.die logarithmischen Ableitungen von 4 und findet 4 selbst durch 
eine Quadratur. 

Nach dem vorhin angeführten Satze kann man übrigens noch einen anderen 
Multiplikator des vollständigen Systems A,f= 0 angeben, nämlich den reziproken 
Wert der Det. aus den Koeffizienten der A,f und B,f. Es fragt sich daher, wann 
der Quotient dieser beiden Multiplikatoren eine wirkliche Funktion der x ist, denn 
in diesem Falle wäre er eine Lösung des vollst. Systems A,f=0. Um die Frage 
zu beantworten, betrachten wir wieder den allgemeinen Fall zweier reziproker 
einfach transitiver Gruppen X,f und Y;f. DBezeichnen wir die Det. der &,, mit 
D und berücksichtigen wir, daß 


ER : 
8, — X,8,, => Orden ’ 
so finden wir (vgl. Abh. XIX, 8. 463.) 
1..0n 0E 


ER 
sn=n|S FR +D%,, | 
(4 8 


v 





es wird also: 
D D 17,8 
lan 


Der erwähnte Quotient ist also dann und.nur dann keine Konstante, wenn nicht 
alle Ausdrücke ,c, ;; versehwinden. Tritt dieser Fall ein, so enthält die Gruppe 
X,f,..., X,f eine (n — 1)-gliedrige inv. Untergruppe (a. a. 0. $. 465), und es ist 
daher klar, daß dann eine Lösung des vollständigen Systems A,f=0 durch eine 
Quadratur gefunden werden kann. 

S. 313, 2. 5—15. Dieselben Sätze findet man in den Math. Ann. Bd. XXV, 
1885, 8. 132—135 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 8 9, Nr. 27), und zwar gibt Lie dort 
für die beiden ersten auch die Beweise. Vgl. noch Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 28, 
8. 684—686, wo auch der dritte Satz bewiesen wird. 

S. 313, Z. 16—19. Vgl. Math. Ann. Bd. XXV, 8. 136—147 (a. a. 0. $ 10). 

S. 313, 2. 19— 21. Vgl. ebd. 8. 147—149 (a. a. 0.8 11). 

8. 313, Nr. 5. Lie hat nichts darüber veröffentlicht und in seinem Nach- 
lasse (vgl. S. 669) finden sich nur Bruchstücke dieser Untersuchungen, nämlich in 
Paket XIV und in Abt. 18 von Paket XXVI. | | 


‚Zu Abhandlung XIII, S. 314-361. 


Der Druck dieser Arbeit muß spätestens im Oktober 1883 beendet gewesen 
- sein, denn ich habe am 5. 11. 1883 in Dresden ein Exemplar erhalten, das mir 
A. Mayer aus Leipzig zugeschickt hat. 

In den 1895 veröffentlichten: „Untersuchungen über unendliche Gruppen“, 
Leipz. Abhandl. Bd. XXI, Nr. III (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVIII) ist das Kapitel I 


45* 
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(8. 49—80) im wesentlichen eine Umarbeitung und Vereinfachung der vorliegenden 
Abhandlung. 

8. 314, 2. 5—1v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 18 und Ba. III, Kap. 25, 
8. 566—575. 

S. 315, Z. 11f. Vgl. die Einleitung der vorhin angeführten „Untersuchungen“. 

S. 317, 2. 10—12. Siehe Abh. IV, S. 78—84. 

S. 319, Z, 1, 3. Eigentlich müßte es heißen: „die von erster oder höherer 
Ordnung ist“; „von zweiter oder höherer Ordnung“. 

S. 322, Z. 12—10 v.u. Gäbe es nämlich keine inf. Trf. n-ter O., so müßte 
es vermöge des Systems (6) möglich sein, alle Ableitungen n-ter O. von & und n 
durch die Ableitungen niedrigerer Ö. auszudrücken, dann aber wären auch alle Ablei- 
tungen (n + 1)-ter und höherer O. durch die von niedrigerer O. ausdrückbar und 
die durch (6) definierte Gruppe enthielte nur eine endliche Anzahl von unabh. 
inf. Trff. 

Man kann aber auch so schließen: Gübe es in der Gruppe keine inf. Trff, 
n-ter O., so gäbe es doch sicher inf. Trff., deren O. größer als n ist, weil sonst 
die Gruppe bloß eine endliche Anzahl von unabh. inf. Trff. enthielte. Indem man 
nun eine inf. Trf. (a +r)-ter OÖ. der Gruppe r-mal hinter einander in geeigneter 
Anordnung mit 9 -++--, g+--- kombinierte, erhielte man immer eine der Gruppe 
angehörige inf. Trf. n-ter O. 

Das zweite Schlußverfahren führt hier zum Ziele, weil die Gruppe die zwei 
inf. Trff. nullter ©. p-+:--, qg-+:-- enthält. Das erste Schlußverfahren reicht 
aber weiter. Es zeigt, daß jede unendliche kontinuierliche Gruppe in der Um- 
gebung jedes Punktes von allgemeiner Lage inf. Trff. von jeder der Ordnungen 
0,1,2,... enthält, ohne daß irgendwo in den Ordnungen eine Lücke vorkommt. 

3. 323, Z. 15, 18, 19, 20, 21. Hier sind rechts überall Zahlenfaktoren ein- 
fach weggelassen, was auch später öfters vorkommt. Das Zeichen =, das statt 
des Zeichens = benutzt wird, scheint darauf hindeuten zu sollen. 

S. 326, Z. 1—6. Die Rechnung, die Lie meint, kann nur folgende sein: Man 
darf jedenfalls setzen: 


BP =a,@—%)9+ al IP — Yy—Y)IND)-+ as y— Y)Pı 
(k=2, 3) 


wo die a,, Funktionen von x,, y, sind, und dann erzeugen B,', B,'® notwendig 
eine zweigliedrige Untergruppe. Setzt man nun voraus, daß a,, und a,, nicht 
beide verschwinden, so kann man a,=1 und a,=0 setzen. Verlangt man 
dann, daß (B,V B,®) die Form ce, B,D+ ce, B,'® haben soll, so erkennt man, daß 
A; #0 ist und —1 gesetzt werden kann, sowie daß c, = — 2 ist. Infolgedessen 
kann man c,—=(0 wählen und findet: a,, = — 24,,, Aa, = — a},, was mit Z. 4f. 
stimmt. In dem beiseite gelassenen Falle a,, = a,, =0 kann man offenbar: 


BP®=(@—2)Pp—(Yy—y)G B’=(Yy—yY)P 


setzen, so daß an Stelle von Gl. (10) eine von der folgenden Form tritt: 


1 +AE+ Bn—0. 
Diese kann man entweder durch Vertauschung von x mit y auf die Form (10) 
bringen oder man kann sich vorstellen, daß sie aus (10) durch die Wahl v= x 
hervorgeht. 

S. 326, Z. 12—22. Hier müßte eigentlich zu den Gl. (12) eine dritte über- 
zählige Gl. 


d d 
BD + NG + ron GEHE Fn=0 





Ba a Se a a et a Ka a En Lt an Slnbin He nl an a laS Zu in Dee Eau 20 
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hinzugefügt werden, denn die Gl. (12) des Textes werden für v»—= 0 unbrauchbar. 
Außerdem ist die Möglichkeit: 


BP®=(y—y)Pp, BP=-R@—-n)P -Yy—-u)gat ler P FIN 
unberücksichtigt geblieben, die an Stelle von (12) ein System von der Form: , 


IN AH BT, 


dx 
d d 
DV, -(0+ D7+08+Dn=0 


liefert. Durch Vertauschung von x und y erhält man hieraus das ergünzte Sy- 
stem (12) für v—= 0. 

S. 327, Z.9—11. „die verlangte Form“, nämlich, wenn man v—« setzt. 

S. 331, Z.12, 11 v.u. Eigentlich hätte hinzugefügt werden müssen: „aber 
keine von nullter oder erster Ordnung.“ 

S. 333, Z.9, 8v.u. Vertauscht man x mit y, also & mit n und 4, B, 0, D, 
E, F der Reihe nach mit 6, y, ß, «&, g, &, so kommt: 9—=dy, e= Ay, also in 


8.334, 2. 17—20. In $ 5 ist das allerdings eigentlich nur unter der Voraus- 
setzung bewiesen, daß die betreffende Gl. von der Form (19) schon für sich allein 


‘ die Forderung A erfüllt. Gehört (19) einem Systeme von Diffgl. an, das die For- 


derung A erfüllt, so kann man nicht von vornherein wissen, ob diese Voraus- 
setzung zutrifft. 
In den „Untersuchungen über unendliche Gruppen“, Leipz. Abh. 1895 (d. 


Ausg. Bd. VI, Abh. XVIII) vermeidet Lie diese Schwierigkeit. Er stützt sich 
_ nämlich darauf, daß eine unendliche Gruppe der Ebene, unter deren Definitions- 
- gleichungen eine von 1. O0. ist, in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner 


Lage höchstens drei unabh. inf. Trff. 1. 0. enthält, aus denen keine von zweiter 
oder höherer ©. linear ableitbar ist. Hält man nun einen solchen Punkt fest und werden 
die Richtungen durch den Punkt dreigliedrig transformiert, so haben die inf. Trff, 


1.0. die Form $. 325, Z.Tv.u., was auf den in $ 4 erledigten Fall führt. Wer- 


den aber die Richtungen nicht dreigliedrig transformiert, so bleibt stets mindestens 


_ eine dieser Richtungen in Ruhe, und daraus folgt, daß bei der Gruppe mindestens 


eine gew. Diffgl. 1. O. inv. bleibt. Diese Diffgl. kann man immer durch P. T. auf 
die Form y’—=» bringen, so daß dann in der Tat unter den Definitionsgl. 1. O. 
eine von der Form: &,—= 0 auftritt. 

8. 334, 2. 7”—2 v.u. Vgl. Abh. II, 8. 9—41. 

S. 336, Z.1—8. Dieser Schluß ist unzulässig, wenn X, immer konstant ist. 


- Dann aber haben die inf. Trff. der Gruppe die Form: ay-+ 5(@)gq, wo die Kon- 
 stante a nicht immer verschwindet und wo &(@) eine willkürliche Funktion ist; 
genügte nämlich &(«) einer Diffgl. von endlicher O., so wäre die Gruppe endlich. 
- Wir erhalten demnach die erste Gruppe auf 2.15 firm=1,X\, =1. 


S. 3386, Z. 7—1v.u. Den inneren Grund für das Bestehen der hier aufge- 


= stellten Formel findet man in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 2, 8. 18. 


S. 337, 2. 9—25. Eleganter macht sich das nach Th. d. Trfsgr. Bd. III, 


Kap. 3, S. 41. 


S. 338, Z.13. Hier braucht Lie zum ersten Male den Ausdruck: „Defini- 


 tionsgleichungen“, den er fortan regelmäßig benutzt, um das System von Diffgl. 
zu bezeichnen, das die inf. Trff. einer Gruppe definiert. 


S. 339, Z.6—4 v.u. Eigentlich müßte es heißen: so erhält fq die Form: 


Kay +%,)4- 


S. 339, 2. 3,2 v.u. Sie liefert nämlich keine Gruppe, für die r— ® ist. 
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S. 340, Z. 12—16. Hier sind a,b, c B, denn aus den inf. TE, 2:0: 
auf 2.5 findet‘ man durch Kombination: 


(@?g-+:--, aygt+. )=2’4+---, 
gt, yat)= 2etygyt 
wygat Pat )=ay’d+t.-- 


8. 348, 2.2 v.u.— 8344, Z.4. Vgl. Abh. XIX, 8, 4581. 

S. 344, Z. 14—7 v.u. Es muß fpy— pf, von x frei sein, also fpxy— Yxfy=0 
und somit g, = 0 wegen der Willkürlichkeit von /(y). 

S. 346, Z2.6f. Vgl. Abh. IV, S. 128. 

S. 348, Z2.1—3. Wegen p und f(z)g muß g,=2cy-+ X sein und überdies 
f)py — x? f(x) frei von y; es ergibt sich also gy = X, =2cx +a. Wegen 
xp + eygq folgt dann noch zp, + cypy— cg=9-+ X, mithin a = 0. 

S. 348, 2.7. Am bequemsten überzeugt man sich davon, indem man a=1 
+6t,b=dt, d=dt, setzt. Daß übrigens die Schar (XIX) wirklich eine Gruppe 
bildet, sieht man leichter ein, wenn man setzt: 

3 
1—bd=ae,b=afß,a = rap’ 
sie erhält dann die Form: 


= +d y(@+ dp)° 
Be ya bar Fe). 





S. 348, Z.13—9 v.u. Wie im Falle 19a findet man durch Benutzung von p 
und f(@)g p=cx"y, wegen des Auftretens von zp muß m=1 sein. 

S. 348, 2. 6—3 v.u. Es müssen nämlich p,, YPy — 9, Y’Py — 2yy alle drei 
diese Form haben. 

S. 349, Z.6 v.u.—351, Z.17. In den „Untersuchungen ...“ von 1895, S. 69 
bis 73 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVII, Kap. I, $ V) führt Lie die Bestimmung dieser 
Gruppen vollständig durch, doch in etwas anderer Weise; er benutzt nämlich den 
Umstand, daß die inf. Trff. S. 349, 2.1 v.u. eine dreigliedrige Untergruppe er- 
zeugen, die auf eine der von ihm in Abh. IV bestimmten Normalformen gebracht 
werden kann. 

S. 350, Z. 13-10 v.u. Es ist zweckmäßiger, e’ als neues y einzuführen, so 
daß man die drei inf. Trff. hat: 


p, zp+yg, @’p+(2xy+ky’)a. 


f 
r 


Bei der inf. Trf. &’p-+n,qg muß dann sein: 


m — z@ay+ hy), zo" + 


3 
—=8 
x Ns » 


also: 
N, =32’y+ 3kay?+3.2ay”. 


Ist nun k=0, so ergibt sich: 
(2!p + 2xyg, @p+Bx’y+3.2ay)g)=a'p-+ (4a’y+4.3.2axy?)g 
und allgemein: 
(p+2xyg, =’ p+ ma" 'yHnn— Dn— da 2" ’ypPg)= 
— (nm Bart pt (n+Dn— Yary+n+1)nn 1) — 2aa"?y’)g- 
Demnach sind alle inf. Trff. in der Form: 


Xp+(X’y+aX”y’)aq 


RETTEN NEUEN EAST 











das heißt: 
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enthalten, das aber sind wirklich die inf. Trff. einer Gruppe. Die Größe a kann 


wenn sie nicht verschwindet, =1 gemacht werden; man braucht ja bloß aty als 
neues y einzuführen. 


Ist zweitens k=-0, so können wir k—=1 annehmen. Ist =. a= 0,80 er- 
gibt sich: 


(p+@ay+yN a, @'p+ me" ty+ Inn Na" ?yP)g) = 
= (n—Ya't'p+ (in +) nn —2)a"y+Ln+1)n(n > Yyartyd)g, 
was auf die Gruppe: 
Xp+ Xy+3X’y’g 
führt, deren endliche Tıff. die Form haben: 


Y 


pa) PR)  PR)P’R,) 
9p p (x) + ( ) 





9ya)=py@)+ a): 9, 





pr) r (©) p’(«) 
Ist endlich a+0, so führen wir + y als neues y ein und erhalten 
die Trff.: 
pP+q4, zp+tyg, Art+ty’g Kr t+Wt+a— Dy— mg. 
Die Kombination der beiden letzten liefert: 


ep +Yy'+3a — Dy—- my? — a) — 2a — Dyy—nd)g, 


2 p+Yy+a— DEr+Y)y—x)’)g. 
Man hat also zwei inf. Trff. von der Form: 


’p+(ay’ +29 &, y)g, w’p+(ay'+xg,(z, y)q, 


aus denen durch Kombination hervorgeht: 
2°p + (ay® +29, (®, W)q, 


während zweimalige Kombination von z'p +: -- mit =?p + y?q liefert: 


p+t(ay’ +29, 9)g, zp+(ay’ +27, W)g- 


Demnach muß a?= a sein oder, da a-#+ 0 sein soll, a—=1. So kommt man zu der 
Gruppe: 


ya)ptyPWy)g; 


wo p eine willkürliche Funktion bezeichnet. Diese Gruppe läßt sich aber nicht 
durch Diffgl. definieren und ist daher auszuschließen. 

‘8. 351, Z. 15—12 v.u. Vgl. Abh. IV, 8. 119—125. 

S. 351, 2.11—5 v.u. Vgl. Abh. IV, 8. 125, Nr. 35; 8. 128, Nr. 39; S. 131f., 
Nr. 44, 45. Die Gruppe ist entweder auf die Form S. 351, 2. 6 vu. zuräckführ- 
bar oder auf die Form: yg, p, xp, x&’p-+ xygq, die in Nr. 20c behandelt wird. 

S. 352, 2. 12—14. Vgl. die vorhergehende Anm. 

S. 353, Z. 1—4. Hier erzeugen: X,9, ..., X,9, 994, p+fq: zp+fhg 
x’p + f,q eine (r +4)-gliedrige Untergruppe, die nach Abh. IV, S. 126, Nr. 36; 
S. 130, Nr. 40; 8.132, Nr. 46 die Form des Textes erhalten kann. 

S. 353, Z.9—7 v.u. Die Untergruppe: q, yg, y’q, p+fg, ap+f, 
a’p+ fg in nach Abh. IV, 8. 125, Nr. 34; S. 128, Nr. 38; 8. 131, Nr. 43 die 
Form: q, v9, y?q, p, xp, &?p erhalten. 
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S. 358, 2.8 v. u. Die von den fg erzeugte Untergruppe hat eine der Formen- 
S. 335, Nr. 168; S. 336, Z. 15; 8. 338, Z. 2; 8. 341, Z.1v.u. 
S. 354, 2. 4—-6. Die inf. Trff.: 


r+h@ya, aPt+h@avg, z’r+Yle)yq 


erzeugen eine dreigliedrige Untergruppe. Indem man: 


y—yeri 


als neues y einführt, erreicht man, daß f, verschwindet, und erhält die Gruppe: 


p, zp+eyq, #’p+(2cex + a)yg, 
wo a offenbar verschwindet. Nunmehr bekommt x°p + f,q die Form: 


z’p+ Bea’ + b)yg, 


n—1i 


wo b null sein muß, und es wird @"p-+ncx"” ‘yq die allgemeine Form unserer 


inf. Trff., so daß die Gruppe die Form: 
f@)gq, Xp+eX’yg 


besitzt. Der Parameter c kann hier nicht entfernt werden; er ist wesentlich. 
Die endlichen Trff. der Gruppe werden: 


p (x) \° 
et, lu.) y+ re. 

In den „Untersuchungen ...“ von 1895, S. 77 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVIII, 
$ V) hat Lie das hier begangene Versehen, daß er den Parameter ce außer Acht 
gelassen hat, berichtigt. 

S. 354, 2.10 Hier ist der Fall vergessen, daß die Untergruppe der /gq die 
erste der Formen S. 336, Z. 15 hat. . Es bleiben also noch die Scharen: 


fla)a, MY, -:., amla)yg, Kp+ya 


zu bestimmen, die die Forderung A erfüllen. Dabei sind &,(&), ..., &,„(&) be- 
stimmte Funktionen, f(x) und X willkürliche. 
Die inf. Trff.: 


fa, Hy. mM yg, Pthga: zP+f,g zp+rq 


erzeugen eine Untergruppe,. die nach 8. 343f., Nr. 17c; 8. 346, Nr. 18c; S. 348, 
Nr. 19e die Form: 
faq, 94, P, ap, «p+exyg 
erhalten kann. Man findet nun noch die inf. Trf. xp + 3cx?ygq und durch Kom- 
bination mit &?p + cxygq diese: «*p + 2ex°ygq und allgemein: @"p + 4nex""!yg. 
Die Gruppe wird also: 
fa, 99, Xp+KkX’yg, 


wo f(x) und X willkürliche Funktionen sind und % ein wesentlicher Parameter. 
Die endlichen Trff. der Gruppe lauten: 


Kart mbld)y+ Fe. 


Auch diese Lücke hat Lie in den „Untersuchungen ...“ von 1895 ausge- 
füllt, auf S. 78f. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XVIII, $ 5). 


he aa 
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S. 354, Z. 15. Das folgt aus: 
haya, XPp+Xy’)= (fh X,y?— Xfiy)g. 


S. 356, Z. 6, s. $. 323. 

S. 357—359, Nr. 23, 24. Die Bedeutung dieser Betrachtungen durchschaut 
man am besten, wenn man zwischen unendlich kleinen Trff. und infinitesimalen 
Trff. unterscheidet und wenn man übereinkommt, die Aussage, eine Gruppe ent- 


- hält eine inf. Trf., soll bedeuten, daß die Gruppe zugleich die von der inf. Trf. 


erzeugte eingliedrige Gruppe enthält. Dann muß man nämlich sagen, daß die 
jetzigen Betrachtungen sich eigentlich nur auf die unendlich kleinen Transforma- 
tionen beziehen, die in der Gruppe enthalten sind, daß sie aber über die inf. Trff. 


- der Gruppe, d.h. über die darin enthaltenen eingliedrigen Gruppen gar keinen 


Aufschluß geben. Es ist in dieser Beziehung Alles genau so wie in Abh. II, 
S. 5ıf. Im 1. Bande der Th. d. Trfsgr. (1888) vermeidet Lie alle derartigen Be- 
trachtungen über unendlich kleine Trff. Erst in der Abhandlung „Die Grundlagen 
für die Theorie der unendlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen“, Leipz. - 
Ber. 1896, 8. 316—352 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XI) operiert er wieder mit unend- 


4 lich kleinen Trff., was ja für viele Zwecke sehr bequem ist. Da wird. dann auch 


die Unterscheidung zwischen den beiden Begriffen: „unendlich kleine Trf.“* und: 
„inf. Trf.“ ausdrücklich eingeführt. 

8. 359, 2. 15—11 v.u. Daß dieses „Axiom‘“‘ das Gebiet der zu betrachtenden 
Gruppen sehr wesentlich einschränkt, hebt Lie in seiner Selbstanzeige S. 361, 
Z. 7—19 selbst hervor. 


Zu Abhandlung XIV, 8. 362-427. 


S. 364, 2.5 v.u. Am bequemsten geht das, wenn man beachtet, daß aus 
den Gl. Z,8,9 v.o. fürx die Gl.: 


x —=—by+tax, n=—(xX+cz, x,—=— 4x + Bz, 


folgen und für y genau dieselben. Die Gl. (2) sind nichts anderes als die Inte- 
grabilitätsbedingungen dieser Gl. 
S. 369, Z. 19—23. Gemeint ist wohl eine Theorie, die Lie schon 1882 an- 


- gedeutet, s. Bd. III d. Ausg, Abh. XL, S. 553, Z.4—1v.u., und die er in den 


Math. Ann. Bd. XXV, 1885 eingehend begründet hat, vgl. da S. 144, Theorem XI 
(d. Ausg. Bd. VI, Abh. III/ 8 10, Nr. 30). Ich bin nämlich überzeugt, daß Lie 
eigentlich sagen wollte: „Daß sich das hier behandelte Integrationsproblem auf 
eine lineare Gl. 3. O. zurückführen läßt, ist ein sehr spezieller Fall ...“. In der 
Tat, die Zurückführung des Systems (3), (4) auf eine lin. Gl. 3. ©. ist durch die 
Einführung der Verhältnisgrößen u, v, w genügend begründet. Dieselbe Reduk- 
tion ist anwendbar auf jedes unbeschränkt integrable System von der Form: 


ı 


LEER L20N 
dx. Bes Piu (X » u... 2 + DI9,.,(@%, + DR ‚w)Y, 
v v 
ee PER NE RR N 


denn dieses System bestimmt m mit &,, ..., %„ veränderliche inf. proj. Trff. des 
Raumes y,, ..., y, und kann durch Einführung homogener Koordinaten an Stelle 
der y, linear und homogen gemacht werden (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 27, 8..578£.). 
Es ist höchst unwahrscheinlich, daß diese einfache Reduktion die allgemeine 
Theorie sein sollte, auf die Lie anspielt. 

S. 371, 2.18. Vgl. auch hier Abh. IV, S. 103—133. 

S. 371, Z.16—14 v.u. Vgl. Abh. IX, 8. 238, Z. 12f, 15—18. 
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5. 375, 2.15—19. Zu diesen ß, Gl. kommen dann noch Yy„>' weitere Gl. 
e-ter O., und zwar ist: ß ++ © =20-+2. ; 

8.375, 2.8—5 v.u. Aus Abh.X, $. 248-273 kann man ja entnehmen, 
welche größte Gliederzahl r eine Gruppe von P. T. haben kann, die eine Diffel. 
m-ter OÖ. inv. läßt; ebenso kann man feststellen, welches die höchste Ordnung e 
ist, die die inf. Trff. der Gruppe in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner 
Lage haben können. 

S. 376, Z2.18—13v.u. Sind Ze,B,f und Ze;B,f zwei beliebige inf. Trff. 
der Gruppe, so ist: 


1.27 1..:% 1.8 
(Susır, Seas) = Doua&B, f 
i k 


iks 


wieder eine inf. Trf. Ze’ B,f der Gruppe, wo: 
& : les 
144 
{A) = ı D>er,(&& — &,6;) VE RE 
ik 


Deutet man daher die inf. Trff. De,B,f mit Lie als die Punkte eines (r — 1)-fach 
ausgedehnten ebenen Raumes R,_,, so ist, wenn die c,,, nicht alle verschwinden, 
im allgemeinen jeder Geraden dieses Raumes ein ganz bestimmter Punkt e/ zu- 
' geordnet. . Es fragt sich, welche Mannigfaltigkeit M des R,_, von dem Inbe- 
begriffe aller Punkte e; gebildet wird. Gibt es unter den sämtlichen inf. Trff. 
Ze/B,f gerade ı” von einander unabhängige, so hat die kleinste ebene Mannig- 
faltigkeit, in der M enthalten ist, gerade r — 1 Dimensionen und die Punkte 
dieser ebenen Mann. sind die Bilder der inf. Trff. einer gewissen r’-gliedrigen 
invarianten Untergruppe (vgl. Z.6—1v.u.), für die Lie später die Benennung 
erste derivierte Gruppe der ursprünglichen Gruppe eingeführt hat. ') 

Es ist nun an und für sich sehr gut denkbar, daß r=r ist, daß aber M 
eine krumme Mannigfaltigkeit ist, die in keiner anderen ebenen Mann. steckt als 
in dem ganzen R,_,. Nach dem Wortlaute des Textes hat es fast den Anschein, 
als ob Lie diese Möglichkeit übersehen hätte, doch ist es sehr gut denkbar, daß 
er sich nur ungenau ausgedrückt hat. Jedenfalls ist meines Wissens bisher noch 
nicht bewiesen worden, daß die eben erwähnte Möglichkeit ausgeschlossen ist, daß 
also die Gl. (A), wenn sie keine lin. homegene Relation zwischen den e/ zur 
Folge haben, auch keine Relation höheren Grades nach sich ziehen können. Es 
bedarf das daher noch der näheren Untersuchung. 

Ist zum Beispiel die Gruppe B,f die allgemeine projektive Gruppe der Ebene, 
so kann allerdings die inf. Trf. Ze/ B,f mit jeder inf. Trf. der Gruppe zusammen- 
fallen. Von den in Abh. XIX, $. 482 aufgestellten Typen von inf. Trff. der Gruppe 
kann nämlich jeder durch Klammeroperation aus zwei inf. Trff. der Gruppe abge- 
leitet werden. In der Tat ist: 


(p-t ag, yp+ Ma’p+ xygQ) = (?} + 1)ap+ (A — 1)ygq, 


wo der Quotient (A — 1):(24-+1) jeden beliebigen endlichen Wert ce. annehmen 
kann, nur nicht den Wert 4, der aber auch erhalten wird, wenn man & mit y ver- 
tauscht. Ferner ist: 


(+yP, e—Bg+tayp+yYd=-3P+tyN) 
(p+2xg, ap +2 yD=P+tr9 
NE OR y)=4: 


1) Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 28, S. 678. Lie beruft sich dort in der 
Anm. zu $. 679 auf die vorliegende Stelle. 
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S.376, 2.10—7v.u. Man braucht unter allen Umständen nur die linearen ho- 
mogenen unter den Diffgl. aufzustellen, durch die der Inbegriff aller inf, Trff. B, 
definiert wird. Die so erhaltenen Diffgl. sind die Definitionsgl. der ersten derivier- 
ten Gruppe. Die Frage, ob die vorhin erwähnte Möglichkeit wirklich eintreten 
kann, kommt also hier gar nicht'in Betracht. Dieselbe Bemerkung ist zu S. 377, 
‚2. 8f. zu machen. 

S. 377ff. $ 4. Vgl. hierzu Math. Ann. XXV, 1885, 8. 120—123 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. III, $ 7, Nr. 21). 

S. 378, Z. 2f. nämlich auf S, 381f. 

S. 378, Z. 3—1 v. u. Beispiele dafür findet man auf S. 399f., Nr. 20; 8. 401f., 
Nr. 22; 8. 412, Nr. 38. 

S. 379, Z. 16—19. Eigentlich müßte es heißen: „Der Inbegriff aller endlichen 
'Trff. ... lassen, bildet eine Gruppe, in der eine kontinuierliche Gruppe enthalten 
ist,, deren. inf. Trff, . ..*. 

8. 381, Z. 9—20. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap, 14, S. 222—243. 

S. 381, 2. 17—14v.u. Gemeint ist natürlich, daß das ganze System 2,— 0 
inv. bleibt. | i 

8. 381, Z. 12—1 v. u. Dieser Beweis ist nicht befriedigend, namentlich kann 
‚das Z. 5—3 v. u. Gesagte nicht überzeugen. In der Tat, es leuchtet ohne weiteres 
ein, daß der Inbegriff aller Relationen zwischen x, y und &, y beim Übergange 
von &, y zu &%,Yı "nicht ungeändert bleiben kann; warum das aber auch bei jeder 
‚einzelnen unter diesen Relationen unmöglich sein soll, das ist schlechterdings nicht 
‚einzusehen. Wir müssen daher den Beweis auf einem andern Wege führen.') 

In den Gl. 


(A) x =M@,y, ab,...) Y=N@&y, ab...) 
sind x, y gewisse von einander unabhängige Funktionen von &, y: 
(B) x = X, Y), Ye Ye, Y), 


nämlich ein partikuläres Lösungssystem der Gl. 2,—0, und zwar stellt (B) irgend 

‚eine Transformation dar, die unsere unbekannte Gruppe auf ihre kanonische Form 

bringt. Es handelt sich darum, die Gl. (A) nach x, y zu differeutiieren und dann 

‚die Parameter a, b,... zu eliminieren. Der Inbegriff aller so erhaltenen Gl. 

zwischen &, y und x,, y, sowie deren Ableitungen bildet ja das System: 2,—=0. 

Wir stellen uns jedoch zunächst auf einen etwas allgemeineren Standpunkt. 

Wir fassen x, y als unbestimmte Funktionen von x, y auf und denken uns aus 

(A) das Glsyst.: 

u+V ut v u+Vv AUtVaTr 

(WB) s=M =N, ee 2 Ten 
datdy’ dady’ da'dy’ da dy” 





gebildet, wo die rechten Seiten Funktionen von x, y und von deren Ableitungen 
sind. Die Zahl der Gl. des Systems (U,) bezeichnen wir mit m,; außerdem sei eo 
‚die Zahl der Parameter a, b, ..., von denen wir selbstverständlich voraussetzen, 
‚daß sie alle wesentlich sind. 

Das System (U,) wird gerade g,<eg solche Gl. enthalten, die nach 9, von 
‚den Parametern auflösbar sind, ‚und wird andererseits m, — eg, von einander un- 
‚abhängige von den Parametern freie Relationen nach sich ziehen. Dabei ist 


1) Mit allgemeinen Integrationsproblemen der hier betrachteten Art beschäf- 
tigt sich Lie auch in der Abh.: „Verwertung des Gruppenbegriffs für Differential- 
gleichungen I.“ Leipz. Ber. 1895, S. 282 ff. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XX,.Kap. 2). Dort 
‚denkt er sich das zu integrierende System ebenfalls auf die Form; J, = 9%, Y) 
‚gebracht, gibt aber keinen Beweis dafür, daß das immer möglich ist. 
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0,<0,;, Se, und wenn für irgend ein s 0,=0,_,1st, so sind offenbar alle 
folgenden: O,21> 42» - - - gleich e,. Wir wollen annehmen, daß s die kleinste 
positive ganze Zahl ist, für die 0,=0,_, wird, dann sind unter den Ableitungen 
(s — 1)-ter und niedrigerer Ordnung von x,, y, genau 0,_, durch keine Relation 
verknüpft, während die m, _,— e,_, übrigen und die m, — m,_, Ableitungen s-ter 
Ordnung sich durch jene g,_, Ableitungen sowie durch x, y nebst deren Ablei- 
tungen ausdrücken lassen. Hierin liegt, daß 0,_]=0 Sein muß, denn wäre es 
<.e, so kämen die Parameter a,b, ... in (U,) und also auch in den Gl.(A) bloß in 
0,-1<(e Verbindungen vor und wären daher gegen unsre Voraussetzung nicht 
wesentlich (vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 10, S. 181f., wo ähnliche Betrachtungen 
angestellt sind). 

Wir erinnern uns jetzt, daß die Gl. (A) eine g-gliedrige Gruppe in den Ver- 
änderlichen x, y darstellen, und daß daher von den Gl. (U,) dasselbe gilt, wenn 
man als Veränderliche auffaßt erstens x, y, die durch die identische Transforma- 
tion transformiert werden, und zweitens x, y nebst ihren Ableitungen erster bis 
s-ter Ordnung. Wir wissen andrerseits, daß sich aus (U,) durch Elimination der 
e Parameter gerade m, —e von den Parametern freie Relationen ergeben, und 
können daher nach Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 13, $. 212—218 schließen, daß diese 
Relationen die Form erhalten können: 


dx dx 
(C) Hl; I) le Ya) (k=1,...,m, - 0), 


wo die J, von einander unabhängige Invarianten der Gruppe (U,) und also Dif- 
ferentialinvarianten der Gruppe (A) sind. In den J, treten die Ableitungen bis 
zur s-ten O. auf und alle Diffinv. s-ter oder niedrigerer O. lassen sich durch die 
J, ausdrücken. Insbesondere gibt es unter den J, m, — n,_, Piffinv. s-ter O., die 
i. B. auf diem, — m,_, Ableitungen s-ter O. von x,, y, von einander unabhängig 
sind. Daraus folgt noch, daß man alle Diffinv. (s+ 1)-ter und höherer O. aus 
den Diffinv. s-ter O. einfach durch Differentiation nach x, y erhält. 

Über die Beschaffenheit der J, können wir etwas Genaueres aussagen, wenn 
wir die inf, Trff. D/ der Gruppe (A) zu ihrer Bestimmung heranziehen. Setzen wir 
voraus, daß X, Y gewöhnliche Potenzreihen von x, y sind, so werden die Koeffi- 
zienten der erweiterten inf. Trff. D’f ganze Funktionen von x’, x, y, Js X, ..., 
und wir können daher die J,(x, y,x,....) in der Form gewöhnlicher Potenz- 
reihen von: 


j ft 
r 


4 ’ ! FR 
> FO EUER Km Fr SE er Be ER Ru Re jenn 


annehmen; wir wählen diese Form, um jedenfalls die Substitution: x=x, y=y 
ausführen zu können. 

Machen wir nun in den Gl. (A) die Substitution: x=x, y=y, so müssen 
wir in (0) setzen: zes, y-y!=-1,2,=-0,y=-0,y=-1l,x"=0,.., und 
es ergibt sich, daß aus den Gl. 


(E) z=Ma,yab..), ı=Neayab,...) 
durch Differentiation nach x, y und durch Elimination der Parameter die Gl. 
dx, dx, 
a ne.) nun k=1,...,my— 
(F) (x Jı dx’ dy’ ) Jul, %, 1,0 ) ( 1 0) 


folgen, die nach m, — e von den Ableitungen s-ter und niedrigerer O. von x,, yı 
auflösbar sind und die insbesondere alle Ableitungen s-ter O. durch g Ableitungen 
von niedrigerer O. auszudrücken gestatten. Da überdies in (E) die ge Parameter 
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a,b,... wesentlich sind, so sind die Gl. (F) auch die einzigen Diffgl. s-ter und 
_ niedrigerer O., die aus (E) durch Differentiation und Elimination der Parameter 


folgen. Mit anderen Worten, das System der Diffgl. (F) definiert die endlichen 
Transformationen (E) der Gruppe Df. Es ist notwendig unbeschränkt integrabel, 
d.h. es liefert bei einmaliger Differentiation nach x, y nur solche Gleichungen, 
die schon aus dem System (F) selbst folgen. 

Uns kommt es nun aber auf die Gl. (A) an, wo x, y als Funktionen von x, % 
durch die Gl. (B) bestimmt sind. Denken wir uns diese Funktionen in (U,) ein- 
gesetzt und dann die Parameter eliminiert, so erhalten wir jedenfalls die m, — oe Gl. 


dx dx 
(G) J (x; Yı+ 7 lee ) -[% (x, y; 202 .. (k=1,...,m,—0), 
=: 


wo nunmehr die rechten Seiten gewisse Funktionen von x, y sind. Da (B) eine 
Transformation ist und da infolgedessen die Parameter auch in den jetzt betrach- 
teten Gl. (A) wesentlich sind, so können die Gl. (U,) auch nicht mehr von den 
Parametern freie Gl. liefern als eben die Gl: (G); demnach stellen die Gl. (A) für 


 x=X, y= Y das allgemeinste Lösungssystem der Diffgl. (G) dar, und das System 


(G) ist mithin nur eine andere Form des Systems: 8,—=0. Es ist unbeschränkt 
integrabel in demselben Sinne wie vorhin das System (F). 

Es ist leicht zu sehen, daß die neue Form (G) des Systems: Q,— (0 immer 
dieselbe ist, welches partikuläre Lösungssystem (B) der Gl. 2,=0 wir auch ge- 
wählt haben mögen. In der Tat ist (B) irgend ein Lösungssystem von 2,;,—= 0, und 
zwar ‚eines, däs eine Transformation darstellt, so ist das allgemeinste Lösungs- 
system von 2,;,—= 0, das eine Trf. darstellt, in der Form: 


ze MAT... VNA, 8,0, ....) 


enthalten. Setzen wir nun für den Augenblick: x=X, y=[}Y, so ist: 


| (H) x=MG,Y, 4,0; 455.) y-=N&J ab,...); 


daraus aber folgt, wie wir wissen: 
ÄAxX SSR 
A y; ee) y; Zar) 


mithin verwandelt sich das System (C) bei der Substitution (H) in das System (G), 
d.h. in dasselbe System, in das (C) bei der Substitution (B) übergeht. 

Wir erinnern jetzt noch daran, daß jede Diffinv. der Gruppe (A), wenn sie 
von der hier betrachteten Art ist, durch die J, und durch deren nach x, y ge- 
nommene Ableitungen ausgedrückt werden kann. Dann erkennen wir sofort, daß 
jede .solche Diffinv. J(x, y, x’, x,,...), wenn man sich x, y als Funktionen von 
&, y durch das Glsyst. 2,—= 0 definiert denkt, gleich einer ganz bestimmten Funk- 
tion von &, y ist. Wir können diese Funkt. berechnen. Zu diesem Zwecke müssen 
wir das System Q,— 0 zunächst, wenn nötig, vervollständigen, indem wir die 
durch Differentiation entstehenden Gl. bis zur s-ten O. hinzufügen, während wir 
andererseits alle Gl. von höherer als s-ter O. weglassen. Das so behandelte System 
2,—= 0 enthält m, — e unabh. Gl., die wir nach allen Ableitungen s-ter O. und 
nach m,_,— eg Ableit. niedrigerer O. auflösen, dann können wir alle Ableitungen, 
auch die von höherer als s-ter O., durch gewisse g unter den Ableitungen bis zur 


(s— 1)-ten O. und durch &, y ausdrücken. Dabei ist klar, daß zwischen x, y und 


diesen e Ableitungen keine Relation bestehen kann. Drücken wir nunmehr in J 
alle Ableitungen durch die g erwähnten Ableit. und durch x, y aus, so müssen 
diese oe noch übrigen Ableit. von selbst herausfallen, so daß eine Funktion von 
x, y allein hervorgeht. 
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Damit sind wir jedoch schon über das auf 8. 381 Gesagte hinausgeganger 
und haben die Ergebnisse von S. 382, Z. 8 v. o. bis 10 v. u. vorweggenommen, in- 
dem wir den auf Z. 15—10 v. u. aufgestellten Satz bewiesen haben. Bemerkt sei 
‘ nur noch, daß man allerdings Bedenken haben kann, ob die Substitution (B) in. 
den Gl. (G) auch wirklich erlaubt ist. Da ist nun zu sagen, daß diese Subst. jeden- 
falls dann erlaubt ist, wenn die Trf. (B) der identischen Trf. genügend benachbart 
ist. Wenn also X, Y etwa gewöhnl. Potenzreihen von x, y sind, so müssen die- 
absoluten Beträge von 


BO 9 GE, a > Se ee a. 


dadurch beliebig klein gemacht werden können, daß man die absoluten Beträge 
von x, y genügend klein wählt. Da man die Trf. (B) noch nicht kennt, so kann 
man allerdings nicht feststellen, ob sie selber diese Forderung erfüllt, aber man 
kann sie sich immer durch die Aufeinanderfolge einer endlichen Anzahl von Trff. 
ersetzt denken, deren jede der ident. Trf. genügend benachbart ist, und kann so- 
das vorhin erwähnte Bedenken heben. 

S. 382, 2.15—10 v.u. In etwas allgemeinerer Form, aber ohne Beweis, findet 
man diesen Satz d. Ausg. Bd. III, Abh. XLI, 1883, S. 559, Nr. VI. 

S. 382, Z. 9—7 v.u. Vgl. die schon vorhin angeführte Abh. Leipz. Ber. 1895, 
S. 285—290 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XX, Kap. 2). In einer etwas anderen Weise 
behandelt Lie das Integrationsproblem in den Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 116 
bis 119 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 6, Nr. 19), es ist dieselbe, die er hier $. 423. 
bis 425 in Note 2 entwickelt. 

S. 383, Z. 4—18. Wenn man die inf. Trff, der o-gliedrigen Gruppe .G er- 
weitert, indem man die Ableitungen von x, y nach x, y bis zu einer genügend 
hohen Ordnung s mitnimmt, so liefern diese inf. Trff. gleich Null gesetzt ein o- 
gliedriges vollständiges System, dessen Lösungen die Diffinv. von G sind, deren 
Ordnung <s ist. Ebenso werden die Diffinv. der Untergruppe G@’, soweit sie s-ter 
oder niedrigerer Ordn. sind, durch ein (e — 1)-gliedriges ((e — 2)-gliedriges) voll- 
ständiges System bestimmt, das in dem e-gliedrigen enthalten ist. Man kann da- 
her immer die Diffinv. der Untergruppe so wählen, daß sie alle bis auf eine J’ 
(bis auf zwei J’, J”) Diffinv. von G sind. Nun lassen sich die Ableitungen von 
J’ (von J’ und J”) nach x, y durch J’ (durch J’ und J’) und durch die Diffinv. 
von G ausdrücken, und da die letzteren bekannte Funktionen von x, y sind, so er- 
hält man zwei Gl. von der Form Z. 14 (vier Gl. von der Form Z. 17, 18). 

Die Einführung der Zahl m ist überflüssig und nötigt dazu; verschiedene 
Fälle zu unterscheiden. Es kann ja z. B. sein, daß die niedrigste Diffinv. von G’ 
zugleich Diffinv. von G ist. * 

S. 383, Z. 19—21. Der innere Grund für die Möglichkeit dieser Reduktionen 
ergibt sich durch Betrachtungen, die den auf S. 683ff. angestellten ähnlich sind. 
und die ebenfalls auf den dort erwähnten Entwickelungen in Bd. XXV der Math. 
Ann. (d. Ausg, Bd. VI, Abh. III) beruhen. 

Wir denken uns die inf. Trff. 


df ae 4 
Diet ge (k=1,...,0) 
von G erweitert durch Hinzunahme der Ableitungen x’, x,, y,... bis zu einer 


gewissen Ordnung s. Diese Zahl s ist dieselbe, die wir schon auf 8. 716 eingeführt. 
haben. Bezeichnen wir, wie damals, mit m, die Anzahl aller Ableitungen nullter 
bis s-ter Ordnung von x, y, so ist s die kleinste positive ganze Zahl von solcher | 
Beschaffenheit, daß die e Gl. D9f=0 (@=1,...,g) von einander unabhängig sind 
und m,— eg von einander unabh. Lösungen J,, -.-; I 0 besitzen, unter denen 
es m, — m,_, solche gibt, die in bezug auf die m —m,_, Ableitungen s-ter O. 
yon x, y von einander unabhängig sind. 
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Unter diesen Voraussetzungen kann das zu integrierende System der Diffgl. 
2,= 0, wie wir früher gesehen haben, auf die Form: ; 


(1) Ay X, X...) Yy) (k=1,...,m,—g) 


gebracht werden, wo die «, bekannte Funktionen von x, y sind. Es handelt sich 
darum, den Umstand zu verwerten, daß dieses System die oe inf. Trff. D® f gestattet. 

Wir führen in das System (1) und in die inf. Trff. De f neue Terändörliche 
ein, nämlich die m, — e Diffinv. J, von G@, die an die Stelle von ebenso vielen 
unter den Größen x, y,x’,.... treten. Die g übrig bleibenden unter diesen Größen 
bezeichnen wir mit z,, ..», 20: Nun bestimmte das System (1) die Ableitungen 
' s-ter Ordnung von x, y als Funktionen von x, y und von den niedrigeren Ablei- 
tungen, so daß sich unter den Größen z,, ..., z, nur Ableitungen von (s— 1)- 
ter und niedrigerer Ordn. befinden. Demnach werden sich die Ableitungen von 
213. ., 2, nach ©, y durch 2,,..., 7%, %,y und die J,, mit anderen Worten 
durch z,,...,2z, und x, y ausdrücken lassen, und da das System (1) unbeschränkt 
integrabel ist, wird man für z,, ..., z, ein unbeschränkt integrables simultanes 
System 1. O. erhalten, bei dem x, y die unabhängigen Veränderlichen sind. Dieses 
simultane System aber ist gleichbedeutend mit einem zweigliedrigen vollständigen 
Systeme von der Form: 


; df 
A/=7, + De, , en By % Na 


(2) 
... do 
Bi=7, +23R,@, 2, % n3t=0, 


wo (AB) =0 ist. Andrerseits erhalten die inf. Trff. DW f, die das System (1) in- 
variant lassen, in den neuen Veränderlichen z,, J, neue Formen, in denen die Ab- 
leitungen von f. nach den J, nicht vorkommen; man kann es sogar, indem man 
an Stelle der Ableitungen z,, ..., z, geeignete Funktionen von 2,, ..., z, und 
den J, als neue Veränderliche einführt, immer so einrichten, daß die J, auch 
in den Koeffizienten der Ableitungen von f nach den z, nicht vorkommen. Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit können wir daher annehmen, daß die D/” uns 
e von x, y freie infinitesimale Transformationen liefern: 


L...0 
| | ar 
x B,f= > 0,2: RE 2017 (k=1,...,0), 
v 


bei denen das vollst. Syst. (2) invariant bleibt. Dabei werden diese inf. Trff. in 
den Veränderlichen z,,..., z, eine g-gliedrige einfach transitive Gruppe erzeugen, 
die mit der Gruppe: D,f,..., D,f gleichzusammengesetzt ist. 

Da das System (2) die inf. Trff. D,f gestattet, die nur die Veränderlichen 
21, ..., 2, enthalten, so ist (AD,)=(BD,)=0. Sind demnach Z,f,....,Z „f die 
inf. Trff. der reziproken einfach transitiven Gruppe, die zu der Gründe dr ge- 
hört (vgl. Abh. XII, S. 312, Nr. 3), so kann das vollständige System (2) äuch in 
der Form: 3 

df io ° : 
A/= 7, r2 9, Y)Zf= 0 
(*) 

a 76 
u Sue yar=o 


dargestellt werden. 
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Es sei nun D,f,..., D.-1f eine (g — 1)-gliedrige Untergruppe G’ von G 
und J’ sei eine Lösung des (e — 1)-gliedrigen vollständigen Systems: DI 0 
&=1,...,0-1), die keine Diffinv. von @ ist, so daß sich also Jede Diffinv. von @', 
deren Ordn. <s ist, durch J”, ee pe = allein ausdrücken läßt. Denken 
$ 
wir uns J’ als eine Funktion. von 2), .. +, 2, und den J, und somit als Funk- 
tion von 2... ., 2, und x, y dargestellt, so ist es eine Lösung des (@ — 1)- 
gliedrigen vollständigen Systems: D,f=0iu=1..,0-0 und kann als Funktion 
der z, allein gewählt werden. Nun aber ist D, Z,JI° — Z,D,J =0, also verschwin- 
den wegen D,J’=0 («=1,...,e-ı) die Ausdrücke D,Z,J’ (k=1,...,g-ı) sämtlich, ® 
so daß alle Z,J’ Funktionen von J’ allein sind: 
ZI’ = u,(J') Gwi,..:.0). 


Ein erster Schritt zur Integration des vollst. Syst. (2) wird daher die Integration 
des zweigl. vollst. Systems: 





df Tre en 
Ar gt Ze Du) = 


@") 
er df 1...0 i df 
Bf=—- x, y)w,(J’) —, =0 
en f aytzn( y)w;( IT 
Das vollständige System (2”) ist nun offenbar gleichbedeutend mit dem si- 
multanen Systeme $. 383, Z. 14, das, wie wir vorhin sahen, dem hier betrachteten 
Falle entspricht. Jetzt aber sind wir weiter gekommen als damals, denn wir 
können etwas näheres über die Form jenes simultanen Systems, aussagen. 
In der Tat, es sei: 


1 0 
(D; D, - > C;xoDaf 
o 


also auch: (D,D,) = 20,807 Da die reziproke einfach transitive Gruppe Zuf 


mit der Gruppe D,f gleichzusammengesetzt ist, können wir uns die Z,f so ge- 
wählt denken, daß (Z,Z2) = &e,,,2,f. Setzen wir nunmehr: 


° 
— ER RR 


so wird: r 


® 


14.00 
ZA)= DarsZof (yk=1,...,g), 
(02 


also erzeugen die inf. Trff. Z,f eine Gruppe in der einen Veränderlichen J’. Nach 
Abh. Il ist diese Gruppe höchstens dreigliedrig und kann eine der drei bekannten 
Formen erhalten, wenn man eine geeignete Funktion von J’ als neues .J’ ein- 
führt. Wir können somit J’ so gewählt denken, daß 


vw, yehtmTtrJ? 
wird. Das simultane System zur Bestimmung von .J’ erhält daher die Form: 
I. 


dJ So‘ ’ ‚2 
CE EL 1 7 u re 
k 


da a . 
dy = > M[%, Wet T +9,.J ’ 
k 


DI TTS EEE ED De A ee 
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es kommt somit (vgl. S.422, Note 1) entweder auf eine Riecatische Diffgl. hinaus 
oder auf eine lineare, die nur Quadraturen erfordert. 

Enthält die Gruppe @ keine (ge — 1) gliedrige Untergruppe, so ist sie acht- 
gliedrig und ähnlich mit der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene. Es sei 
2, ...,D,f eine sechsgliedrige Untergruppe, und .J’, .J” seien zwei Diffinv. der 
Untergruppe, die keine Diffinv. von @ sind. Benutzen wir sonst dieselben Be- 
zeichnungen wie soeben, so finden wir, daß die Ausdrücke Z,J° und Z,J” Funk- 
tionen von J’, J” allein werden können und daß der erste Schritt zur Integration 
des vollst. Syst. (2°) die Integration des folgenden zweigl. vollst. Systems ist: 


s PORN d 
Art DI DA + za) 0 
@) ; 
ee, ee 
BI= 7, + Due WA) IE +20 Ho, 
k 


das gleichbedeutend ist mit dem unserm Falle entsprechenden simultanen Systeme 


8.383, Z. 17f. Setzt man nun: 


af 


7 G I d 
Ze | R=1....,8, 
dd dJ 


so erzeugen die Z,f in den Veränderlichen J’, J” eine Gruppe, die mit der all- 
gemeinen projektiven Gruppe der Ebene isomorph und zwar, da die letztere ein- 
fach ist, holoedrisch isomorph ist. Hieraus folgt, daß die Gruppe Z,f, wenn man 
nur geeignete Funktionen von J’, J” als neue J’, J’’ einführt, selbst die allge- 
meine projektive Gruppe der Ebene wird, daß also das simultane System, das zur 
Bestimmung von J’ und J” dient, immer auf eine solche Form gebracht werden 
kann, von der das System 8. 365, (3) und (4) ein besonderer Fall ist. 

Die reziproke einfache transitive Gruppe Z, f, ..., Z,f haben wir nur des- 
halb eingeführt, weil wir sie brauchten, um zu beweisen, daß die vollständigen 
Systeme (2°) und (4) gewisse Normalformen erhalten können. Wir haben Jedoch, 
wenn wir diese Normalformen wirklich herstellen wollen, keineswegs nötig, die 
inf. Trff. Z,f, . .., Z,f zu bestimmen. ' 

In der Tat, wir können, sobald wir J’ und die z, geeignet gewählt haben 
das vollst. Syst (2’) aufstellen und erhalten es in der Form: 


£e df ; A EL : af"? 
A “to Y)-r=0, a a en 


wo die Ausdrücke: 
’ af ‚ af 
(5) j U(J ,%, Yy) 04] VeJ » %, Y) dJ’’ 
wenn man x, y als Parameter auffaßt, inf. Transf. einer m-gliedrigen Gruppe der 


einfach ausged. Mann. sind (m< 3). Wir können nun immer feststellen, wie viele 
von einander unabhängige inf. Trff. in der Veränd. J’ die Ausdrücke (5) bei will- 


kürlichen x, y liefern, und können daher Af, Bf ohne Integration in der Form: 


ei; df 1-25% i s df 
ge rg 
Br, t Ina Wuadzz 
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darstellen, wo die inf. Trff. 


d.f= Nr = (k=1,...,l 


die vorhin erwähnte m-gl. Gruppe erzeugen. Für Z=1 und !=3 ist daher sicher 
!= m, während für Z=2 entweder m—2 ist, wenn nämlich 8, f, 3,/ eine zwei- 
gliedrige Gruppe erzeugen, oder m—3, wenn (3,8,) eine von $&,/, 8,/ unabh. 
inf. Trf. ist. Schließlich können wir die m-gl. Gruppe auf ihre Normalform brin- 
gen, wozu nur im Falle m = 1 eine Quadratur, sonst aber keine Integration er- 
forderlich ist (Tb. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 24. S. 516, Satz 6). 

Andrerseits erhalten wir das vollst. Syst. (4) zunächst in der Form: 


Af=- LUG, Ra nr, N, 


BETEN Ta Nn- 


und hier sind die Ausdrücke 


wenn man x, y als Parameter auffaßt, inf. Trff. in den Veränd. J’, J”, die sich 
aus m< 8 unabh. inf. Trff. 3,/f in J’, J” allein linear ableiten lassen. Es 
wird daher: 


Ze > U, Wf, 


3-45 SI y@, War; 


und zwar kann man diese Form immer ohne Integration herstellen. Ist m=8, 
so erzeugen die 3,f selber eine achtgliedrige Gruppe in den Veränderlichen J’, J”, 
Ist m<<8, so erhalten wir eine achtgl. Gruppe durch Hinzufügung der Klammer- 
ausdr. (3,89 (8,8983), - - .. Im beiden Fällen ist die achtgl. Gruppe ähnlich mit 
der allg. projektiven Gruppe der Ebene und kann ohne Integration in diese über- 
geführt werden (Th. d. Trfgr. a. a. O.). 

S. 383, Z. 14, 13 v.u. Das Integrationsproblem ist nämlich auf ein Integra- 
tionsproblem :von derselben Art zurückgeführt, bei dem’'nur an die Stelle der 
Gruppe @ die größte in @° enthaltene invariante Untergruppe von @. getreten 
ist (vgl. 8. 689—694). 

S. 383, Z. 10—5 v. u. Hier werden also bloß die Definitionsgleichungen der 
Gruppe als bekannt vorausgesetzt, d. h. es sind die linearen homogenen Diffgl. für 


£, n gegeben, durch die die inf. Trff. der Gruppe definiert werden. Im Gegensatze 


dazu dachte sich Lie in Abh. X, $ 5, 8. 274—281 die inf. Trff. selber gegeben. 

S. 384, Z.12f. Vgl. auch hier Abh. IV, S. 125, Theorem XI. 

S. 386, Z. 16—19. Bequemer ist es, die Definitionsgleichungen nullter und 
erster Ordnung aufzustellen. Ist: BE— An=0 die Gl. nullter O. und «,, y, ein 
Punkt von allgemeiner Lage, so hat man in dessen Umgebung nur eine inf. Trf. 
nullter O. von der Form: A,P+ B,qQ+:::. Die drei Definitionsgl. 1. O. bestim- 
men die Anfangsglieder der einzigen inf. Trf. 1. O., die notwendig die Form: 


. ee — 2) + Py — Yo)(AoP +B,D+ 


hat. ne nun A,«e+ B,P#+0 oder = 0 ist, hat man die RR Form: 
q, 74, Y’q oder die ae 
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8. 387, 2.9 v.u. Die hier nicht berücksichtigte Form: ,+«5+Pßn=', 


(die dem Falle v= 00 entspricht, erhält durch Vertauschung von x und y die 


- Form 2.5 v.u. 


8. 388, 2.11 v.u. — 389, Z. 11. Vgl. Abh. XII, S. 330f. 

S. 391, Z.1—6. Hier ist übersehen, daß der Falc=—1 ergibt: (A)—=1, 
so daß man dieselben charakteristischen Zahlen hat wie bei der nachfolgenden 
Gruppe. Mit welcher von diesen beiden kanonischen Formen man es zu tun hat, 


. darüber entscheiden die Definitionsgl. (A,) der derivierten Gruppe. 


Lie selbst hat bereits auf dieses Versehen aufmerksam gemacht, s. S. 427, 
Z. 14—6 v. u. 

S. 392, Z.3. Die Konstante ce kann, wenn sie nicht verschwindet, =1 ge- 
setzt werden; man hat daher zwei kanonische Formen zu unterscheiden. Welche 
von diesen beiden vorliegt, das erkennt man durch Bildung der Definitionsgl. der 
derivierten Gruppe. 

S. 392, Z.3, 2 v.u. Die kanonische Form q, yq, y”q kommt hier nicht in 
Betracht, da bei ihr zwei invariante Diffgl. 1. O. auftreten. 

S. 393, 2. 9—12. Vgl. Abh. IV, 8. 129. 

S. 393, Z.12f. Vgl. 8. 410f., Nr. 32. 

S. 394, 2.3. Ist f "durch die a. f, = 0 bestimmt (Fall » = 00), s0 vertauscht 
man x mit y. 

S. 395, Z. 4f. vgl. S. 371 und 383, ferner Abh. IX, S. 238. 

S. 397, Z. 16. Die Gl. (2) gelten, wenn die logarithmischen Ableitungen der 
auf S. 398 mit g, bezeichneten Größe bekannte Funktionen von x, y sind. 

S. 401. Hier ist die Gruppe: p, q, xp+eyq (c+0o,1) vergessen. Da jedoch 
die zugehörige Gruppe Df mit der Gruppe auf Z. 8 zusammenfällt, so erledigt 


4 Nr. 21 zugleich auch die Bestimmung aller Gruppen mit dieser kanonischen Form. 


Auch das Verfahren Z. 17—28 kann auf diesen Fall übertragen werden, denn p 


und q sind auch hier invariante eingliedrige Untergruppen, und zwar die einzigen 
_ ihrer Art. 


S. 402, Z. 13—19, 403, 2. 9—13. Um % auch als Ponkkion von y zu a5 


4 finieren, gehen wir aus von der Diffinv. niedrigster O. der rm a, Yq, Y°q- 





Diese ist y,:y =k, und es ergibt sich: 


Rn y a 
Andrerseits ist: 
DR: z u 09 
u BE TER dh 
- mithin: 
au _ a du 


Nach Note 1, $. 422f. kann dieses System auf eine gewöhnliche Riccatische Gl. 
zurückgeführt werden. 
S. 402, 2. 9—1v.u. v ist eine Diffinv. der Untergruppe: yq, y?’q und w 


_ eine von: (y+1)q, (y-+1)?q, und zwar entsteht z. B. » aus « durch die Trf. 
 Jı=1:y, vermöge deren die Untergruppe: yq, y’q innerhalb der dreigliedrigen 
_ Gruppe mit q, yq gleichberechtigt ist. Hiernach ist es von vornherein klar, daß 
 v und w dieselbe Diffgl. befriedigen wie «. 


Man kann aber auch so verfahren: Ist ®(u, x, y) = Const. das Integral der 


_ Ricceatischen Gl., so muß man durch Anwendung der inf. Trf. y?q neue Integrale 
- der Diffgl. erhalten, die y als Funktion von x, y bestimmen. Nun findet man durch 


Erweiterung die inf. Trf.: 


Bf=y’ +2 2 +27” +7 ya 
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also wird: Bu=2y’ und es sind: 
BP —=20,y’ = const., 
BB®=40,,7°+49,yy = const. 


neue Integrale. Damit sind u, y’ und y als Funktionen von x, y bestimmt. 

S. 403, Z. 14—16. Ist An — B&=0 die Gl. nullter O. unter den Definitions- 
gl. der Gruppe, so ist Ady— Bdx—=0 die zu integrierende Diffgl. Die nachher 
erwähnte Größe v„=— A:B. 

S. 405, Z. 10—7 v.u. In Wahrheit ist gar keine Integration erforderlich. 

S. 405, 2.6 v.u. — 406, Z.1. Setzt man x—y=, so erhält man zur Be- 
stimmung der Diffinv. 1. O. die Gl.: 





een 
..: ee Tara. 
PR af a 
er erg —lR 


also sind: 


und J die niedrigsten Diffinv. 
S. 406, Z. 1-8. Es wird andrerseits: 





du % xx Yr x’ 
u — _ — + tn kur. d, 
I ae | a-mtTe-y x + 
aber: 
a AS 
k BG a ee kJ, +2u), 
mithin: 
du 


— 1? » DR 
nr 1.I+(k +kJ)u+ ku?. 
Hat man die Riecatische Gl. für « integriert: ®(u, x, y) = const., so liefert die 


inf. Trf.: 
af df 


af ‚ 
2 Be 
Bf=x q +y Te GAB 


Bu=x‘, also erhält man die beiden neuen Integralgl.: ee 
®,x —=const, &,,x?+ 2®,xx' = const. 


der Diffgl., die x bestimmen. Aus den drei bekannten Integralgl. findet man u, 
x und x als Funktionen von x, y, und J, liefert dann sofort y. 
S. 406, Z.10. Hier sind «, und u, Diffinv. der Untergruppen: xp-+Yyq, 
x2pty’q und x +Dp+(y+Da, «&+D’p+(y+D°g; vgl. die Anm. zu 
S. 402, 2. 9—1 v. u. 
S. 406, Z.5—1 v. u. Hier kann man sich auf frühere Entwicklungen stützen. 
Man geht aus von den Diffinv. 


2. 2 x” 9% X 
a 
x 2X x 


der dreigliedrigen Gruppe und von der Diffinv. 2. Ö. 
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der Untergruppe. Dann ist (vgl. 8. 402 und 723): 


dz NEE. ” % I... 

gt ze yEtRa+ke+ ke 

und da Bz=2x’ wird, so gestaltet sich alles weitere fast genau so wie vorhin. 
8. 406, 2.10 v.u. Es ist auffallend, daß Lie erst jetzt die projektive Form 

der Gruppe benutzt, während er in Abh.X, 8. 264, Nr. 13, in Abh.XT, S. 293, Nr. 10 

und sogar in der vorliegenden Abh. 8. 393, Z. 16 eine nichtprojektive Form ver- 

wendet. Das muß um so mehr auffallen, als er die viergliedrige Gruppe: 


p;, 2xp+yq, x’p+xyq, yq, 


in der die dreigliedrige steckt, von vornherein in projektiver Form aufstellt. 
S. 407, Z. 17—22. Diffinv. der viergl. Gruppe sind auch: 


r E a a 2} ( 2ER ] BR. 9 
h Be x, —XxX 2X X — IE KH LX 
u} DEREN Sa Wi rn x’3 e 





2 


Setzen wir wieder: 2—x”:x’ — ® (x&” : x’)? und benutzen wir die Diffinv. u—x”:x 
der Untergruppe: p, xp, yq, so wird: 


5 du e 
j de ea 
ferner: 
x, a ch 1. .r 3 2 
und somit: 
Ei a N 4 RE - >. 
I ae Eee 


Hat man diese beiden Gl., die auf eine Riccatische Gl. zurückführbar sind, in- 
_ tegriert, so geht es weiter wie in der Anm. zu S. 406, Z. 1—8. Man findet x als 


'_ Funktion von x, y, kann dann y’:y und y,:y berechnen und erhält y selber durch 


eine Quadratur. 


8.408, Z. 9—7 v.u. Will man auch die Ableit. nach y berücksichtigen, so 
hat man zunächst die Diffgl.: 











are), af _ 
na ran, ap ray nmay, 7 
is AR BE df 
2 $) ae 
5.2 FERRE Ar) x2 y, 0 
‚.df df „.Af ‚af ef 


ar an 
arg arten ge 


x 





zu integrieren. Die einfachsten Diffinv. sind: 


daraus folgt: = kx” + k’x’, mithin: 


x z ER 
ok +%j, 
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so daß man durch eine Quadratur (s. $. 422, Note 1) x’ findet, dann x, ohne Inte- 
gration und endlich x selbst durch eine zweite Quadratur. 
Setzt man J=x’y, —x,y’, so sind: 


i 4J' 4 4: 
re = 





weitere Diffinv. Durch eine Quadratur bekommt man somit 4, das eine Diffinv. 
der inv. Untergruppe: q, xq, x?q, p, xp—yq ist, als Funktion von &, y darge- 
stellt und kann daher y, linear durch y’ ausdrücken mit Koeffizienten, die bekannte 
Funktionen von &, y sind, ebenso y’ linear durch y’, y”, ferner y'’ durch y’,y”,y”” 
und endlich y’” durch dieselben Größen. So erhält man, um y,y’,y’,y” als Funk- 
tionen von &,y zu bestimmen, ein simultanes System von linearen part. Diffgl. 
1.0., das nach Note 1, S. 422 auf ein ebensolches System von gewöhnl. Diffgl. 
für y, y', y‘, y‘ zurückführbar ist. Das letztere aber kann durch Quadraturen 
erledigt werden, weil man von dem zugehörigen verkürzten Systeme drei partiku- 
läre Lösungssysteme kennt, die den Werten: y=1, x, x? entsprechen. 

S. 409, Z. 11—14. Auch jetzt sind 4:4 und 4,:4 Diffinv. der Gruppe, so 
daß 4 durch eine Quadratur gefunden wird. 

S. 409, Z. 12, 11 v.u. Vgl. Nr. 27, S. 406f. und die Anm. dazu. 

S. 409, 2. 9 u. — 410, 2.5 Die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe: q,xq, 


yg, P, xp sind: 





Für die inf. Trf. x®p-+xygq ergibt sich: 


I 2xx, I 2x" +2x’? 


TR 4 


Ö [Ze 7 7 
——8xJ, Fre — yx')=3x(Xy” —yx”), 


also sind diese Diffinv. mit Ausnahme der zweiten zugleich Diffinv. der sechsglie- 
drigen Gruppe und somit bekannte Funktionen von x, y. Demnach kann man, 
sobald x berechnet ist, y, durch y’, y” und x, y ausdrücken, und durch Benutzung 
der Diffinv. S. 410, 2.2 kann man y/, y/ ebenso ausdrücken. Zur Bestimmung 
von y, Y, y als Funktionen von &, y findet man daher ein System von lin. hom. 
part. Diffgl. 1. O., das auf ein lin. hom. System von gew. Diffgl. 1. OÖ. zurückführ- 
bar ist. Das letztere aber erfordert nur Quadraturen, weil y=1, x partikuläre 
Lösungen sind. 

S. 410, 2.2 v.u.— 411, 2.3. Wegen der Diffinv. x”:x’, x/:x’, x,:x’ findet 
man zunächst x’ durch Quadratur, dann x, ohne Quadratur und somit x selber 
durch eine zweite Quadratur. Die Diffinv. xy’ — y’x”:x’? bestimmt y” linear 
durch y’, andererseits kann man vermöge der Diffinv. 4:x’* die Größe y, und 
ebenso y’ linear durch y’ ausdrücken. Demnach hat man ein lin. Syst. von part. 
Diffgl. 1. O., um y, y’ als Funktion von x, y zu bestimmen, und da das zuge- 
hörige verkürzte System durch y—=1, x befriedigt wird, so erfordert die Integra- 
tion dieses Systems nur Quadraturen. 

S. 411, Z. 14—16. Die Definitionsgl. 1. O. bestimmen ja die inf. Trff. 1. 6, 
die die Grappe in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner Lage enthält. 


Diese inf. Trff. aber können, nötigenfalls nach Vertauschung von x und y, in der 


Form: 
—. + —yv)Qa—rPd+ 


2y—y)ıa rd) —-e+Dd(a ap ty— y)Nd+: 


Ges u 1a ea rn SZ End rn aaa re an ln li te ld ill ana a aan an u u 


en A u ir. 


unit; 
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angenommen werden, wo » und g gewisse Funktionen von &,,%, sind (vgl. Abh. XIII, 
S. 326, Z. 16f.). Setzt man nun: 


z—- a try—Y)=%ı Yy-Y=Yı 


N N 


womit c bestimmt ist. Der Wert e=—.1 ist nämlich hier ausgeschlossen, weil 
bei der kanonischen Gruppe die invariante Kurvenschar x— const. zweigliedrig 
transformiert wird. 

S. 412, 2.6—14. Die Bestimmung von x ist wie vorhin, vgl. die Anm. zu 
8.410, 2.2 v.u. Eine Diffinv. ist auch S:x’° und diese erlaubt, y, durch y’, & 
und y auszudrücken, daher gestaltet sich auch sonst Alles ähnlich wie dort. 

S. 413, 2.16, 15 v.u. Zunächst findet man für g ein System von lin. hom. 
part. Diffgl. r-ter 0,, das alle Ableitungen r-ter O. von p nach x und y durch 
und durch r — 1 unter den Ableit. niedrigerer O. auszudrücken gestattet. Dieses 
System kann dann nach Note 1, S. 422 auf eine gewöhnl. lin. hom. Diffgl. r-ter 
©. zurückgeführt werden. 

S. 413, 2.4 v.u. Die Bestimmung dieser Gruppe ist gleichbedeutend mit der 
Bestimmung der größten kontinuierlichen Gruppe @ von P. T., in der die Gruppe, 
die durch die vorgelegten Definitionsgl. definiert wird, als invariante Untergruppe 
‚enthalten ist. Die Definitionsgl. von @ aber kann man stets ohne Integration aus 
‚den vorgelegten Defiritionsgl. ableiten. Ist @ gerade (r +1)-gliedrig, so enthält 
es r+1 unabh. inf. Trff. von der Form v(Ap+ Bq) und dann gestattet die 
Diffgl. r-ter OÖ. keine Vereinfachung. 

S. 414, Z.3. Hier muß r>1 angenommen werden, weil die Gruppe sonst 
die Form q, yq erhalten könnte (S. 399, Nr. 20). 

S. 415, Z.4—6. Auch x,:x’ und x’:x’ sind Diffinv., so daß sich die Be- 
stimmung von x wie in Nr. 32 gestaltet; vgl. die Anm. zu 8. 410, Z.2v.u. 

S. 415, Z. 6—416, Z. 12. Die Gruppe (d) hat zwei Diffinv. 2. O., die man so 
wählen kann: 


so erhält man: 





FLUT Ir) Sray re) 
ER 





xy, —y’x,) 
„,r&n-yR)—ra@y,—yx). 
ne xy, —y'x) i 


aus diesen und aus x,:x’ läßt sich die Diffinv. auf Z. 7 zusammensetzen. Führt 
man nun x an Stelle von x als unabh. Veränd. ein!), so wird: 


=) (le 
ee te 
2 
tt re 
wo die Klammer daran erinnern soll, daß x und y die unabh. Veränd. sind. Es 
kommt daher: Jay en 
an el): @5); : 
2 s 
RAN) 


1) Sollte die Diffinv. x,:x =», also x’—=0 sein, so hätte man nur vorher 
x mit y zu vertauschen. 
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und da diese Diffinv. bekannte Funktionen von x und y sind, so findet man 
(©y::0y) durch eine Quadratur und dann y selber durch eine zweite Quadratur: 


yußwy)+oR, 
wo ® eine willkürliche Fuhktion bezeichnet. 

In den neuen Veränd. x, y haben die Definitionsgl. 1. O. der gesuchten 
Gruppe die Form (a), $. 414 angenommen, die inf. Trff. der Gruppe haben daher 
jetzt die Gestalt: cp+n(x)q, wo nix) durch eine lineare Diffgl. (r + 1)-ter O. 
definiert ist, die man aufstellen kann. Ebenso kann man die lin. homog. Diffgl. 
r-ter OÖ. aufstellen, die alle in der Gruppe enthaltenen inf. Trff, von der Form 
X,(x)q definiert, d. h. alle inf. Trff,, die x invariant lassen. Ist p+n(x)q eine 
der noch unbekannten inf. Trff. der Gruppe, die x nicht inv. lassen, so ist: 


u r 


K4,P+nDd=—Kq= Ya,X;g, 
J 


also befriedigen die X, ein System von lin. hom. Diffgl. 1. 0. mit konstanten Koef- 
fizienten, woraus sich ergibt (vgl. Abh. XIX, 8. 453f.), daß die lin. hom. Diffgl. 
r-ter Ö., durch die sie definiert werden, konstante Koeffizienten besitzt. Hat man 
diese Diffgl. r-ter O. integriert, so kennt man von der lin. Diffgl. (r + 1)-ter O., 
der n(x) genügt, r partikuläre Lösungen und findet also die fehlende Lösung durch 
Quadratur. Aus den Definitionsgl. ergibt sich dann noch, welchen Wert der Ko_ 
effizient von c in dem allgemeinen Ausdruck für n(&) hat. Auf diese Weise findet 
man die inf. Trf. p-++n,(x)q, die, wenn man y—[ n,dx als neues y einführt, die 
Form p erhält. 

8.415, Z.14 v.u.—416, Z. 1f. Durch die Forderung, daß X, einer Diffgl. 
r-ter OÖ. genügen soll, in der der Koeffizient der (r — 1)-ten Ableitung verschwin- 
det, ist ® vollständig bestimmt: es muß ja rd — &@._ı® werden. Da die Diffgl. 
andererseits durch eine Trf. X, = ®X in eine solche mit konstanten Koeff. über- 
führbar ist, so hat offenbar auch ihre von X freie Form konstante Koeffizien- 
ten; vgl. S. 418. 

8.417, 2.9f. Außer x:r;x":r; Y:y; x,:x' gibt es nur noch eine Diff- 
inv., deren Ordn. zwei nicht übersteigt, nämlich: 


x 
z I — JS. 
Führt man x als neue Veränd. an Stelle von x ein, so erhält die Diffinv. die Form: 
(=) (2) 
0y?) \oy 


S. 419, Z.1f. Die niedrigsten Diffinv. sind x’, x, und: 


IE ehe, 87 Khan rg 
12.89: b I, RT ; IN, 


f 
r 














Da sie bekannte Funktionen von x, y sind, so findet man x durch Quadratur und 
kann sodann y,, y/, y/ durch y‘, y” und x, y ausdrücken. Um y, y,y” als 
Funktionen von x, y zu bestimmen, hat man daher ein sim. System von lin. hom. 
part. Diffgl. 1. O., von dem man zwei partikuläre Lös. kennt, die nämlich, die aus 
y=1,x folgen. 

S. 420, Z 10—12, s. 8. 363—370. 

S. 420, Z. 13—17. Vgl. Note 2, S. 423—425 und meine Anm. dazu. 

Setzt man: 

zOyh _xDy®— (ih), 
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so sind die niedrigsten Diffinv. der Untergruppe G,: p, 4, Xp, JP, xq, y4, die nur 
"Ableitungen nach « enthalten, diese: 


3; (13) 2 (23) 
= Pen 


Erweitert man x?p-+ xyq durch Mitnahme der Ableit. nach & bis zur 4. O. und 
läßt man die mit x und y behafteten Glieder weg, die nur die durch Erweiterung 
von xp, yq und xq entstehenden inf. Trff. liefern, so bekommt man zur Be- 
stimmung der Diffinv. der achtgliedrigen Gruppe G, die Gl.: 


d 
area x RE + + 


+ary +3@yU try), nt axy” +6x A ne aye m - 





Nun wird unter Berücksichtigung der Identität: (12)x’” + (23)x’ + (81)x’" = 0: 
A12)—=0, Alld)— 3x2), 
4(23) = 2x’ (13) — 3x”(12), A(14) = 4x’(13) + 6x” (12), 
A (24) = 2x’ ((14) + 2(23)) — 4x” (12) = 2x’(14) + 8x’(23) — 4x (13), 
daher zerlegt sich die Gl. Af=0 in die beiden: 


d d 
nat (1 OP ET 3) ra + nt 
df af 


m DOprn En RT 


wozu noch, wegen xp und yq die Bedingung kommt, daß jede Diffinv. homogen 
' von nullter O. in den Ableit. von x und ebenso in den Ableit. von y sein muß. 
Da Cf=0 die Lösungen (12), (13) und 


w= (14) + 2(23), © = 3(12)(24) — 4(13)(23) 


af 


hat, so wird: 


a ae 813) 7, +su9gl - 


(13) 
und): 
4 (13)? — 6(12)(23) - - - 39) (14) eo 














= (12)? 12)?’ 
2w(13) + 3(12)v 
AT 
1 -_ 8(18)® — 24(12)(13)(23) — 6(12)(13) (14) + 9(12)*(24) 
} N 12 8 = 
Es ist also: be 
(14) 


J, = tu? ed: 


1) ,@M)_,@4) 
(12) To (12) 





J, = 80? — 240 ß — 6a — 120ß + 2aJ,. 


1) Diese Diffinv. hat auch en Pick angegeben, vgl. S. 156 seiner auf 
S. 676 angeführten Abh. 
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Nunmehr kommt: 


“lt —g—1 
® | 3 
3 & 


Andererseits ist (vgl. S. 713): 


"=—br+tax, „=—(r+tcex, ,=—4Ar+Bx, 


wo.a, b, c, A, B, C auch Diffinv. der G, sind, folglich ergibt sich: 


[ZZ 


x" =(b’—al—b)x+(ar —ab+a)x,, 
A2)=al, (13)=(ac—ab+a)A, (23)= (ub’— ba’ +a?C —abe)d 
oder, bei Benutzung der auf $. 364 eingeführten Bezeichnungen: 


12)= Fa, 


18) (3.7 — FR + 9)4 


ae 2 
es)—[r (Gr) -2)G + C—FeiF, — 294 
mithin nach S. 365, Gl. (3): 


1ldF 


a=3c—F, +77 


(m) 
. daF . 2 dF, FidF dF 


Hier sind die F und ebenso natürlich auch ihre Ableitungen Diffinv. der G,. 

Verbindet man die Gl. (II) mit den Gl. (8), (4) auf $. 365, so erhält man das 
simultane System, dem « und ß als Funktionen von x, y genügen (vgl. $. 383) und 
von dem wir zwei Gl., nämlich die Gl. (I) bereits auf anderem Wege aufgestellt 
haben. Die beiden übrigen wollen wir nicht ausrechnen, da sie gar zu lang 
werden. 


S. 420, Z.6—4 v.u. Ebenso ist: ER =B-(. 
S. 421, 2. 7f. Es ist nämlich: 


dU ; 
et +(B+CO)U—A. 

S. 422, Z. 3—10. Vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. IV, S. 17, Anm. und S$. 628, 
2. 15—19. 

S. 422, Z. 11—16. Vgl. die in Bd. III d. Ausg. auf 8. 587 angeführten Abh. III 
und IV von A. Mayer, ferner die Lieschen Abh. ebenda, Abh. II, S. 7—9; Abh.V, 
S. 16f.; Abh. XI, S. 140—145; Abh. XV, S. 211—216; Abh. XXI, 8. 331—-335, 337 
bis 341, 345—349. 

S. 422, 2. 17—423, 2.2. Vgl. d. Ausg. Bd. III, S. 628f.- 

Die Substitution, die Lie hier auf Z. 27 anwendet, führt nicht zum Ziele. 
In der Tat, es sei: 


02 02 
0) e Fra Y, 2), oy = ut, Y, 2), 


wo sich A, u in einer gewissen Umgebung von = y=2=0 regulär verhalten, 
und es sei die Bedingung der unbeschränkten Integrabilität: A, + ul, = ur + Au, 
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identisch erfüllt. Setzen wir: 2=x,, y=y, + fx, und deuten wir die Aus- 
führung dieser Substitution durch das Zeichen [ | an, so verwandelt sich (I) in: 


02 02 


(1) Fr x, =[A] n Plu], Er? 


ein System, das natürlich ebenfalls die Integrabilitätsbedingung erfüllt. Integrieren 
wir die erste Diffgl. unter der Anfangsbed. 2= 2° für x, = 0: 


= [u], 


z= pa, Yo Pr 295 


so ergibt sich für diesen Wert von z, wenn wir die Integrabilitätsbedingung von 
(I) berücksichtigen: 


3) te, ie), 
mithin: 
22 ir + Pla2])dzı 
-—[) @ 
2,=0 


ı = 


Die zweite Gl. (II) wird demnach dann und nur dann identisch befriedigt, wenn 
sie für x, — 0 erfüllt ist. Aber dieser Bedingung wird offenbar nur genügt, wenn 
[ae] für x, = 0 verschwindet, d. h., wenn u(0, %,, 2)= 0 ist, was nur ausnahms- 
weise der Fall sein wird. 

Es liegt also hier ein Versehen von Lie vor; er hat einfach ß und y, ver- 
wechselt: in Wahrheit sind-x«, und ß als die neuen Veränderlichen zu betrachten 
und y, ist ein Parameter. Unter der Voraussetzung, die wir über die Funktionen 
‘) und u gemacht haben, dürfen wir übrigens diesen Parameter gleich Null wählen. 
Wir setzen daher lieber: ‘ 


I) =, y-lyı 


und können dann Bd. III, S. 628f. unmittelbar anwenden. 
Haben wir überhaupt ein unbeschränkt integrables System von der Form: 


O2u OZu 


(IV) I: ZU YU (&, Y Ay Zn) dy Ze hl (X, Yııy ++ 2m) (u=1,...,m), 


wo sich die gu und y. fürc=y=0, 2,=0 regulär verh., und deuten wir die 
Substitution (III) durch das Zeichen | ] an, so kommt die Integration von (IV) 
hinaus auf die des Systems von gewöhnl. Diffgl.: 


gen 





(V) = [Qu] +y, [Xu] W312. mM) 
mit den Anfangsbedingungen 2, = ee für x, =0. In diesem Systeme (V) spielt 
9, die Rolle eines Parameters. Vgl. d. Ausg. Bd. III, Abh. XXI, 1877, 8. 332—334 
und Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 116 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 6, Nr. 19). 

S. 423, Z.3—8, s. S. 363—365. Wendet man die Substitution (III) an, so 
werden ce und C als Funktionen von x, durch die Diffgl.: 





de: dF aF, 2 dF, 
da, el ner In + FAubryMHf et a: +3% 1 Fr] 
i dc 1dF, 
(v)) en F,C+yFe—FR(F+yF)-— FRE 
2 dF, ar, 
£ 0% rY dx 
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bestimmt, wo man rechts überallxe=x,, y=x,y, zu setzen hat. Integriert man 
dieses System, indem man die Anfangswerte von e und C für x =0 willkürlich 
läßt, und kehrt man dann zu den Veränderlichen x, y zurück, so erhält man die 
allgemeinen Lösungen des Systems (3), (4), 8. 368. 

8. 423, 2. 9—11. Um uns von der Richtigkeit dieser Behauptung zu über-. 
zeugen, müssen wir uns klarmachen, welche Diffgl. an die Stelle der Gl. (3), (4),. 
S. 365 treten, wenn man vermöge (III) an Stelle von x, y die neuen Veränderlichen 
& , y, einführt. 

Bezeichnen wir mit &, b,... die Ausdrücke, die bei %, ,%, als unabhängigen 
Veränderlichen genau so gebildet sind, wie a,b,c,... auf $. 364 bei den unab- 
hängigen Veränd. x, y, so sind F\, E, ... bekannte Funktionen von 2%, Yı, denn 
sie sind nichts anderes als die Koeffizienten der Diffgl., die aus der Gl. S. 364, 2.13 
durch Einführung der neuen Veränderlichen &,, y, entsteht. An Stelle jener Gl. 
(3), (4) treten daher die Gl., die man erhält, wenn man x, y durch &,,y, und c, 
C, F,... durch €, 0, F,.... ersetzt. Insbesondere werden daher €, C als Funk- 
tionen von x, durch die @l.: 


0 ps SO mm 
(VII) ae ar 

du 0 .1dE ur 

Eee Klee eh ors ve Wr 


definiert. Wir werden sehen, daß es genügt, diese Diffgl. aufzustellen. 
Aus (III) ergibt sich für jede Funktion p von x, y: 








Kizee au 2 
d«, Yp +Yı 9, dy, 9, 
j d’gp er j d’p 
(III) ar + 2y, 9,+ Y19n au ad, 
d? F 
Ian ar + ah 9ut 9 
ı «Yı 
demnach wird: = 
sF’=F+yF+ yıFf,+yiF, R 
F= neh, Sy, 
F= 7, +32%,y,F;, 
ER 1 
Bee MORNHTUNE 
1 
Das ZOCH EU F: 


Durch diese Gl. ist der Zusammenhang zwischen e, C und €, C festgelegt, und 
es ist klar, daß die Gl. (VI), wenn man vermöge (VIII) an Stelle von ce, C die Un- 
bekannten <, C einführt, die Gl. (VII) liefern müssen. Man kann sich davon auch 
leicht durch Rechnung überzeugen. 

Nun haben wir gesehen, daß wir das System der part. Diffgl. (3), (4), S. 365 
durch die gew. Diffgl. (VI) ersetzen können. Zur Aufstellung von (VI) brauchen 
wir aber nicht die beiden Systeme (3), (4) zu bilden, sondern es genügt die Bil- 
dung des Systems (3), denn das System (VI) geht aus (VII) hervor, wenn wir ver- 
möge (VIII) die Größen €, 0, F,... durch e, C, F,... ausdrücken. 

Dabei ist freilich noch eines zu beachten. Wir setzen voraus, daß sich 
F, F,,... firz=y=0 regulär verhalten, und daraus folgt dann, daß für 
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%, =Y, — 0 von den Koeffizienten des Systems (VI) dasselbe gilt. Es werden also 
€, C gewöhnliche Potenzreihen von &, y und ebenso von &,, y,. Dagegen zeigen 
die Gl. (VIII), daß © keine gewöhnliche Potenzreihe von x, wird, und daß von 
F im allgemeinen dasselbe gilt. Man kann daher, wenn man die Diffgl. (VII) in- 
tegriert hat, nicht die Anfangswerte für x, = 0 einführen, sondern man muß, um 
.das zu können, erst &, O vermöge (VIII) durch ce, C ausdrücken. 

S. 423, Z. 11—18. Diese Integrabilitätsbedingungen findet man auf einem 
andern Wege abgeleitet in einer Preisschrift der Fürstl. Jablonowskischen Gesell- 
schaft zu Leipzig, s. A. Tresse, Determination des invariants ponctuels de l’&qua- 
tion differentielle du second ordre Y’—=ow(x, y, y'), Leipzig 1896, S. 56. Vollstän- 
dig entwickelte Formeln gibt die Dissertation von A. G. Hall, Bestimmung der 
Definitionsgleichungen aller endl. kontin. Gruppen von P. T. in der Ebene. Leipzig 
1902, 8.19. Vgl. auch F. Engel und +F. Schwanhäusser, Bestimmung der 
Differentialinvarianten von Gruppen der Ebene aus den Definitionsgleichungen, 
Leipz. Ber. 1922, 8. 52. Die von Hall mit #, 9, %, 9 und von Engel mit 4,u,», 
bezeichneten Funktionen stehen zu den Lieschen F, F,,...in den Beziehungen: 


Pp=-—-v=F, 9g=—e=M, 
BER ee, 


8. 423, Z. 14—7 v.u. Gemeint sind die Entwickelungen auf S. 377—383. 

S. 423, 2. 6—3 v. u. Wie diese Zurückführung ganz allgemein bewerkstelligt 
werden kann, das habe ich in der Anm. zu $. 383, Z. 19—21 auseinandergesetzt 
(8. 8. 718—719). Lie macht sie jedoch hier auf ganz besondere Weise und be- 
schränkt sich überdies von vornherein auf die Betrachtung solcher Differential- 
‚gleichungen, die bloß Ableitungen nach x enthalten. Daß das immer möglich ist, 
läßt er schon früher an mehreren Stellen durchblicken (8. 408, Z. 9—7 v. u., 8. 409, 
2.10 v.u. — 410, 2.5; 8:412, Z.6—14; 8.412, 2.6—2 v.u.: 8.419, 2.17; 
8. 420, Z, 13—17) und auf 8. 423, Z. 9—11 sagt er es ganz ausdrücklich. Hier 
‚aber betrachtet er das augenscheinlich als so selbstverständlich, daß er es nicht 
‚der Mühe wert findet, noch besonders darauf hinzuweisen. Nun bin ich zwar in 
der Anmerk. zu $. 423, Z. 9—11 bereits auf diesen Punkt eincegangen (S. 732); 
‚da es sich aber damals um einen besonderen Fall handelte, so halte ich es doch 
für nötig, die Entwickelungen auf S. 423, Z.2 v. u. — 424, Z.8 v. u. näher zu er- 
läutern. j 

Die 5.715 ff. benutzten Bezeichnungen behalte ich bei, unterwerfe aber die damals 
‚eingeführte Zahl snoch gewissen weiteren Bedingungen. Es sollen nämlich erstens die 
e Gl D®f=0 auch dann noch von einander unabhängig bleiben, wenn man alle 
‚Ableitungen von f gleich Null setzt, die nach solchen Ableitungen von x und y 
genommen sind, die durch ein- oder mehrmalige Differentiation nach %y hervor- 
gehen. Unter den m,— oe von einander unabh. Diffinv. s-ter und niedrigerer Ordn., 
(die dann überhaupt, vorhanden sind, gibt es unter dieser Voraussetzung gerade 
2s-+2— eo solche von einander unabhängige, die bloß Ableitungen von x und y 
nach x enthalten. Wir wollen überdies zweitens voraussetzen, daß es unter diesen 
2s+2—o Diffinv. zwei gibt, die in bezug auf x) und y® von einander unab- 
hängig sind. Es soll also s die kleinste positive ganze Zahl sein, die den frühe- 
ren und den jetzigen Forderungen genügt. 

Die 25 +2 — oe eben erwähnten Diffinv. sind bekannte Funktionen von x, Y, 
folglich werden sich gerade 2s+2 — oe unter den Größen N As SET, RE 9) y®) 
‚durch x, y und durch die g übrigen ausdrücken lassen, während zwischen &, Yy 
und diesen g übrigen keine Relation besteht. Dabei können wir unter den ge- 
machten Voraussetzungen jene 23 -+ 2 — oe Größen so wählen, daß x®, y( zu ihnen 

' gehören. Da nun andrerseits aus jeder Diffinv. durch Differentiation nach & wieder 
eine Diffinv. entsteht, so können wir jene 2s +2 —o Diffinv. immer so wählen, 
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daß zwei unter ihnen durch Differentiation nach x alle übrigen liefern. Hierin 
aber liegt, daß es zwei positive ganze Zahlen m und g gibt, die beide <s und 
so beschaffen sind, daß zwischen: 


(IX) x, > 3% Be DE | er y; F, er ya» 
und x, y keine Relation besteht, während: 


m), zmtD, zo, yo yarn yo 


sich durch die Größen (IX) und durch x, y ausdrücken lassen.) Die Summe m +q 
hat dabei notwendig den Wert o. 

Erinnern wir uns jetzt noch, daß die m, — e Diffinv. s-ter und niedrigerer Ord- 
nung, die es überhaupt gibt, m — e unter den m, Größen x, 3, x, y, 2, Ti. 
als Funktionen von x, y und von den g übrigen bestimmen, daß sie aber keine 
Relation zwischen den Größen (IX) und x, y liefern können, so sehen wir, daß 
insbesondere alle Größen: 


Z m—1 —1 
X,, Kıyere, x‘ ), Y,» a y ) 


durch die Größen (IX) und durch x, y ausdrückbar sind. 

Infolgedessen kommt das System der part. Diffgl. J x %,(@, Yy) auf ein un- 
beschränkt integrables simultanes System von part. Diffgl. 1. O. hinaus, das die 
e Größen (IX) als Funktionen von x, y definiert, oder, was damit gleichbedeutend 
ist, auf ein zweigliedriges vollständiges System; 





En df ‚ df (m —1) df df 
De ne rer er ueen 
en Eh DB - RR 
(X) + Pe u aaa tr dy@-» 
df 0...m—1 df Re Ele df 
ENT, Sa, 
f ayı M 4x(W) ro v dy” 





wo F, ® und die F'\, P, ganz bestimmte Funktionen von den g Größen (IX) und 
den m, — e Größen «,(@, y) sind und wo (AB)=0 ist. 


Das vollständige System (X) gestattet die inf. Trff. D,f, die aus den inf. 


Trff. D@f dadurch hervorgehen, daß man neben den, eg Größen (IX) die 
m,— e Diffinv. I, als neue Veränderliche einführt und dann /, = a,(x, y) setzt. 
Diese inf. Trff. haben daher die Form: 


0...m—1 0...g-1 
= df af 
DB ee 

.f rede tr 1,0 

wo die &, w N, ganz bestimmte Funktionen der Größen (IX) und von x, y sind. 
Dabei ist (AD,) —=(BD,)=0 und 

Se 1...0 

(D, D,) EZ DEE o D,f 

(02 
1) Ich weiche hier von der Bezeichnung ab, die Lie auf S. 424 benutzt, in- 

dem ich m und q durch m— 1 und q9— 1 ersetze. Es empfiehlt sich das, wenn 
man auch den Fall berücksichtigen will, daß die Gruppe D,f intransitiv ist; bei 
der Lieschen Bezeichnungsweise wäre dann nämlich m oder g gleich — 1 zu setzen. 


ll. a 
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überdies besteht zwischen Af, Bf und den D,f im Allg. keine lin. hom. Relation, 
denn die go Gl. D@f = 0 besitzen eben nur m, —e unabh. Lösungen, die g Gl. 
D,f —=0 in den oe Veränd. (IX) haben daher keine Lösung mehr. 

Damit ist unser Integrationsproblem auf die Normalform gebracht. Es bleibt 
‘ noch übrig zu zeigen, daß man es auf ein Problem derselben Art zurückführen 
kann, bei dem an Stelle der zwei unabh. Veränderlichen &, y bloß eine unabh. 
Veränd. auftritt, und daß man im Grunde nur die eine lin. part. Diffgl. Af—= 0 
aufzustellen braucht, auf die sich Lie ohne weitere Begründung von vornherein 
beschränkt. 

Wir schalten zunächst eine allgemeine Bemerkung eiu. Die hier auftreten- 
_ den Diffinv. der Gruppe D,f werden in der Weise gebildet, daß man x, y als 
Funktionen der Veränd. x, y betrachtet, die bei der Gruppe gar nicht transfor- 
miert werden, und daß man die inf. Trff. D,/ durch Hinzunahme der Ableit. 
x, x, y', Y„ -.. bis zur s-ten Ordn. erweitert. Es sei nun 


I,(%, Y; x, Kyeeen Yes) ; (k=1,...,mg —_) 


eine der so erhaltenen Diffinv. s-ter oder niedrigerer Ordn. Führt man dann an 
Stelle von &, y durch eine Transformation: 


(XD = pl, Yı) yzzlaıyı) 


die neuen Veränderlichen «,, y, ein, so verwandelt sich I, in einen Ausdruck von 
der Form: e 
Axt 0x d’y 

(u n.52 -, ee ee gr h 

k 4» d«, ’ dy, ) dy! 1 Yı 
der offenbar wieder eine Diffinv. der Gruppe D,f ist, nur daß man jetzt x, y als 
_ Fkt. der Veränd. x,, y, zu betrachten hat, die bei der Gruppe nicht transformiert 
werden. Nun aber ist klar, daß jedes I, eben, weil es eine Diffinv. s-ter oder 
niedrigerer ÖOrdn. ist, als Funktion von «,, y, und von den m, — e Diffinv. 


Ä dx dx d’ 
Id—L No, men cn, —z) (k=1,..,m, — 0) 
® «( da,’ day, day! : 

_ darstellbar ist, die mit %, Y, als unabh. Veränd. geradeso gebildet sind, wie die 
ursprünglichen /, mit x, y als unabh. Veränd. Demnach bestehen vermöge der 
Trf. (XI) m, — e Relationen von der Gestalt: 


(X) EN a ee 9,1, ne Das &i-Yı) &s=1,-. ‚m,—o) 


die selbstverständlich auch nach den I auflösbar sind. 


Diese allgemeine Bemerkung wenden wir jetzt auf eine Transformation (XI) 
von besonderer Beschaffenheit an. Wir erinnern uns nämlich, daß die Trf. 


(ID) =%, Yymayı 


es uns ermöglicht, das zweigl. vollst. System (X) in den ge-+2 Veränd. (IX) und 
» x, y auf eine lineare part. Diffgl. in den o-+1 Veränd. (IX) und x, zurückzu- 
führen, in der y, bloß die Rolle eines Parameters spielt (vgl. Bd. III d. Ausg. 
S. 628f. und hier 8. 731). Die betr. lin. part. Diffgl. ist, wie man leicht erkennt, 
diejenige, die aus der Gl. 


(XI) | Af+ZBfe=0 
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durch Einführung der neuen Veränd. x,, y, entsteht, und hat die Gestalt: 


0.2g9—1 df 
rt ME es, + Yı ®,) BT az 0, 
a dy 


af en d 
am m r+r3e Br 


wo der Bequemlichkeit wegen F' und ® durch x”) und y’?) vertreten werden. Da 
überdies die Gl. (XIII) offenbar die inf. Trff. D,f gestattet, so liegt auf der Hand, 


daß die Gl. (XIV) bei den inf. Trff. inv. bleibt, die aus den D,f durch die Sub- 
stitution (III) hervorgehen. 
Man kann nun aber eine mit der Gl. (XIV) äquivalente Gl. angeben, ohne 
das ganze vollst. System (X) aufstellen zu müssen. 
In. der Tat, die Gl. (III) bestimmen zugleich eine Trf. zwischen den Größen 
x, y und: 
bien fee Se FEREr 77 


einerseits und den Größen x,, y, und: 
en 
A 23, By: er» dy! 


andrerseits, eine Transformation, bei der jetzt die Größen x, y selbst nicht trans- 
formiert werden. Vermöge dieser Trf. bestehen die Gl. (XII), es wird also das 
Glsyst. I,=«,(x, y) in ein Glsyst. von der Form: I 2 — all (&,,9,) übergeführt, 
wo zwischen den «, und den «{! die Beziehungen: 


(XV) 0,2, y)= 9,0, Yılon - oFır Yı))ı %> Yı) (k=1,..,m, — 0) 


bestehen, die auch nach den «ai! auflösbar sind. Außerdem ziehen die Gl. der 
eben erwähnten Trf. noch e Gl. nach sich, die die e Größen (IX) als Funktionen 
von &,, y, und von den Größen: 

dx nei A dı=!y 


XVI — een — 2... 7 - 
en an’ a da’ dad! 


darstellen und die nach den e Größen (XVI) auflösbar sind. Mit den Gl. (III) zu- 
sammen stellen diese Gl. eine Trf. in den Veränderl. &, y und (IX) dar. 

Wir denken uns die eben definierte Trf. auf das vollständige System (X) und 
auf die zugehörigen inf. Trff. D,f ausgeführt. Dann bekommen wir das vollstän- 
dige System, das dem Systeme der part. Diffgl, 19 = af” (x,, y,) entspricht, und 
die zugehörigen inf. Trff., und zwar können wir beide offenbar auch dadurch her- 
stellen, daß wir in (X) und den D, f die Größen (IX) durch die Größen (XVI) und 
jedes «,(@, %) durch das entsprechende «' (@,, %ı) ersetzen. 

Andrerseits leuchtet ein, daß wir die erste Gl. des vollst. Syst., das dem 
Systeme I{' — «a! entspricht, auch erhalten müssen, wenn wir in der Gl. (XIV), 
in der x,, y, schon auftreten, auch noch die Veränderlichen (1X) durch die Ver- 
änderlichen (XVI) ersetzen. Demnach brauchen wir, um die Gl. (XIV), auf deren 
Integration alles hinauskommt, aufstellen zu können, nur folgendes zu machen: 
Wir ersetzen in Af=0 die Größen (IX) durch die Größen (XV]), ferner d« durch 
dx, und endlich in F und ® jedes «,(«, ,y) durch das entsprechende «;' (@,, Yı)- 
Wir erhalten dann eine lin. part. Diffgl. 1. O., die bei allen den inf. Trff. inv. 
bleibt, die aus den D,f durch dieselben Operationen entstehen. Diese Diffgl. ver- 
wandelt sich in die Gl. (XIV), wenn wir in ihr an Stelle der Veränd. (XV]) die 
Veränd. (IX) einführen vermöge der, Gl., die die Größen (IX) durch x,, y, und die 
Größen (XVI) ausdrücken. Die Gl. (XIV) aber gestattet ihrerseits die inf. Trff., 
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die aus den D,f hervorgehen, wenn man die Veränderlichen x, y vermöge (III). 
durch &,, y, ausdrückt, d. h. sie gestattet die inf. Trff. D,f. 
Damit ist gezeigt, daß man sich in der Tat, wie Lie es auf 8. 423f. macht, 


‘ auf die Betrachtung solcher Diffinv. beschränken kann, in denen bloß Ableitungen 


nach einer Veränderlichen vorkommen. Man muß zu diesem Zwecke vermöge der 
Trf. (III) die Veränd. x, y durch &,, y, ausdrücken und braucht dann bloß x, als 
unabh. Veränd. zu betrachten, während y, die Rolle eines Parameters spielt. 
Freilich wird es im allgemeinen ebenso sein wie in dem besonderen Falle, den wir 
auf S. 732f. betrachtet haben. Es wird nämlich eine lin. part. Diffgl. 1. O. heraus- 
kommen, die sich für x, —0 nicht regulär verhält, so daß also, wenn man sie in- 
tegriert hat, die Einführung von Anfangswerten für x, = 0 nicht möglich ist. Um 
die Anfangswerte einführen zu können, muß man erst noch die Tıf. ausführen, 
bei der die integrierte Diffgl. in die Diffgl. (XIV) übergeht. Das aber erfordert 
keine Integration, sobald man — und das wird ja hier immer vorausgesetzt — 
die Diffinv. I, der Gruppe D,/ kennt. 

8. 424, 2.7 v.u.—425, Z.15. Vgl. Abh. XI, 8. 289, Z. 13—1 v. u. und die 
Anm. dazu, S. 688—695. 

8.425, Z.9—13. Mit andern Worten, die Integration des vollständigen 
Systems auf Z. 10 ist ebenso schwierig wie die Integration des vollständigen 
Systems auf Z. 12, von dem man die inf. Trff. Brzıf ‚-.; Bf kennt. Wir 
bringen dieses letztere Integrationsproblem in der auf 8. 688. auseinandergesetzten 
Weise auf die Normalform, d.h. wir denken uns das vollständige System auf 
2.12 nach gq’ von den Ableitungen von f aufgelöst und ersetzen die inf. Trff. 
B,zaf durch n — q’ inf. Trff. 


’ 


E% 2 1...29'—gq 
Bf By + Saprdul4 StrBrrf  aenunen, 
u v 


die so gewählt sind, daß in ihnen gerade die q’ eben erwähnten Ableitungen 
fehlen. Dann erzeugen die B,, +, eine (n— q’)-gliedrige Gruppe, die mit der 
Gruppe B, +1b -:„ P,„f meroedrisch isomorph ist und die auf diese derart iso- 
morph bezogen werden kann, daß der identischen Trf. die inv. Untergruppe 
B,+ıfı u Bf entspricht. Ist B,zıfı „4 B,„f eine größte Untergruppe, so 
ist die Gruppe B,’z1f :-» B,„f einfach. 

Das ganze Integrationsproblem ist hierdurch in zwei Probleme zerlegt. Zu- 
erst ist das vollst. System Z. 12 zu integrieren, das n — q’ inf. Trff. B,. +.T ge- 
stattet, die eine (n— q’)-gliedr. einfache Gruppe erzeugen. Hat man dieses vollst. 
System integriert und n — g’ unabh. seiner Lösungen als neue Veränd. eingeführt, 
so bleibt noch in qg’ Veränd. das g-gliedr. vollst. System Af=0,:.., Af=0 zu 
integrieren, das die (g’ — g)-gliedrige Gruppe B,zıfı Bf gestattet. Ist die 


. Gruppe Brıhh --- B,-f zusammengesetzt, so kann dieses Integrationsproblem 


wieder in zwei zerlegt werden, und so geht es fort. Man kommt also auf eine 
Reihe von Integrationsproblemen, deren jedes eine einfache Gruppe hat. 

8.425, 2.16—19. Sind die größten Untergruppen der Gruppe B,+ıh:-» Bf 
(9” — Q-gliedrig und gibt es unter den (g” — g)-gliedrigen Untergruppen eine, die 
eine invariante Untergruppe ist, so wird es das beste sein, diese als Untergruppe 
B,zıfı Be B,-f zu benutzen. 

S. 425, Z. 19— 21. Ist die Gruppe B,zıf, +, Bf integrabel, so kann man 
das Theorem in allgemeiner Form benutzen, d.h, man braucht keine größte 
Untergruppe zu nehmen; die Integration des vollständigen Systems auf Z. 10 kann 
nämlich dann immer durch Quadraturen geleistet werden (vgl. S. 622). Wendet 
man die vorhin besprochene Zerlegung des Integrationsproblems an, so erhält man 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 47 
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lauter Integrationsprobleme mit eingliedrigen Gruppen, deren jedes nur eine Qua- 
dratur erfordert. Ist die Gruppe B,, | fi -.-, B„f zusammengesetzt, ohne integra- 
bel zu sein, so liefert die besprochene Zerlegung zunächst eine Reihe von Inte- 
grationsproblemen mit einfachen Gruppen, die nicht alle eingliedrig sind. Ist das 
letzte Integrationsproblem, dessen einfache Gruppe nicht eingliedrig ist, erledigt 
und bleibt dann noch ein Integrationsproblem übrig, so ist dessen Gruppe not- 
wendig integrabel und es tritt daher die für diesen Fall gemachte Bemerkung in 
Kraft. Das „später“ bei Lie bezieht sich offenbar auf diese Möglichkeit. 

8. 425, Z.7—2 v.u. Die erste Theorie ist die auf S. 382f. in Nr. 10 kurz 
entwickelte, bei der die Diffinv. von Untergruppen als unbekannte Funktionen ein- 
geführt werden. Es ist dieselbe Theorie, die in Bd. III d. Ausg., Abh. XLI, S.559f., 
Nr. VI und VII angedeutet ist. 

Die zweite Theorie besteht darin, daß das Problem auf ‚die allgemeine Inte- 
grationstheorie eines vollständigen Systems mit bekannten inf. Trif. zurückgeführt 
wird (vgl. S. 423f. und die Anm. dazu). 

Die dritte Theorie besteht darin, daß das Integrationsproblem auf eine lin. 
part. Diffgl. von der Form: 


df 1 
Af= + Ip) Xıf= 0 
k 
zurückgeführt wird, wo die Ausdrücke: 
er, df df 
Kfz Ss, Ya tu Yy) = (k=1,...,7) 


unabhängige inf. Trff. einer r-gliedrigen Gruppe sind. In der von Lie genannten 
Abh. (d. Ausg. Bd. III, Abh. XL, 1882) wird auf $. 551—553 gezeigt, daß jede 
Diffgl. von dieser Form gewisse Integrationsvereinfachungen darbietet, sobald man 
eine oder mehrere Integralgl. des ihr entsprechenden simultanen Systems kennt. 
Man kann dann nämlich entweder die allgemeine Lösung ohne Integration auf- 
stellen oder das Problem auf ein einfacheres von bestimmter Normalform zurück- 
führen. Auf $. 553 wird dann hinzugefügt, daß die Integration eines vollst. 
Systems mit bekannten inf. Trff. unter gewissen Voraussetzungen auf die Integra- 
tion einer Diffgl. von der besonderen Form Af=0 hinauskommt. Wie nun diese 
Zurückführung bei dem hier vorliegenden Integrationsprobleme bewerkstelligt 
werden kann, das habe ich auf S. 718—722 gezeigt und zwar auf Grund von Ent- 
wickelungen, die Lie 1885 in Bd. XXV der Math. Ann. (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III) 
veröffentlicht und in denen er die Andeutungen von 1882 ausgeführt hat. 

Daß die erste Theorie der zweiten vollständig analdg ist, ja diese umfaßt, 
sagt Lie auch in Abh. XLI des 3. Bdes. d. Ausg. auf $. 560. Andererseits ist die 
Integration einer Diffgl. von der Form Af= 0, wenn eine oder mehrere Integralgl. 
der bezeichneten Art bekannt sind, ein Problem, das man sowohl auf Grund der 
ersten als auf Grund der zweiten Theorie behandeln kann. Was Lie sonst mit 
den Worten 8. 425, Z. 4—2 v.u. gemeint haben mag, läßt sich nur vermuten und 
ich will daher nicht weiter darauf eingehen. 

Die beiden ersten Theorien stellt Lie auch schon 1882 neben einander, s. 
Bd. III d. Ausg., Abh. XXXVIII, 8. 545, Nr. 12. 

S. 426, Z.14—16. Lie ist leider niemals dazu gekommen, andere Mathe- 
matiker aber haben nur äußerst wenig zur Beantwortung dieser Frage beigetragen; 
zu Lies Lebzeiten ist außer der auf S. 733 angeführten Preisschrift von Tresse 
kaum etwas veröffentlicht worden, was sich darauf bezieht. Er selbst hat sich 
mit Recht darüber beklagt, daß niemand es unternommen hat, auch nur einen 
Teil der hier entwickelten großen Integrationstheorie im einzelnen durchzuführen, 
8. „Zur Theorie der Transformationsgruppen“, Leipz. Ber. 1894, S. 330 (d. Ausg. 
Bd. VI, Abh. XVII, $s ID. 
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S. 426, Z. 16—19. Lie denkt an die Abh. Nr, I, IV u. V in Bd. III d. Ausg., 
S. 1,16 u. 27. 

S. 426, Z.1v.u. Vgl. auch die Anm. dazu, ebd. 8. 749f. 

S. 426, Z. 16—11 v.u. Dabei wird vorausgesetzt, daß diese Gruppe die größte 
kont. Gruppe ist, bei der das System inv. bleibt. Die Bestimmung der int. Trff. 
der Gruppe erfordert dann zunächst die Integration eines Systems von lin. hom. 
part. Diffgl. höherer O., das nach der Methode von Note 1, 8. 422 auf eine Gl. 
' von der Form Z. 11 v.u. hinauskommt. Daß die Integration dieser Gl. in den 
meisten Fällen auf die einer linearen Gl. von niedrigerer O. zurückgeführt werden 
kann, hat Lie schon in Abh. IX, 8. 238 hervorgehoben und in Abh. XIV wird es 
für jeden einzelnen Fall wirklich gezeigt, denn eine Riecatische Gl. ist Ja mit 
einer linearen hom. Gl. 2. O. gleichbedeutend. Es wäre daher nur noch zu oe- 
weisen, daß diese „einfachere“ lin. Gl. wirklich immer in algebraischer Form an- 
genommen werden kann. Da jedoch nichts darauf hindeutet, auf welche Weise 
sich Lie davon überzeugt hat, und da der Weg, den man zur Durchführung des 
Beweises einzuschlagen hat, keineswegs auf der Hand liegt, so wollen wir aut 
diesen Punkt nicht eingehen. Die auf $. 427, Z. 3f. ausgesprochene Absicht hat 
Lie nicht ausgeführt. 


Zu Abhandlung XV, 8. 428431. 


Zu Nr. 1 vgl. man S. 289, Z. 13—1 v. u. und die dazu gehörige Anm. 

8.428, 2.13—8v.u. @,_, ist eine zu G, meroedrisch isomorphe (n — n’)- 
gliedrige Gruppe, deren Trff. den Trff. von @, so zugeordnet werden können, daß 
allen Trff. von @,, innerhalb @„_,. die identische Trf. entspricht. Vgl. Th. d. 
Trfsgr. Bd. I, Kap. 17, S. 303f. 

8. 428f., Nr. 2. Vgl. Abh. XIV, Note 2, S. 425, Z. 7—2 v.u. und die Anm. 
dazu. 

S. 429, Nr. 3. Vgl. Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 147—149 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. III, $ 11, Nr. 32, 33). Allerdings stützt sich Lie dabei auf $. 149 (in Nr. 33) 
auf einen Satz, den er in Wahrheit noch nicht bewiesen hatte und der auch heute 
noch nicht bewiesen ist (vgl. S. 74). Später hat er zwar gezeigt, daß man, wenn 
eine Zusammensetzung c,,, gegeben ist, ohne Integration, ja ohne Quadratur die 
inf. Trff. einer r-gliedrigen Gruppe von der betreffenden Zusammensetzung auf- 
stellen kann; dagegen hat er nicht bewiesen, daß man auch immer eine Gruppe 
dieser Art finden kann, deren endliche Trff. sich ohne Quadratur ermitteln lassen. 
Die hier in Nr. 3 aufgestellte Behauptung Lies ist daher noch nicht allgemein 
bewiesen, wenigstens auf dem in Bd. XXV der Ann. eingeschlagenen Wege. 

8.429, Nr. 4. Vgl. d. Ausg. Bd. III, 8. 771. 

8.429, Nr. 5. Die Gruppe H ist die, deren inf. Trff. Lie in Abh. XIV, 
S. 378f. mit Df bezeichnet. Für die einzelnen Gruppen der Ebene ist H im all- 
gemeinen endlich, unendlich ist Z nur für q (S. 418, Nr. 37); q, yq (S. 399—401, 
- Nr. 20); q, 99, y*q (8. 401—403, Nr. 22); X, ..., X,q (8. 412f., Nr. 33), " 

8. 429f., Nr. 6. Einen ausführlichen Beweis gibt Lie Math. Ann. Bd. XXV, 
1885, 3. 96—105 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 4, Nr. 11—13), umgearbeitet in der 
- Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 19, S. 327—354. Vgl. hier $. 625, Anm. zu $. 103. 

8. 430, Nr. 7. Vgl. Bd. III d. Ausg., Abh. XLII, S. 561, Nr.4 und S8. 77ıf. 
Es seien: dd= a,de + ß,dy und: de=«,dx + f,dy die Gl. der beiden linearen 
- Komplexe, deren einer auf der Fläche die Kurven: p = const. bestimmt, während 
der andere die Kurven = const. bestimmt, und es sei wenigstens der erste dieser 
beiden Komplexe nicht ausgeartet; dann lautet die part. Diffgl. 2. O., der die 
Fläche genügt, so: 


rg — Pı)a — B;) —s{P — a) — P)+ PP —)g — P)}+ 


+tp — pP — w)=0, 
i 47* 
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und die B. T., die man auszuführen hat, ist die, bei der die Geraden des ersten 
Komplexes in die Punkte und die Punkte in die Minimalgeraden übergehen. 

S. 430f., Nr. 8. Vgl. Abh. XIX, 8. 461 und Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 14, 
S. 261f., Kap. 16, $. 283—285. 

S. 431, Z.4v.u. Lie versteht unter der inf. Trf. Bz+9 die, welche die 
charakteristische Funktion: Bz-+ g hat und also die Form: 


d 
Betnn- Bert 
besitzt (Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. XIV, S. 261). 


S. 431, Z.3—1v.u. Nach Th. d. Trfgr. Bd. II, Kap. 15, S. 275 bekommt man 
durch Klammeroperation die inf. Trf. mit der charakt. Funktion: 


[Bz+9, Cz+v}=[Bz+9, 02+10]—Cy+ By, 


diese aber läßt sich aus der im Texte angegebenen Funktion und aus den beiden: 
Bz-+9, Cz+» linear ableiten. 


Zu Abhandlung XVI, S. 432—446. 


S. 433, Z.4—11. „bei einer früheren Gelegenheit“, s. „Untersuchungen über 
geodätische Kurven“, Math. Ann. Bd. XX, 1882, S. 431—438, besonders S. 437, 
7.5 v.u—438, Z. 3 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, Note 2, Nr. 39—42). 

8.433440. Den Inhalt von $ 1 hat Lie umgearbeitet in der Abh. „Ver- 
wertung des Gruppenbegriffes für Differentialgleichungen. I“, Leipz. Ber. 1895, 
S. 313—322 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XX, Kap. 5). 

S. 434, Z. 11, s. d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 23. Einen Beweis, bei 
dem das Verschwinden der Ausdrücke (A,4A,) nicht vorausgesetzt wird, habe ich 
in d. Ausg. Bd. III, 8. 679—683 gegeben. 

S. 434, Z. 15—20. Lie benutzt selbstverständlich nur den Umstand, daß es 
solche Ausdrücke: A, ,ıf +» A,f gibt; ihre wirkliche Aufstellung würde ja 
Integration erfordern. . 

S. 434, Z. 1 v.u. Dieses System, das ein Jac obisches ist, hat offenbar den- 
selben Multiplikator wie das System: A,f=0, ..., Auf=0, Bf=0. Für ein 
Jacobisches System aber hat Lie die Diffgl. des Multiplikators aufgestellt (Math. 
Ann. Bd. XI, 1877, S. 504f. 509, Anm; d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 9, Nr. 20; 
8 10, Nr. 23, Anm. unter dem Texte). 

8.435, Z.9 v.u. Vgl. auch d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 8. 197£., Nr. 7. 

S.435, Z.2v.u. Es ist die Abh.: „Über den Multiplikator eines Jacobi- 
schen Systems.‘ 

S. 436, Z. 12—14. Vgl. auch d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, S. 189. 

8.436, Z.5—2 v.u. Man beachte bloß die Koeffizienten von Bf. 

S. 437, Z.11—13. Vgl. auch d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 8. 198. Man be- 
achte, daß Df das vollst. Syst. A,f=0, Bf=0 inv. läßt. 

S. 438, Z. 3—10. Beide Integrationsprobleme decken sich, wenn man von 
Quadraturen absieht. Zuerst denke man sich eine Lösung des vollst. Systems: 
A,f=0, Bf=0 bestimmt; indem man diese Lösung als neue Veränderliche be- 
nutzt, führt man alle Gl. auf solche in n—1 Veränd. zurück und findet dann die 
Veränderlichen Y,, ---» 4%, _ı durch n—1 Quadraturen. Wegen der Gl. (4,4,)=0, 
(4,B)—= 0 bilden nämlich irgend n — 2 unter den n—1Gl. A,f=0, Bf=0 ein 
(n — 2)-gliedriges vollst. System, das bei der inf. Trf. inv. bleibt, die durch die 
linke Seite der m — 1)-ten Gl. dargestellt wird (es. d. Ausg. Bd. III, Abh. XIV, 
1874, S. 204). 
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S. 444, 2.12, 11v.u. Die in Abh. X, S. 264f., Nr. 13 betrachtete Gruppe 
verwandelt sich, wenn man y? als neues y einführt, in die Gruppe: 
pP, 2p+3y9, @’p-+ xyg, 


die jede Diffgl. von der Form: y°y’” = const. inv. läßt. 
S. 445, 2.2 v.u.—446, Z. 3. Man setze: 


v=et, vu—1=ß. 


Zu Abhandlung XVII, S. 447f. 


S. 447, Z. 5—10, s. Abh. III, 8. 68f., Abh. IV, 8. 96-103, berichtigt in 
Abh. XV, 8. 429f., Nr. 6. 

S. 448, 2. 1—4, s. Abh. III, S. 6sf. 

8. 448, Z. 14—26. Das Ganze beruht darauf, daß man jede r-gliedrige 
Gruppe B,f, ..., B,fin x, ..., x, durch Hinzunahme von Veränd. Da Bee 
die "ei der Gruppe transfoımiert werden, so erweitern kann, daß die erweiterten 
inf. Trff. B;f in den Veränd. x, x’ durch keine Relation von der Form: 


Zp,(a, 2) Bif=0 


verknüpft sind. Hier denkt sich Lie die Erweiterung bewirkt durch Hinzunahme 
von Differentialquotienten. Ein einfacheres Verfahren benutzt er in Abh. XXI, 
S. 510f., indem er die Figur betrachtet, die aus r beliebig gewählten Punkten 
besteht, und die Trff. der Gruppe auf diese Figur ausführt. 


Zu Abhandlung XVIIL 8. 449-452. 


8.449, Z. 11—21. Siehe Abh. VII, 1882, 8. 224—232; dort ist auf 8. 281 
infolge eines Versehens die Cayleysche Linienfläche außer acht gelassen. Vgl. 
übrigens Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 9, S. 193—196. 

8. 450, 2. 18—21. Vgl. d. Ausg. Bd, III, Abh. XXXIX, 1882, 8. 549, Nr. V 
und hier Abh. XII, 1883, S 312, Nr. 3. 

S. 451, Nr. 3, Z. 20—28. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 28, S. 713— 744. 

8. 451, 2. 11—1v.u. Vgl. Abh. XXIL, 8. 507— 521. 

8. 452, 2.2. Hier benutzt Lie zum ersten Male den Ausdruck: „gleichbe- 
rechtigte Untergruppen.“ Vgl. Th.d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 16, S. 280. 

8.452, Z.4f. Lie denkt z. B. an die Sätze in Abh. II, S. 74f., Nr. 36; 
Abh. IV, 8. 93—96 und besonders an solche Sätze, wie sie Math. Ann. XXV, 1885, 
8. 132—135 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 8 9, Nr. 27) aufgestellt und bewiesen werden. 

8. 452, Z. 7—9. Einen wirklichen Beweis dafür hatte Lie damals noch nicht 
veröffentlicht, denn das in Abh. III, S. 74, aufgestellte Theorem ist ja nicht rich- 
tig. Daß man, wenn r® Konstanten gegeben sind, die den Gl. 


N ET 5 
C;ks e5 Cpis 0, DSe;ct it iv Ce) eu 
v 
Gk,j,s=1, ... r) 


‚genügen, immer ohne Integration die inf. Trff, einer r-gliedrigen Gruppe von der 
Zusammensetzung c,, s angeben kann, das hat Lie erst später in einer gedruckten 
Abh. bewiesen: „Bestimmung aller r-gliedrigen transitiven Transformationsgruppen 
durch ausführbare Operationen“, Leipz. Ber. 1890, $. 478—190 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. X). Die bei diesem Beweise benutzten Hilfsmittel sind allerdings eigentlich 
schon in der 1878 veröffentlichten Abh. II, 3. 79—82 euthalten. Soviel ich mich 
erinnere, hat Lie das erst während der Leipziger Zeit erkannt; vielleicht hatte er 
es aber auch schon früher bemerkt und nur wieder vergessen. 
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Zu Abhandlung XIX, 8. 453—498, 


S. 453, Z.11—13. Vgl. auch Abh. IV, 1878, $. 103—133, 

S. 453, 2.8—6 v.u. In Abh. IV, S. 125f. und ebenso in den Math. Ann. 
Bd. XVI, 1880, S. 498 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, $ 14, Nr. 40) denkt sich Lie Zi 
gewählt und verliert dadurch die Möglichkeit, n allgemein zum Verschwinden zu 
bringen. Daß man das immer erreichen kann, erwähnt er erst in Abh. X, 1883, 
S. 268 und 275. Vgl. die Anm. zu 8. 126, Z. 9f. 

S. 455, Z. 1f. Siehe die vorhergehende Anm. 

S. 456, Z. 13, 12 v.u., s. Abh. IV, 1878, $. 129. 

S. 457, Z.12. Also nach der jetzt üblichen Bezeichnung eine ebene Mannig- 
faltigkeit r-ter Stufe. 

S. 457—459. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 27, S. 578—597. 

S.458, Z.8v.u., 459, Z.3. Gemeint ist natürlich eine ebene Mannig- 
faltigkeit. 

8.459, 2.3 v.u. Es muß heißen: [S. 105—116, hier Abh. IV, S. 88— 96]. 

S. 460, 2. 14—12 v.u. Cayley, A memoir on differential equations, Quar- 
terly Journal Bd. 14, 1877, S.292—339, s. insbes. Nr. 40—45; The collected math. 
papers Bd. X, 1896, 8. 110—113. Cayley beweist den Satz für g=1, indem er 
sich der Einfachheit wegen auf n—=2 beschränkt; aber auch so ist sein Beweis 
recht umständlich. 

8.460, 2. 8—5 v.u., 461, Z. 1f. Es handelt sich also um die Bestimmung 
aller endlichen oder unendlichen kont. Gruppen, die von inf. Trff. von der Form 
(Bf) erzeugt sind. 

S. 461, 2. 17—23. Man beschränkt sich hierdurch auf die Bestimmung aller 
kontin. Gruppen von homogenen B. T., eine Aufgabe, die mit der Bestimmung 
aller kontin. Gruppen von B. T. des n-fach ausgedehnten Raumes &,, ..., x, gleich- 
bedeutend ist. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 5, 8. 180—137, 139—142; Kap. 18, 
S. 298f. 

S. 461, 2.13—2 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 14, 8. 258—262. 

S. 462, Z.15. Siehe $. 435, Z.2v.u. und die. Anm. dazu. 

S. 462, 21f. Die Mayersche Arbeit erschien in Bd. XII der Math. Ann. im 
1. Hefte, das am 7. 6. 1877 ausgegeben ist. Am 19. Sept. 1877 hielt Lie auf der 
Münchener Naturforscherversammlung einen Vortrag und hat, soweit ich feststellen 
kann, auf der Rückreise A. Mayer in Leipzig besucht. Das „bemerkte“ bezieht 
sich wohl auf eine bei dieser Gelegenheit gemachte mündliche Mitteilung. 

S. 464, 2.8—6v.u. Es ist also: 

dx d,y| | ui 

d,x d,y | 6 
das Maß des Flächenelementes, das durch den Punkt x, y und durch zwei unend- 
lich benachbarte bestimmt ist. 

S. 465, Z. 11—9v.u. Das wird bewiesen in Abh. XXII, S. 510f. 

S. 466, Z. 11 v.u., s. Abh. X, 8..246. ’ 

S. 468, Z. 4—7. Vgl. die Abh. von F. Klein und Lie, Über diejenigen 
ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes System von einfach unendlich 
vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich übergehen, Math. Ann. 
Bd. IV, 1871, S. 67 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV, $3, Nr. 15; F. Klein, Ges. math. 
Abh. Bd. I, 1921, S. 442). 

S. 468, Z. 8—10. Aus Abh. IV, S. 112, Satz 12 folgt, daß für r>2 unabh. 
inf. Trff. X, f, ..., X, der Ebene, die paarweise vertauschbar sind, niemals zwei 
der Gl. X,f=0 von einander unabhängig sein können; demnach ist dann 


Xf=p@, YA,f (k=2,...,r) 
und die Gruppe gehört zu den in Abh. IV, S. 119—125 bestimmten Gruppen. 


_f 
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S. 468, 2.18 v.o.—7 v.u. Man findet diese Gruppen in Abh. X, 8. 249, 250, 
252; 8. 271, Nr. 21, 22 für r—= 2; 8. 272, Nr. 23 für r—= 2. 


S. 469, Z.3—1v.u. Vgl. Abh. V, S. 140, ferner 8. 145, wo die Gruppe: 


N 
De Dad, (‚k=1,...,n) 


v 


auftritt, die für beliebiges n der Gruppe (III) entspricht, S. 153 ff., wo die Gruppe: 
P;, &;P, und ihre invarianten Untergruppen eine Rolle spielen, S. 159ff., wo die 
invarianten Untergruppen von (II) auftreten. 

S. 471, (IX). Unter diesen Gruppen steckt die Gruppe, die sich bei A’ er- 
‚geben hat. 

S. 472, 2.6—1v.u. Ausführlicher Th. d. Trfsgr. Bd. IU, Kap. 2, 8. 18—27. 

S. 473, Z. 15, 14 v.u. Nämlich durch die Trf.: = — x, y =ye””. 

S. 473, 2.7,6v.u. Die Werte m=0,1 sind ausgeschlossen; man setze: 
iger y, —ye”. 

S. 475, Z.13—10 v.u. Eine Trf., die die Überführung leistet, findet man 
ER: Trfagr. Bd. III, Kap. 4, S. 76. 

S. 476, Z.1—6, s. Abh. IV, S. 107—117. 

8. 476. Z. T—10, s. $. 468. 

S. 476, Z. 20—32, s. S. 457—459. 

8. 477, 2.6—1v.u., s. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 26, S. 572—574. 

S. 477, 2.12 v.u.—480. Umgearbeitet in der Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 5, 
8. 97—103. 

8.480, 2. 1—3. Unter den Gruppen von Nr. 26 sind daher nur die zu be- 
rücksichtigen, die eine inf. Trf. von der Form: p + (--)q enthalten, und zu jeder 
solchen ist eine inf. Trf. von der Form: &p + (-- -)g hinzuzufügen. 

S. 480, Z. 18—21. Die gefundenen Gruppen vertreten alle Typen von Unter- 
gruppen, die innerhalb der G,, S. 477 verschieden sind, dagegen können unter 
ihnen solche vorkommen, die innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe gleich- 
berechtigt sind. Von Gruppen der letzteren Art ist dann immer nur eine beizu- 
behalten, was.eine Untersuchung erfordert, die in der Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 5, 
8. 103—105 durchgeführt ist. Hier wird das von Lie nicht ausdrücklich erwähnt, 
er hat aber in der Tabelle auf S. 481f. mehrmals solche Untergruppen, die inner- 
halb der allgemeinen projektiven Gruppe gleichberechtigt sind, durch das Zeichen 
—= mit einander verbunden. Bei den eingl. Untergruppen ist 2p + (ec + y)q weg- 
gelassen, denn diese inf. Trf. geht bei der projektiven Trf. x, =1:2, y=—y:x 
in &,P, + q, über. 

S. 480, Z. 8—6 v.u. Diese dualistische Trf. ist durch die aequatio direc- 
trix: y=y, +xx, bestimmt; s. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 6, S. 150f. 

S. 483, Z. 9-5 v.u., s. Abh. V, 1878, 8. 138—156, insbesondere $. 156, 
Z.2,1v.u., $. 157—191; Abh. VI, 1879, 8. 199 —222. 

S. 484, Z2.12-14. Im II. Bande der Th. d. Trfsgr. sind die Rechnungen 
wenigstens zum Teil durchgeführt, s. Kap. 13, S. 232— 262. 

S. 484, 2.8 v.u. Vgl. S. 616. 

S. 484, Z.4—1 v.u., s. Abh. XVII, S. 449. 

S. 485, Z. 9—16 Vgl. Abh. V, 8.156 und Th. d. Trfsgr. Bd. tur, Kap. 12, 
8. 225. 

S. 485—488, Nr. 32f. Vgl. hierzu Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 13, 3. 232—235. 

S. 486, Z. 11—13. Die unendlich ferne Ebene ist nämlich dann der Ort aller 
Punkte, für die der zugehörige Kegel zweiten Grades (B) von Richtungen ausartet. 

S. 486, Z. 12—10 v.u. Vgl. Abh.I, S. 6; Th. d. Trfsgr. Bd. UI, S. 449. 


ı, =e 
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S. 487, 2.5—3 v.u. Ist die Gruppe intransitiv, so gibt es unendlich viele 
invariante Flächen, ist sie transitiv, so muß sie dreigliedrig sein, und dann liefert. 
die Determ. der Koeff. ihrer inf. Trff. gleich Null gesetzt eine inv. Fläche. 

S. 488, 2.16, 15 v.u. Die Gruppe (T) ist ja die allgemeine projektive Gruppe 
auf der unendlich fernen Ebene, geschrieben in den homogenen Koord. x Yı 8. 
Den Übergang von homogenen zu nichthomogenen Koord. s. Th. d. Trfsgr. Bd. 1, 
Kap. 27, 8. 578f. 

3.488, 2.13 v.u. Diese Gruppe transformiert die Punkte der unendlich. 
fernen Ebene in allgemeinster Weise so, daß der unendlich ferne Punkt der z- 
Achse: <= y=0 inv. bleibt. 

5.488, Z.5—1v.u. Man übersehe nicht, daß A auch den Wert n haben. 
kann, denn durch jeden invarianten Punkt gehen »"-1 Linienelemente, es gäbe 
also dann Untergruppen mit mindestens r —n + 1 Parametern. 

. 8. 490, Z. 11. Eigentlich wären bier zwei verschiedene Gruppen aufzustellen, 
denn ß kann, wenn es von Null verschieden ist, gleich 1 gemacht werden. Auf 
S. 492, 2. 5f. ist das berücksichtigt. 

8.491, 2.4 v.u. Auch hier kann ß, wenn +0, gleich 1 gemacht werden. 
Die Gruppe läßt die Pfaffsche Gl. Paz + xdy— yde=0 inv., also für B+V0 
einen nicht ausgearteten linearen Komplex. Dasselbe gilt von der Gruppe 8.492, 2.5. 

S. 492, Z. 11f. Die Gruppen IL, II, lassen die Gerade: =y=0 inv., 
ebenso die Gruppe II, im Falle B= 0 und die Gruppen III 1, 2,4, 6, 7. 

3.492, 2.13—9v.u. Die inv. Gerade ist die Achse des Ebenenbischels. 
2 = const. 

S. 492f., Nr. 37. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 13, $. 247— 258, 

3. 492, Z2.2,1v.u.—493, Z.4. Das bezieht sich auf die inf. Trff. der ZU- 
letzt genannten Gruppe, die den inf. Trff T, ... entsprechen. 

S. 493, Z.11—9 v.u. Eine mit der konformen Gruppe des R, ähnliche 
Gruppe von P, T. erhält man, wenn man in der allgemeinen projektiven Gruppe 
des R, die Geraden dieses Raumes als Raumelemente einführt. 

S. 493, Z. 14—23. Die hier erwähnten Gruppen findet man in der Th. d. 
Trisgr. Bd. III, Kap. 13, $. 257 unter (43). Die achtgliedrige ist 43,, mit der inv. 
Kongruenz: y— cz =a, z=c; die erste siebengliedrige ist 43,, bei der der lineare 
Komplex: dy+xdz— zde=0 und die unendlich ferne Gerade der Ebenen: 
2 = const. inv. bleiben. Die erste sechsgliedrige ist 43, mit den ®! invarianten 
linearen Komplexen: dy+ (@+%)dze— zdz—=0. Die beiden Gruppen, die eine 
allgemeine lineare Kongruenz iny. lassen, sind 43, und 43,, bei denen außer jener 
unendlich fernen Geraden noch die Gerade: = y = 0 inv."bleibt. 

5.493, 2. 8—4 v.u. Die betreffende B. T. ist Lies berühmte Trf.,.bei der 
die Geraden des R, in die Kugelflächen übergehen. 

8.493, 2. 4—1v.u. „ähnlich“ in demselben Sinne wie Z. 11-9 v.u. 

S. 494, Z. 20—23. Vgl. auch Abh. V, $. 138—156. 

S. 494, Z. 24—28, vgl. 8. 476f. 

3. 494—497, Nr. 38, 39. In umgearbeiteter Fassung und vervollständigt Th. 
d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 7, 8. 122—137. 

S. 495, Z. 1—7. Vgl. Math. Ann. Bd. V, 1872, 8. 162 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, 
$ 6, Nr. 20). 

3.495, 2.7 v.u.—496, Z.1. Auf Veranlassung von Lie hat de Tannen- 
berg in seiner Thöse diese Untersuchung allgemein durchgeführt, ohne die auf 
S. 496, Z. 1—5 gemachte Beschränkung. Der Zweck war dabei die Bestimmung 
aller nicht linearen part. Diffgl. 1. O. des R,, die kontinuierliche Gruppen von 
P. T. gestatten. Siehe: „Sur les &quations aux derivees partielles du premier 
ordre a deux variables independantes, qui admettent un groupe continu de trans- 
formations“, Annales de la Faculte de Toulouse, Bd. V, 1891. 
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S. 496, 2.2—6. Die Richtungen durch einen festgehaltenen Punkt von all- 
gemeiner Lage müssen nämlich mindestens dreigliedrig transformiert werden, weil 
sonst eine Richtung und also ein simultanes System invariant bliebe. Außerdem 
aber muß die Gruppe transitiv sein, denn sonst bliebe durch jeden festgehaltenen 
Punkt von allgemeiner Lage entweder eine Richtung inv. oder ein ebenes Büschel 
von solchen, im letzteren Falle aber bliebe wegen der inv. Gl. zweiten Grades 
ebenfalls eine Richtung in Ruhe. 

S. 496, Z.16—20. Vgl. hier und für das Folgende Th. d. Trfsgr. Bd. I, 
Kap. 23, 8. 465—468. 

S. 497, 2.19. Lie wollte in der Fortsetzung jedenfalls die drei noch nicht 
erledigten Fälle behandeln, wo die Gruppe G@/ eine der drei auf Z. 6-8 erwähn- 
ten Gruppen von B. T. ist. Er hat das jedoch nicht ausgeführt und erst später 
‘in Bd. II der Th. d. Trfsgr. nachgeholt, s. dort Kap. 7, 8. 135—137. 

S. 497, 2.9 v.u.—498, 2.3. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 28, S. 692£. 


Zu Abhandlung XX*, 8. 499—502. 


Als ich Mitte September 1884 nach Kristiania gekommen war, begann Lie 
sogleich, die Grundlagen der Theorie der endl. kont. Trfsgr. mit mir durchzu- 
sprechen, und da spielte selbstverständlich von Anfang an die Frage eine große 
Rolle, ob es sich wirklich beweisen lasse, daß jede endl. kont. Trfsgr. die iden- 
tische Trf. enthält und aus paarweise inversen Trff. besteht. Lie war selbst schon 
seit längerer Zeit darüber klar, daß solche Betrachtungen, wie sie in Abh. II, 
S. 14, 19, 32f. und in Abh. III, S. 47f. angestellt werden, nicht als wirkliche Be- 
weise gelten können. Ich meinerseits bezweifelte von vornherein, daß sich auf 
diese Art ein Beweis führen ließe, und versuchte vielmehr, eine Gruppe ohne 
' identische Trf. herzustellen. Ich wies darauf hin, daß die Gl: Y=x-+e“, (s. 
S. 500, Z. 3—1 v.u.), wenn man sich auf das reelle Gebiet beschränkt, eine Gruppe 
darstellt, die nicht aus paarweise inversen Trff. besteht und, genau genommen, 
nicht einmal die identische Trf. enthält. Eines Vormittags, wohl Anfang Oktober, 
setzte mir dann Lie auseinander, daß das Vorhandensein der identischen Trf. und 
paarweise inverser Trff. zur Begründung der Theorie, insbesondere zur Ableitung 
der grundlegenden Diffgl. gar nicht nötig ist, und er entwickelte das Verfahren 
zur Ableitung dieser Diffgl., das in Bd. I der Th. d. Tıfsgr. in Kap. 2, S. 27—32 
in analytischer Form dargestellt ist. Die begrifflichen Überlegungen, die ihn zu 
diesem Verfahren geführt hatten, findet man in Bd. III desselben Werkes, in Kap. 25, 
S. 546—552. Etwas später gelang es dann mir, im komplexen Gebiete eine durch 
eine analytische Gl. dargestellte Gruppe anzugeben, die weder die identische noch 
paarweise inverse Trff. enthält (a. a. O. Bd. I, Kap. 9, 8. 164f.). 

.8.499—501, Nr. 1—3. Ausführlich dargestellt in der Th.d. Trfsgr. Bd. I, 
Kap. 1, 2, 3, 4, 9. 

S. 500, Z. 11f. In Lies Handschrift, die erhalten ist, steht hier: „so gibt es 
immer ein entsprechendes ...“, Über die Herstellung eines solchen Systems A,f 
‚siehe Th. d. Trisgr. Bd. I, Kap. 9, S. 156—158. 

S. 500, 2. 8—4 v.u., 501, Z.1—6. An Stelle dieser Zeilen stand in der 
Lieschen Handschrift ursprünglich: „Man beweist z. B. außerordentlich leicht, 
daß jede kontinuierliche endliche Gruppe = f;(&,, ..., A, -..) als Element 
einer Gruppe (mit ebensovielen Parametern) angehört, die eine identische und 
außerdem paarweise inverse Trff. enthält.“ Diese Zeilen hat Lie durchgestrichen 
und am Rande eine neue Fassung hinzugefügt. Aber auch diese hat er in der 
Korrektur wieder geändert, denn 8. 501, Z. 3—6 lautete ursprünglich so: „Jede 
kont. Gruppe mit r Parametern ist so Element einer r-gliedrigen Gruppe mit 
identischer und mit inversen Transformationen.“ 
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S. 501, 2.9. „gleichgebildet“ soll das Norwegische: „ligedannet‘“ wieder- 
geben, vgl. Abh. XV, 8. 430, Z. 5. 

S. 501, Z. 11—19. Später bezeichnete Lie als Parametergruppen nur die 
Gruppe der A,f und die dazu reziproke einfach transitive Gruppe, die er dann 
als erste und zweite Parametergruppe unterschied (Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 21, 
S. 428f.; Bd. III, Kap. 27, 8. 638f.). Über die adjungierte Gruppe s. ebd. Ba. I, 
Kap. 16, 8. 270289. 

Ausgezeichnete inf. Trff. einer r-gliedrigen Gruppe sind solche, die mit allen 
inf. Trif. der Gruppe vertauschbar sind. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 16, 8. 276. 

S. 501, 2.16—12 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 26, 8. 554—569, 

S. 501, Z.11—9 v.u. Siehe Abh. V, S. 136—156. Lie hatte damals schon 
längst erkannt, daß die dort gegebenen Beweise zum Teil ungenügend waren, 
und hatte sie durch Entwickelungen ersetzt, die in der Th. d. Trfsgr. Bd. I, 
Kap. 29, 8. 619-631 wiedergegeben sind. 

S. 501, 2.8 v.u.—502, Z.4. Ausführliches in Abh. XXII, 8. 533—550. 

S. 502, Z. 12—14. Denselben Satz spricht Lie schon in Abh. XVII, S. 452 
aus, ferner in den Math. Ann. Bd. XXV, 1885, $. 135 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 
Anm. am Schlusse von $ 9), sowie hier in Abh. XXII, $. 519. Vgl. jedoch die 
Anm. zu S. 452. 

S. 502, Z.15—18. Siehe Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 14, $. 264—270. 

S. 502, 2.19—21. „unendlich viele“, das soll heißen: „alle Punkte einer 
kontinuierlichen Mannigfaltigkeit.“ Es handelt sich hier um die Gruppen, die 
Lie später: „asystatisch‘“ nennt. Siehe Abh. XXII, S. 521-528. 


Zu. Abhandlung XXI, S. 503—506. 


Eine ausführlichere und eingehendere Darstellung der hier nur angedeuteten 
Theorie findet man in der Abh.: „Die linearen homogenen gewöhnlichen Diffgl.“ 
Leipz. Ber. 1891, S. 253—270 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. V), 

S. 503, 2. 14—16. Es sind hier die folgenden Arbeiten zu nennen: L. Fuchs, 
Über lin. hom. Diffgl., zwischen deren Integralen homogene Relationen höheren 
als ersten Grades bestehen. Berliner Berichte 1882, Bd. XXX, S. 703—710 (Werke 
Bd. II, 1906, S. 289—298), ausführlicher: Acta Math. Bd. I, 1883, 8. 321-362 
(Werke, Bd. II, S. 299—338). Halphen, M&moire sur la reduction des &quations 
differentielles lindaires aux formes integrables. M&m. Sav. Etr. Bd. 28 (1883/84), 
Nr. 1, 301 8. Sur quelques &quations differentielles linsaires du quatri&me ordre. 
©. R. Bd. 97, 1883, 8. 247—250. Sur les multiplicateurs des quations differen- 
tielles lindaires, ebd. 8. 1408—1411, 1541—1544. E. Goursat, Sur une classe 
d’&quations lindaires du quatrieme ordre. C. R. Bd. 97, 1883, S. 31—34. Sur les 
€quations differentielles du quatri&me ordre dont les integrales verifient une rela- 
tion homogene du second degre. Bull. de la Soc. Math. Bd. 11, 8. 144—173, 
Paris 1883. 

S. 503, 2. 7—1v.u. Alles das ist etwas zu knapp gefaßt und daher Miß- 
verständnissen ausgesetzt. Eigentlich muß man zu den Gl. F,=0 die Gl. hin- 
zufügen, die entstehen, wenn man wiederholt nach x differentiiert und die Diffgl. 
n-ter Ordn. berücksichtigt, der die y, genügen. Es kann sein, daß sich auf diese 
Weise neue Gl. zwischen &, %,, --:, %„ allein ergeben. Hat man alle Gl., die auf 
diese Weise erhalten werden, zu den Gl. F,=0 hinzugefügt, dann erst ist man 
sicher, daß ein System vorliegt, das die sämtlichen Trff. (A) gestattet. Vgl. die 
Entwickelungen Leipz. Ber. 1891, S. 253—263 (a. a. 0. $ 1-3). 

S. 504, Z.1—5. Math. Ann. Bd. XXV, 1885, S. 116—119 (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. III, $ 6, Nr. 19). 

S. 504, Z.17—19. Es müßte eigentlich heißen: „so braucht man nur eine 
Hilfsgleichung (r — e)-ter Ordn. zu erledigen.“ Vgl. Abh. XI, S. 289 Anm. Ent- 
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hält nämlich die einfache Gruppe mehrere größte Untergruppen, dıe nicht inner- 
halb der Gruppe gleichberechtigt sind, so kann man verschiedene Hilfsgl. auf- 
stellen, diese haben aber alle dieselbe Ordnung und jede von ihnen leistet für 
sich allein die Erledigung des ganzen Problems. 

S. 504, Z. 12—8 v. u., s. Abh. VII, 1882, S. 224—234 und den in Abh. XVII, 
1884, S. 449 dazu gemachten Zusatz. 

S. 505, 2. 13—16. Lie stellt am a. a. OÖ. die Vermutung auf, daß es zu 
‚jeder einfachen @,, die eine @,, , aber keine größere Untergruppe enthält, im 
R, eine gleichzusammengesetzte projektive Gruppe gibt. Diese Vermutung hat 
sich in der Tat nicht bestätigt, s. Leipz. Ber. 1891, 8. 267f. (a. a. 0. $ 4). 

S. 505, 2. 18—13 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 9, S. 182—187. 

S. 505, Z. 12—4 v.u. Th.d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 28, S. 609—611. 

S. 505, Z. 3—1v.u. Man braucht nur vermöge dieser Gl. eine Anzahl der 
y zu eliminieren und stützt sich dann auf Th. d. Trfsgr. Bad. I, Kap. 14, 8. 233, 
Theorem 40. 


Zu Abhandlung XXL, 8. 507—552. 


Die auf S. 745 erwähnten Besprechungen über die Grundlagen der Theorie 
.der endl. kont. Trfsgr. waren der Anfang zur Ausarbeitung einer zusammenhängen- 
‚den Darstellung der ganzen Theorie, denn Lie hatte gleich den Plan gefaßt, unter 
meiner Mitwirkung eine solche zu unternehmen. Zu Weihnachten 1884 war eine 
ganze Anzahl von Kapiteln in einer ersten vorläufigen Ausarbeitung fertig und es 
trat nunmehr eine Pause ein, weil Lie das Fertige prüfen und den Plan des 
Ganzen noch einmal gründlich überlegen wollte. Von Ende Januar 1885 an be- 
gann. die Redaktionstätigkeit wieder: die vorhandenen Kapitel wurden vollständig 
umgearbeitet und zahlreiche neue hinzugefügt. Als ich Ende Juni 1885 Kristiania 
verließ, lag ein Stoß von Manuskripten vor, der nach Lies Schätzung im Druck 
‚etwa 30 Bogen ergeben haben würde. S. 507—533 geben einen Teil jener 
Manuskripte wieder; Lie hat beim Abdruck nur Kleinigkeiten geändert. Ver- 
gleicht man damit die Fassung, die die hier behandelten Theorien in Bd. 1 der 
"Th. d. Trfsgr. erhalten haben, so wird man sich eine Vorstellung davon machen 
können, wie weit die damals vorliegende Ausarbeitung noch von der endgültigen 
Darstellung entfernt, und welches Maß von Arbeit noch erforderlich war, um nur 
den Band zu vollenden, der 1888 erschienen ist. 

S. 507—511. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 23, 8. 479—483. 

S. 508, Z. 4—10. Dieser Satz ist schließlich bei der endgültigen Ausarbei- 
tung des I. Bandes der Th. d. Trfsgr. gar nicht benutzt worden. 

S. 510, 2.8 v.u.—511, 2.7. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 3, S. 63—66; 
Kap. 9, S. 156. 

8. 511, Z2.15—12v.u. Vgl. Th. d. Tıfsgr. Bd. I, Kap. 21, S. 401—404. 

8. 511, 2.8 v.u.—512, 2.7. Vgl. Abh. III, 1878, S. 73f. und Math. Ann. 
XXV, 1885, S. 90—95 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 3, Nr. 8, 9). Nur ist leider das 
Verfahren zur Herstellung einer r-gliedrigen linearen homogenen Gruppe von der 
Zusammensetzung c,,, nicht allgemein gültig, so daß auch der Satz 4 auf S. 512 
hier noch nicht bewiesen ist. Vgl. die Anm. zu S. 74. 

S. 512, 2. 18—16 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 19, S. 340. i 

S. 512—516. Vgl. Th.d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 22, S. 434—443. Dort ist alles 
vereinfacht durch Einführung der einfach transitiven Gruppe, die zu der gegebenen 
reziprok ist, eine Vereinfachung, die Lie auch in Abh. XXIII, 1888, S. 554, Z. 14 
bis 8 v.u. angegeben hat. 

S. 516—519. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 22, 8. 443—447. 

S. 515, Z. 14—11 v.u. Die Gruppe: X,f, ..., X,fist ja transitiv, unter den 
+ Gl. X,f=0 gibt es daher schon n von einander unabhängige. 
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S. 515, 2.10 v.u.—516, Z.3. Einfacher wird alles, wenn man sich die Gl. 
2—= 0 nach einem von den x aufgelöst denkt. 

S. 517, Z. 15—17. Auf welche Stelle sich das bezieht, ist nicht zu ersehen, 
denn in der vorigen Nr. findet sich keine derartige Bemerkung. Daß die Gruppe: 
u, = ®,(u, e) wirklich von der Wahl der y unabhängig ist, beruht darauf, daß 
@, als eine Gruppe G, von Vertauschungen der Punkte des R, aufgefaßt und 
also vom Koordinatensysteme losgelöst werden kann; die Mannigfaltigkeit, die 
zur Heıstellung der neuen Gruppe benutzt wird, steht nämlich offenbar zu G, in 
einer vom Koordinatensysteme unabhängigen Beziehung. 

S. 518, 2.15, 14 v.u. Hier ist dieselbe Bemerkung zu machen wie zu 
5.517, AAb- 17, 

8. 519—521, Nr. 3. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 22, $. 455458, 

S. 519, Z. 19f. Genau genommen müßte es heißen: „erhält man zu jeder 
transitiven Gruppe von der gegebenen Zusammensetzung mindestens eine mit ihr 
ähnliche Gruppe.“ 

8. 521—528, $2. Vgl. Th.d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 24, 8. 497— 522. 

S. 523, Z.16—8 v.u. Siehe Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 19, S. 343. 

S. 525, 2. 12—15. Siehe Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, S. 376£. 

S. 526, Z.12f. Lie, plante damals und auch später noch ein Werk über die- 
Integrationstheorien, die aus seiner Theorie der Transformationsgruppen hervor- 
gegangen waren. Leider ist nichts daraus geworden. 

8. 526, 2.1 v.u. Siehe da S. 104 (84, Schluß von Nr. 18). 

8. 528533, $3. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, ‚Kap. 28, S. 599—615. 

8. 528, 2.6,5v.u. Siehe Abh. I, II, IV, V, Vi und XIX, - 

S. 531, 2. 1--4. Eigentlich kann man nur behaupten, daß die b,;; linear 
mit konstanten Koeffizienten aus den Funktionen 9,;; (yP, ..., y0) zusammenge- 
setzt sind. 

S. 533, Z. 10—6 v. u., siehe Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 28, S. 610f. und Kap. 
21, 8. 425, 

S. 533—551, $ 4. Umgearbeitet in der Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 17, 
S. 314—337. 

8. 584, 2. 2—8. Vgl. Abh. V, 8. 138—156. 

3.534, 2.2,1v.u. Eigentlich müßte zunächst gesagt werden: alle von der Form: 


1 27% 

ET UPt %r DD, ee ( a BT Sala Fam) 
wo sich durch Klammeroperation ergibt, daß alle &;, entweder verschwinden oder 
von vornherein gleich Null gesetzt werden können. 

S. 540, 2. 10f. Vgl. S. 533, Z. 10—6 v. u. und die Anm. dazu. 

S. 541, Z. 10—1 v.u. Die Unterscheidung zwischen diesen beiden Fällen ist. 
in der Th. d. Trfsgr. Bd. III, S. 325—333 vermieden. 

S. 542, Z.5—7. Unter Benutzung der nachher, auf Z. 12—14 eingeführten 
Bezeichnung kann man einfach setzen: 


Sy +, 


wo, wie früher, Das E= Sa —=0 ist. 


S. 542, 2.13 v. u. Verabredet man, daß A, ti, = sein soll, so kann man 
setzen: 


...,2n 
Z1,S,;-,, N RE + I1,8,-- 
“x 
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S. 542, 2.10 v.u. — 543, 2.8. Es ist: 
(8,50, = Ead Iya — Eaydr = at gr Star 
also: (8,5, = — Nas(d + a, &) und somit: 


> hu, az’ ,.) = 58,5 — 1,85, en A,0,9 E= 1,85, =— 2(R, + Ay), 5 


Führen wir daher in der Gl.: 


T. 


1.,2n 
a > hu) = P; a Sas uv? 
@ 


uv 
wo Aiur + 4,,, = ist, an Stelle von P, den Ausdruck: 
Al in ni BIT (ur B = ru 0) 
uv 


«ein, so erhalten wir: 
1 ..2n 
(2. 133,8) =, P+ 231 (A +4, et AD, 


S. 543, 2. 9—544, 2.8. Bildet man die Jacobische Identität zwischen 
In, BD 


3’ 3 aTaa’ "no! z 


1,(P8,)+ Ar + Bla (PS Er I 


PS) cr: ER Dt jrouv FR 


uv 


so findet man: 


-oder, da 


‚die Gleichung: 
Grat Pi) - Eh Pat Sm, Po+ 
+ SAyagurly Hat a —4,)8,,—0 


uv 


-wo die Koeffizienten von > und P ,‚ Immer verschwinden. 
S. 544, 2. 9—545, 2.6. Es ist: 


(P,PP$ ER, S,)= (kt M)P;P), 

und daraus folgt: 

(PP) = CrNir CT) 
Ferner ergibt sich für ß+#«, «: 

(P, PS, 3t(P, Py=®, 

mithin pe zi ebenso wird c ,=c,, = E53 also überhaupt: 

(PP, = ep 

S. 545, Z. 14—17. Es ist die Gruppe: 


1.4.30 { 
P,=2, + DD, I ED — 8a Pan 
v 


bei der die Mann. 2. Grades: 2x, 2,+1 = 0 inv. bleibt. 
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S. 545, Z. 14—6 v.u. Zweckmäßiger ist es, die Form: 
=: +. Hagn_ 0) + nrı 

1,...2% 

2 
— a0 + Zarı 
= 
zu benutzen, denn dann wird: 


T, = %,Pgn 41 — Kon+ıP7 +" = dn+1,0 


vorausgesetzt, daß man noch die Verabredung trifft, es soll 2nt1—=2n-+1 sein. 
Wir wollen im Folgenden diese Bezeichnungen benutzen. Die Formeln 
für die Ausdrücke (8, ,7,), (7,7,), die Lie anzugeben vergessen hat, sind dann 


in der Formel $. 542, 2.16 mit enthalten und erscheinen, wenn man sie besonders 
aufführen will, in der Gestalt: 


(San + 1,0) a Eden, Er, a, 
wo «, ß, d alle von 2» +1 verschieden sind, und: 
Sgn+ı,a Sn+1,0) = Syo- 
S. 545, 2.5 v.u.—547, 2.5. Die Formel: 


} 123% g 
Bar D (Spt IS) 04208 


gilt auch jetzt allgemein, weil Ianyzı + iss +1= 2),,4+1 0 zu setzen ist. Wählt 


man daher die A, so, daß, +4, für ß+& immer von Null verschieden ausfällt, 
so kann man es in der Tat so einrichten, daß eine Gl. von der Form S$. 545, 
Z.1 v.u. besteht. Es ist ferner: 


1...2n+1 


Pan dd Dar. ss v (,k=1,...,2n), 
uv 
mithin: 
1...2n+1 
(Pon+ıdir D) — Day „(A + 1,8, v 
uv 
(ID Pon4)=— at) (Pansıd)" 
j ...2n 
(UP,, (4 IS 3) 
v ; 
: TE (+ O)S;r 
folglich: x 
(Ponzıdd) = &r Sir (,k=1,...,2n; k+i} 


er! : 
Pen, 


wo: 0,+6;=P9, ,+e,=0, e,,=6;j. Weiter ergibt sich: 


10 ıı 


(Pu, 418:9 8:5) — (Pons+ıdd — (Porn 4ıS IM, 


demnach: 
rt rn, 4, = 
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das heißt (8. 547, Z. 5): 
[Pr I,;) =:0 (i=1, ..., 2n)- 


In +1lii == 


Man beachte übrigens, daß hier diese Gl. nur unter der Voraussetzung: 2n+1.>3 
bewiesen ist (vgl. S. 549, Z. 17—19). 


S. 547, 2.20—1 v.u. Wir setzen: 
En 


9atı = 2n+i1 r ıS 0,5 vr (0,+05 =- 
Dann ergibt sich für P=+a, «: 
Pan +19a 3) = Cap SB u al PLN 


also können wir 

(Pan 419823) = (Pan + 1920) = ( Pan +18, 34 )=0 (@k+1=5,7,..., 2-1) 
machen, indem wir 

9 tr, = +, =,, %+ Ogrtı  @,2K +1 
setzen und 0, =— og, berücksichtigen. Nach der Gl. Z. 16 ist zugleich: 
(Pn+ıd,9=h (Pony I, 0 (k=1, 3, ., 8), 

wo wir überall für P,,,ı met P,„41 schreiben können. Weiter liefert die 
Identität zwischen P,, 1, 9 aß 0: 


(east 8,0) Sa FI uk‘ Pon +18 38,0) 
‚oder: 
re + e,57 6,88 Be 3, (est 0,87 ea TE 
E= rin ne PDF - &97 (Cap + 6,” eyadya = 0 
und: hieraus folgt für y= «a, d +, d+ß, P#e: 
Cap rt as op" 
Nun aber ist: s 
Tas ar an and 


u: ® wahl W Bere. © Sage. 2% Sorge 
bildet man daher die Gl. 


Ä 6,3 + %, 3-1 = tr-1,9 C1,ar t 9,4 > 4,9 
so ergibt sich: 


. 9 Seel © Dame 


und weiter: 
st &,o-ı T rı,1 at 2 = n,20 


so daß &, 9,1 = ar—_ 1,1 und & 9,=€9,, und damit überhaupt alle e,,, und 
69,8 Bi ninden. Wegen e,, te 3% sind mithin überhaupt alle =). 
S. 548, 2.1—8. Nach unserer jetzigen Bezeichnung ist: 


Sonyıs = EiPanyı nr 


also werden wir setzen: 


(P, 


PEOL TER kulmak 7, (=1,...,2n); 
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wegen 
(843 8941,60) jez Eden er ta (,ß,0=1,...,2n) 

liefert daher die Identität zwischen Ponrı Sonzı ;„ und Sp 
PS ehe — rer (o,ßA=1,...,20) 


S. 548, 2. 9—23. Aus Z. 15—17 folgt keineswegs: (P, T)>Poarı: da es 
außerdem wünschenswert ist, die allgemeine Formel Z. 23 auch gleich allgemein 
zu beweisen, so müssen die ganzen Entwickelungen umgestaltet werden. 


Es ergibt sich zunächst: 
(PSg 41,» UD)— (At) Pöynr,d = 0 (k=1,...,2n), 


andrerseits ist aber: 
1...2n+1 


(PiSgn+ı, x) EEE &rPen +1 Io, v Da ’ 
ur 


also kommt: 
(R u A == 1,) kur 0, 


Teen 


(Pröyn+ı,?) ad, tr Da Sr 
u 
(P8gn+ı, et 
(PSgn41,) = Gr dr (k#i, 1), 


mithin: 


wo; + eh Nunmehr finden wir: 


(PrSgn+ı, Wen +1,7) — 0 + 1.0“ Olga +1, 
(Spar, Su =—P, 


(Sgnr+1,3PoSanı,#d = Pt Ordan +1, 


mithin: 
Gt %, = 9 (4, 2). 
Ferner: 
(PS, 8 Qt 9 
(Syn41,,8 Pd = (PiSgnzı,n 
(dt 
folglich: 
Hut (k#i,i), 
Ebenso: 
(PS, 41,98): 85 
(Sgn41,,7 pP) = 0 
(SPS, 141,9) ei. 9n+1,0 
demnach: 


BE PP 2? mer‘ (k#i,i), 
Aus den erhaltenen Relationen folgt: 
ren ter ln 


demnach ist auch: 
rt 20 Tr ir 
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was das Verschwinden aller g,, und o,, nach sich zieht, so daß allgemein gilt: 


(PSynzı,n) = Eh Pon+ı (,k=1,...,2n). 
S. 548, Z. 11—1 v.u. Bei unserer Bezeichnung wird: 


(PPans = Pr + PaSan +1, % 


‘und die Identität zwischen P,, 1, 93, +1,K P; liefert: 
(P,PD= er Pynyı Pedro 
mithin: zen 6 =, — 4, Und 
han) urlesrın Baurıa: 


S. 549, Z. 1—16. Die Identität zwischen P,, P; und $,,(#+:,7) liefert: 
(P,P)= c8,, (k#i, 0). 
Die zwischen P, P, und $;; liefert: e,;+e,;— 0 und die zwischen P,, Pr, 5; 
ergibt: e,;—e,; —= 0, so daß alle e,; verschwinden, und allgemein wird: 
(P, P)=ch,, (Porn Pd edırrı: (, k=1,..., In). 
S. 549, Z. 17—19. Diese Voraussetzung wird schon bei Ableitung der Gl. 
‘8. 547, 2.5 gemacht; vgl. die Anm. zu 8. 545, 2.5 v.u. 
S. 549, Z. 16—14 v. u. Die betreffende Gruppe lautet: 


1...2n+1 
u; 
= —- pn Dept Dder, Gr=,...,.n+1), 
. 


sie ist die projektive Gruppe der Mann. 2. Grades: 220,8 + 4 +1=0. 

S. 549, 2.11 v. u. Liouville hat ja die konformen Transformationen des 
R, bestimmt, s. die VI. Note in seiner Ausgabe von Monges Application de 
Tanalyse ä la geometrie, S. 609—616, Paris 1850. Andrerseits hat Riemann 
1854 in seiner Habilitationsrede die nichteuklidischen Bewegungen eines n-fach 
‚ ausgedehnten Raumes durch das bei ihnen invariante Bogenelement definiert 
«Gött. Abh. Bd. XIII, 1867, Ges. math. Werke, 1. Ausg., Leipzig 1876, 8. 254—269). 

S. 550, 2. 5f. Nämlich der Fall n=2 in Abh. IV und XIIH bei der Be- 
stimmung aller kontin. Gruppen von P. T. der Ebene, der Falln—=3 in Abh. XIX, 
S. 494—497, allerdings nur für endliche kont. Gruppen und auch für diese nicht 
‚ganz vollständig (s. S. 745, Z. 10—13). 
S. 550, 2. 9—12. „ähnlich“, wenn man bloß ins Auge faßt, wie die Gruppe 
-die Punkte der Fläche 2. Grades des R,,, unter einander vertauscht. 


Zu Abhandlung XXIII, S. 553—557. 


S. 553, 2. 7—554, 2.15 v.u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 21, S. 401—424. 
S. 554, 2. 14—8 v. u. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, S. 382-—388; Kap. 22, 
8. 436—443. 

8. 554, 2. 6 v.u.—556, Z. 7 v.u. Ausführlicher in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, 
Kap. 13, 8. 233 —242. 

S. 555, Z. 9—15.. Schneller kommt man zum Ziele, wenn man beachtet, daß 
IF®] +[®F]=0, und daß die beiden Ausdrücke: AF=[®F] und BF=[#F) 
als zwei inf. Trff. aufgefaßt werden können, daß also der Klammerausdruck: 

(AB) = [81% F}] — [PIO Fi] 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 48 
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von den Ableitungen 2. O. von F' frei ist. -Daraus folgt nämlich, daß die Koll 
Seite von (5) keine Ableitungen 2. O. enthält, weder solche von F, noch von ® 
noch von #. Nun wird aber 


& a ow, FRA 
Iro#] = Seroe WELLE 
09095 09a en dt 


wo die weggelassenen Glieder sämtlich Ableitungen 2. O. enthalten; aus (2) ergibt: 
sich daher das Bestehen der Identität (5) sofort. 

8. 557, 2. 9—20. Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 13, S. 244—249, Kap. 20,, 
S. 336—346, 355—363. 

S. 557, Z. 21—23. Meines Wissens ist Lie auf diesen Satz niemals wieder- 
zurückgekommen. Es lohnt sich offenbar nicht, sich den Kopf darüber zu zer- 
brechen, welche Hilfsmittel Lie damals zum Beweise des Satzes benutzt hat; es. 
muß genügen, wenn ich die Richtigkeit des Satzes nachweise. 

Wir bemerken zunächst, daß für r>4 jede r-gliedrige Gruppe viergliedrige:- 
Untergruppen enthält (Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 29, S. 756). Enthält daher die 
@, Untergruppen mit 8— m, aber keine mit mehr Parametern, so ist 1<m<4. 
Die Fälle m—2 und m—=3 werden durch Theorem 60 und 61, a. a. O. Kap. 28,. 
S. 691 erledigt, und zwar ist der Fall m= 3 ausgeschlossen, während die G, im 
Falle m = 2 mit der allgemeinen proj. Gruppe der Ebene gleichzusammengesetzt. 
ist. Wäre m—=4, so gübe es nach Theorem 59, a. a. O0. 8. 688 f. in der G, oo* 
gleichberechtigte @,, die bei der @, durch eine zu @, isomorphe primitive Gruppe y- 
des R, unter einander vertauscht würden. Hat y gerade 9< 8 Parameter, so ent- 
hält die G, eine invariante Untergruppe mit 8— q Parametern, der innerhalb y 
die identische Trf. entspricht; demnach kann y keine Untergruppe mit mehr als. 
q— 4 Parametern enthalten, weil es sonst in der @, eine Untergruppe mit mehr 
als g—4+8—q—=4 Parametern gäbe. Andrerseits ist aber q, weil y primitiv 
ist, sicher >4, folglich kann es auch nicht < 8 sein, so daß y und @, holoedrisch 
isomorph sind. Nun aber gibt es im R, nur eine primitive achtgliedrige Gruppe,, 
nämlich die Gruppe aller linearen Trff., die auf der unendlich fernen dreifach aus- 
gedehnten Ebene eine gewundene rationale Kurve 3. OÖ. in Ruhe lassen (s. Page, 
On the primitive groups of transformations in space of four dimensions, Leipz.. 
Diss. 1838, American Journal of Math. Bd. X, S. 345f.), und ‘da diese Gruppe 
augenscheinlich sogar siebengliedrige Untergruppen enthält, so kann der Fallm—=4 
überhaupt nicht eintreten, und der Liesche Satz ist damit bewiesen. 

S. 557, 2.13—11 v. u. Zunächst bestimme man ähnlich wie in Bd. III d.. 
Ausg., Abh. XXXIV, 8. 488f. alle inf. B. T., die die Diffgl. dedp + dydg = 0 der 
Haupttangentenkurven inv. lassen. Man findet die Bedingung: 


dW,dp+dW,dg— dx.d(W,+pW,)—dy.d(W,+4qW,) = e(dpdx+ dgdy), 


+ 


aus der, wenn man die Glieder mit dp?, dpdg, dgq” berücksichtigt, folgt: 


Wr Wa Wa 


so daß W in p und g linear ist. Die gesuchten inf. B. T. sind daher sämtlich 
P. T. Nun weiß man, daß die inf. proj. Trff. des R, Hauptgk. in Haupttgk. über- 
führen, andrerseits aber steckt die allg. proj. Gruppe des R, in keiner größeren 
kont. Gruppe von P. T. als in der unendlichen Gruppe aller P. T. Demnach muß 
jede B. T. von der verlangten Beschaffenheit die allgemeine projektive Gruppe 
inv. lassen. Die einzigen B. T. dieser Art sind aber außer den projektiven Trff. 
selber die dualistischen Trff. 

S. 557, 2.10—1 v.u. Hier wird vorausgesetzt, daß m >1 ist. Der Beweis 
ergibt sich leicht. Es ist ja: 

PAR Er + y Y, 


ET 
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also wird: i 
RE IL — XyY, ea 
Yyı (X, + y'X,)® Y + ı 


wo die weggelassenen Glieder von y’’ frei sind. 
Andrerseits liefert die inf. Trf. Bf nach Abh. X, S. 244f.: 
Ö : : ’ ’ 
Sr — Ns + Yy (ny — &,) 4 ?8,, 
Iy” 


also: ot = (y—28,—3y’&,)y” +, 





wo wieder die weggelassenen Glieder von y” frei sind; daraus aber folgt allgemein: 


Sy) : 
Yen my Ey te 


wo y'”) nur in dem hingeschriebenen Gliede vorkommt. 


Zu Abhandlung XXIV, 8. 558-560. 


Alles das ist ausführlich und eingehend entwickelt in den Abhandlungen 
„Die Grundlagen für die Theorie der unendlichen kontinuierlichen Trfsgr.“ I und 
und II, Leipz. Ber. 1891, S. 316—352, 353—393 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XI und XII). 

S. 558, Z. 13—10 v.u. Genau genommen erkennt man zunächst bloß, daß 
die Gruppe gewisse unendlich kleine d. h. der identischen Trf. unendlich benach- 
barte Trff. umfaßt (a. a. O. S. 321ff., Abh. XI, $ 3 und 4). 

S. 558, 2.5 v.u.—559, 2.5. Diese Betrachtungen gelten für jede kontinuier- 
liche Gruppe, mag sie nun endlich sein oder unendlich. Es wird alles deutlicher, 
wenn man die Trf. S. 558, Z. 3 v. u. so schreibt: 


u = Ft, ... Eu G4=% 


wenn man also zum Ausdruck bringt, daß die &, gar nicht transformiert werden. 
Wesentlich ist ferner, daß eine 'Trf. von dieser Form das System der Diffgl. 2, = 0 
stets dann aber auch nur dann inv. läßt, wenn die Trf. z;—= F,(r) der Gruppe an- 
gehört (a. a. 0. S. 334—339, Abh. XI, $5).. Erst, wenn man das beachtet, kann man 
beweisen, daß die Gruppe nicht bloß unendlich kleine Trff. enthält, sondern auch 
inf. Trff. und die von diesen erzeugten eingliedrigen Gruppen, und daß sie jede inf. 
Trf. Xf enthält, bei der das System 2,—=0 inv. bleibt. (a. a. 0. 8. 339—343 ; 
Abh. XI, $ 6). 

S. 559f. Nr. 3, siehe a. a. O. S. 361—392, Abh. XII, $ 10—13. _ 

S. 560, Z.4. Hier hätte das Wort „unendliche“ ebenso wie früher (8. 559, 
Z. 1, 2f. 6) in Klammern eingeschlossen werden sollen. 
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Verzeichnis der aus Briefen und aus dem handschriftlichen 
Nachlasse abgedruckten Stücke. 
Lie an A. Mayer.') 


Beantw. 2. 12. 1873: 584£. | vorhergehenden im Juni: 605—607. 
Erh. 3. 2. 1874: 585—595. | Geschr. 28. 6. 1874: 607f. 

Erh. 19. 4. 1874: 599—605. | Ein alter Brief, der dem vorhergehenden 
Beantw. 29. 6. 1874: 605, | beilag: 609. 


Geschr. im Mai 1874, abgesandt mit dem | Sommer 1874: 609614. 


Der Vortrag über seine Integrationstheorie, den Lie am 3. 11. 1882 in Paris 
vor der Societe Math&matique de France gehalten hat: 669673. 


Sachregister.?) 
Abelsche Funktionalgl. IIIa, 75f. Inf. B. T. der Ebene, ausgeführt auf 
Adjungierte Gruppe XX*, 501; XXII, eine Kurve V, 191f. Inf. B. T. von 
525, 619. Die zu ihr dualistische 1.O. in der Umgeb. eines Wertsyst. 
Gr. 619. ' vw. allg. Lage VI, 199. Genauere Be- 


Ähnlichkeit zweier Erisge. I if: , 
11; III, 44. Kriterien dafür s. Trfsgr. 

Ähnlichkeitstransformationen | 
des R, XIX, 493; des R, 492. 


' stimmung der Glieder 1. 0. 207, 223. 
| B. T., bei denen die x, p für sich 
|  transformiert werden XV, 430£., 740; 
| XIX, 461. Bestimmung aller Gr. von 
Äquivalente Trfsgr. III, 43. '  B.T.in x, p und aller Gr. von ho- 
Algebraische Diffgl. XIV, 426, 739. | mogenen B. T. 461. Vgl. Trfsgr. 
Algebraische Gl., Analogien mit | Bewegungen des R,, bei denen ein 

deren Theorie XIV, 424, 670f. |  endlicher Punkt in Ruhe bleibt XIX, 
Asystatische Trfsgr. XX*, 502; 746; | 498. 

XXII, 523. | *Bogenelement, invariantes 676. 
Ausgezeichnete inf. Trff. einer Gr. Bogenlänge s. ‚Raumkurven. 

XX*, 501; XXII, 525, 620, 746. | 

 Cayleysche Linienfl. 3. O. XVIII, 449; 


Bekannte Gr., eine solche, deren inf. XIX, 484, 639f. 
Trff. gegeben sind X, 242, 674.  Charakteristiken einer part. Diffgl. 
Berührungstransformationen in 1.0.des R, XIX, 495. 


der Ebene als P. T. des R, mit inv. *Charakteristische Fkt. einer inf. 

Pfaffscher G1.1,5; V, 157; VI,199. | B.T. 597. 

Inf. B. T. der Ebene I, 5; V, 191f.; | Charakteristische Definitionsglei- 

VI, 199, 207, 672; des R, II, 66. | ehungen und char. Zahlen, s. Trfsgr. 

Unabhängige inf. B. T. II], 67. Die | unter XI und Definitionsgl. 

inf. B. T. mit dem Symbole H 67. | Compos& XIV, 376, 670f. 

1) Da Lie nur selten den Tag angibt, an dem er schreibt, muß meistens der 

Tag aushelfen, an dem der Empfänger den Brief erhalten oder beantwortet hat. 
2) Die kursiv gesetzten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 

Kunstausdrücke, die nur in den Anmerkungen vorkommen, sind mit einem * ver- 

sehen. 
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Definitionsgieichungen einer 
Gr., so viel wie die endlichen Gl. der 
Gr. II, 13. Im Sinne: die Diffgl., die 
die inf. Trff. der Gr. definieren XIII, 
338, 359. Definitionsgl. der Gr. einer 
gew. Diffgl. XIV, 372—375, auch cha- 
rakteristische Defgl. genannt 376. 
Defgl. der Gr. aller inf. Trff. (B B'), 
wenn Bf, B’f einer Gr. angehören 
376. Diftgl. für die Trff., die eine 
durch ihre Defgl. bestimmte Gr. in 
die kanon. Form überführen 377 —379. 
Die Gr. aller Trff., die die kanon. 
_ Defgl. inv. lassen 378f. Normalform 
jener Diffgl. 381f. Ermittelung der 
kanon. Form der Gr. aus den Defgl.: 
1. Die Defgl. enthalten eine Gl. null- 
ter 0. 383—386. 2. Wenn keine Gl. 
 nullter O., wohl aber gewisse 1. 0. 
386—390. 3. Gerade 2 inv. Scharen 
von »! Kurven 390f. 4. Unendl. viele 
solche Scharen 391f. 5. Nur eine inv. 
Sch. 392—8394. 6. Keine inv. Sch. 
393f. Defgl. einer kontin., endl. oder 
unendl. Gr. XXIV, 558. Defgl. von 
Gr. von B. T. der Ebene 597£., 704f. 
*Derivierte Gr. XIV, 376, 714. 

Differentialgleichungen. 

I. Gew. Diffgl. in x, y. Jede Gr. von 
B. T. der Ebene läßt eine D. 2. oder 
eine 3.0. inv. 1,6. Klassifikation der 
D. 7f. Jede Diffgl. 1. ©. gestattet 
a” inf. P.T. 8. Jede 2. O. gestattet 
inf. B. T. 609. Diffgl. 8. O., die die 
allg. proj. Gr. gestattet, auf eine 2.0. 
zurückgef. VIII, 237, 642. Der Fak- 
tor, mit dem eine inv. D. reproduziert 
wird XXIII, 557, 754f. Bestimmung 
der inf. P. T. einer D. 2. O0. 609—611, 
einer D. m-ter O. IX, 238. Red. der 
Gr. auf eine kanon. Form 238. Inte- 
gr. einer D. mit bek. kanon. Gr. 238f. 
Integr. einer D. m-ter O. mit bek. r-gl. 
Gr. von P.T. (r>m) 643—665. Gew. 
D. m-ter OÖ. mit bek. r-gl. Gr. von 
P. T. ersetzt durch eine lin. part. D. 
1.0. in m-+ 1 Veränd. mit r-gl. Gr. 
673f. Verschiedene Wege zur Integr. 
674f. Integr. gewisser Diffgl. r-ter O. 
mit bek. r-gl. Gr. 665—668. Diffgl. 
mit bekannten inf. B. T. IX, 239. Alle 
D., die bei einer geg. endl. kont. Gr. 
von P.T. inv. bleiben X, 243f. Die 
‚zu einer r-gl. Gr. gehörige Det. 4 245. 
Ist #0, so liefert 1=0 die inv. 





D. (r — 2)-ter u. niedrigerer O0. 245f. 
Form dieser D. 246. Die inv. D. 
(r—1)-ter u. höherer O. abgeleitet 
durch Differentiation aus zwei Diffe- 
rentialinv. 246f. Die Gr., bei denen 
4=0 675f. Die Integralk. der inv. 
D. (r — 2)-ter u. niedrigerer O. 247f., 
der D. (r—1)-ter OÖ. 248. Die inf. 
Trff., bei denen eine Integralk. inv. 
bleibt 649, 653£., 660 ff., 667. Alle D.en 
die bei den kanon. Gr. von P.T. inv. 
bleiben 248—273, 677—679. Integr. 
der gew. D., die eine kanon. Gr. von 
P. T. gest. XI, 283ff., 687ff. D., die 
nicht durch Quadr. lösbar sind, zu- 
rückgeführt auf eine Riccatische 
oder a. eine lin. D. 3. 0. 682-—-687. 
Nutzen der Integr. einer Hilfsgl. 289, 
Z.13—1v.u., 688—695. Die Gr. läßt 
zwei Scharen von »! Kurven inv. 
282—293, 687f, 695—697, eine Sch. 
293—304, 697—701, keine Sch. 304 
bis 310, 701—703; unendl. viele Sch. 
668. Allg. Form der Diffgl. 2. O., die 
durch P.T. die Form y”=0 erhal- 
ten können XIV,363f. Zurückführung 
auf e. lineare Gl. 3.0. 364—370, 713; 
XII, 312; XIV, 423, 731f. Integra- 
bilitätsbed. 423, 733. Die Gr. der 
P. T. einer D. m-ter O. ist für m>1 
stets endlich XIV, 371, 373. Bestim- 
mung der inf. P. T. einer D. m-ter O. 
372—383, 671—673. Kriterien dafür, 
daß eine D. eine Gr. gestattet, die 
eine bestimmte kanon. Form erhalten 
kann 426. Algebraische D. 426f. Bei 
welchen P. T. die D. y’= Fe, y) 
ihre Form behält XVI, 440f. Gl. die- 
ser Art, die eine inf. P. T. gestatten 
441—444, die mehrere gest. 444. Ihre 
Integr. 444—446. Lineare D. n-ter O. 
mit bekannten Rel. zwischen & und n 
partik. Lös. XXI, 503f., 746. Bei- 
spiele 504f. Diffgl. m-ter O., die die 
allg. proj. Gr. der Ebene gestattet, 
auf eine Gl. (m — 8)-ter und eine 2.0. 
zurückführbar, die Gl. 2. OÖ. auf eine 
lin. Gl, 3..0. VII, 287;. XI.310.. D. 
3.0., die durch B. T. die Form y’—=0 
erhalten kann XII, 312, 703. Bestim- 
mung der Gr. einer D. n-ter O., die 
linear gemacht werden kann I, 8; 
X, 242; XII, 312, 703—706. Reduk- 
tion auf die lin. Form 594—599, 604. 
Syst. von r lin. hom. D. mit konst. 
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Koeff. zurückgeführt auf-eine lin. hom. 
D. r-ter OÖ. mit konst. Koeff. XIX, 453f. 
Die D. 2. O., die kont. Gr. von P.T. 
gestatten XIX, 468—475. 

II. Partielle D. Integration einer 
part. D. 1.0. I, 8. Syst. von part. 
D., dessen allgemeinste Lös. aus einem 
partikulären Syst. von Lös. dch. d. 
Trff. einer Gr. hervorgehen XIV, 377 
bis 379; XXI, 504. Reduktion auf e. 
Normalform mit Hilfe von Diffinv. 
XIV, 379—382, Erster Schritt zur 
Integr.: ein unbeschr. integrables sim. 
Syst. mit 2 unabh. Ver. 382f. Neue 
Methode 423—425. Unbeschr. inte- 
grables Syst. von part. D. zurückführ- 
bar auf ein sim. Syst. von gew. D. 
422f., 730f. Integr. eines unbeschr. 
integrabeln Syst. von part. D., das 
eine kanonische Form mit bekannter 
Gr. besitzt. Grade der Hilfsgl. XV, 
428. Wenn die erste Hilfsgl. eine 
allg. lin. Gl. ist ebd. Integr. von D. 
der Form: 


Hatte 


428f. Vollst. Syst. mit einfacher Gr., 
von der nur die inf. Trff. gegeben 
429, Nr.3. Part.D. s=7(x,y,z,p,q) 
mit kont. Gr. XII, 313, 707. Part. D. 
2. O., auf deren Integralfl. d. Hpttgk. 
Linienkomplexen angehören XV, 429, 
Nr. 4, 739; deren Integralfl. isotherm 
430, Nr. 7, 739f. Wann eine Gl. 
Af=0 eine inf. Trf. Xf gestattet 
670. Integr. einer Gl. Af=0 mit 
bekannten inf. Trff. 670%. 

II. Allgemeines. Die Frage, ob eine 
vorgelegte D. eine gewisse Form f= 0 
erhalten kann XII, 311. Vgl. Multi- 
plikator. Trfsgr. 


Differentialinvarianten. Der 


Name XIV, 379. Die D. einer Gr. 
von P.T. der Ebene X, 246f. Ihre 
Bestimmung für die kanon. Gr. von 
P. T. 248—273, 676. Gewisse D. der 
allg. lin. und der allg. proj. Gr. der 
Ebene XIV, 367—369, 729f. Gewisse 
D. einer Gr. von P. T. der Ebene 379 
bis 381. Jede kont. Gr. hat D. XVIII, 
449f. 
Differentialkovarianten XVIII, 
450. 

Dilatationen des R, XIX, 493. 
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Diskontinuierliche Gruppen XIII, 
314. | 


Dualistische Umformung XIX, 480. 


*Echangeables, transformations in- 
finitesimales 669. 

Einfach transitive Gruppe des Rs. 
v. w. n-gliedrige transitive Gr. Zu 
ihr gehört eine reziproke, e. tr. gleich- 
zusammengesetzte Gr. XII, 312, 706; 
XVII, 450. Konstr. einer e. tr. Gr. 
von gegebener Zusammensetzung XXII, 
510—512. Die rez. e. tr. Gr. vertauscht 
die bei einer Untergr. der e. tr. Gr. 
inv. Mann. unter einander 518. 

Einfache, d. h. nicht zusammenge- 
setzte Gr. XIX, 468; XXII, 513, 550. 

Eingliedrige Gruppen s. Trfsgr. 

Endliche Gruppen (diskrete oder kon- 
tinuierliche) XIII, 314. 


 Endliche Transformationen ZA,X,f 


einer Gruppe X, f, ..., X,f abgebil- 
det auf d. Punkte einer Mann. XX*, 
501. 

Erweiterung einer Gr. durch Hinzu- 
nahme von Diffqu. Der Ausdruck 
XXI, 529. Herstellung der erw. Gr. 
X, 244f.; XIV, 367f., 372f., 379£. 

Euklidische Bewegungen XIX, 497; 
XXII, 545. Ähnlichkeitstrff. 538. 


Fläche 2. Grades im R,, ihre Gr. von 
Kollineat. I, 6; im R,, XXI1, 545, 749; 
im R,,+ı 549, 753. Im R, ist die 
Gr. einfach für n>3 XXI, 551. 
Fläche des R,, die r lin. inf. Trff. 
gestattet VII, 225. Die inf. Trff., dch. 
die d. Punkte”der Fl. transf. werden 
225f. Verschiedene Formen einer 
zweigl. Untergr. 226. a) Fall p’, y'p‘, 
developpable Fl. 227. b) Fall p‘, x’p’, 
Fl. 2. Gr. oder devel. Fl. 227f. e) Fall 
p',g' 229. d) Fall p, &’p-+y’g’ 229, 
639. Eine lin. Trf. einer Fl. ist be- 
stimmt, wenn man weiß, wie sie die 
Punkte der Fl. transformiert 226. 
Mögliche Formen einer dreigl. Gr. 
229f. Nichtdev. Fl., die 3 unabh. inf. 
lin. Trff. gestatten 229—232. Die 
Hpttgk. sind Kurven 3. O. oder gerade 
L. 230,639. Die Cayleysche Linien- 
fl. XVII, 449; XIX, 484, 639. Iso- 
therme Fl. XV, 430, 739. 

Flächeninhalt. Die Gruppen, die 
alle Fl. invariant lassen od. propor- 


Differentialgleichungen bis Invarianten 


tional ändern XIII, 327—330, 331 bis 
334, 360. Maß des Fl. XIX, 464, 742. 
Funktionalgleichung II, 9. 
Funktionengruppe III, 68 s. Trfs- 
gr. Wann m unabh. Fkt. einer m-gl. 
Fktgr. in m Fkt. einer andern durch 
B. T. überführbar sind 69. Wann 
gibt es eine Fktgr. mit r unabh. 
Fkt. ,, -.-, 9,, die in gegeb. Bezieh. 


(9; Pr) = Wir (Pr 


stehen? XXIII, 554—556. 
für hom. Fktgr. 557. 


N P,) 


&eodätische Linien V, 197, 635. 

Geometrie, Grundlagen XX*, 501. 

Gerade der Ebene gestattet «&° lin. 
Trff. V, 137, im R,»!!. XIX, 492. 
Gerade u. Kugelfl. des R, VII, 232£., 
640. 

Gestatten (admettre Va, 197, 670). 
Eine Diffgl. gestattet eine Gr. V, 196; 
Va, 198; IX, 238. 

Gleichberechtigte Gruppen I, 2. 
Untergruppen XVII, 452, 741; XX*, 
501; XXII, 509, 531. 

Gleichzusammengesetzte Grup- 
pen von B. T. UI, 69. Gl. im Sinne 
von isomorph IV, 91, 95, 622£.; im 
Sinne von holoedrisch isom. XII, 312f.; 
XIX, 493; XXII, 512, 517; XXII, 554. 

Gruppen von Trf., r-gliedrige I, 1, 
s. Trsfgr. 


Haupttangentenkurven einer FI. 
kovariant bei den inf. lin. Trff. der 
Fl. VII, 227£. Fl., deren Hpttgk. linea- 
ren Komplexen angehören V, 197, 
634, Linienkomplexen ang. XV, 429, 
Nr. 4, 739, harmonisch liegen zu den 
Kurven, die 2 lin. Komplexen ang. 
430, Nr.7, 739f. Die Hpttgk. bleiben 
Hpttgk. nur bei den proj. u. den 
dual. Trff. XXIII, 557, Nr. 8, 754. 

Holoedrisch isomorph, s.v. w. gleich- 
zusammengesetzt XX*, 501; XXI, 511; 
XXIH, 554. 

Homogene Mannigfaltigkeit XIX, 457, 
742, transformiert dch. e. lin. Gr. 
457 —459. 

Hyperboloid, s. Fläche 2. Grades. 


identische Trf. einer Gr. in 1 Ver. 
I, 2; s. Tıfsgr. 
Identität, s. Jacobische |. 


Dasselbe 
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Imprimitive Gruppen XXII, 523. 
Infinitesimale Trf. einer eingl. Gr. 
in &: 1 2. Beziehung zw. den inf. 
Trff. einer zweigl. Gr. in x: 3. Inf. 
B. T. der Ebene und Bezieh. zwischen 
den inf. Trff. einer Gr. 5f. Inf. Trf. 
-in &: II, 12. Zwei inf. Trff. sind 
identisch 12. Unabhängige inf. Trff. 
13. Jede inf. Trf. in x’ erzeugt eine 
eingl. Gr. 17. Inf. Trf. in n Veränd. 
III, 44. Einführung neuer Veränd. 45. 
Symbol AF': 45. Verhalten des Aus- 
drucks A(B(F)) — B(A(F)) bei Einf. 
neuer Veränd. 45. Unabh. inf. Trff. 
46. Die Unabh. der inf. Trff. A,F 
und die der Gl. A,F=0: 65. Inf. 
(homogene) B.T. 66; wann unabhängig 
67. Eine Schar von inf. Trff. 24,A,F', 
wo A,F,..., A,F unabh., erzeugt 
eine Schar von »” endl. Trff. 5 = 
p,(&, a): 56—58, 618. Ist (A,A,)= 
&c;,,A,F und führt man hinter 
x =9,(&, a) eine inf. Trf. 2v,A,F 
aus, so erhält man eine Tıf. 4; —= 
p,(&, a+ da) IV, 79—83. Die Trff. 
x; =9g;(z, a) bilden eine Gr. 83f. 
Inf. Trft. verschiedener Ordn. in der 
Ebene 104f.. . Ordn. von (HK) be- 
stimmt ‘deh. d. Ordn. von Hu. K: 
105. Satz über drei inf. P.T. der 
Ebene, die paarweise in Inv. liegen 
LIE. INC NER. ine, 20, 0 OR 
versch. Ordn. V, 139; in der Ebene 
XIII, 318f. Unabh. inf. Trff. r-ter O. 
319. Die Glieder niedrigster O. 319. 
Die inf. Trff. bestimmter O., die ein 
Syst. von Diffgl. für &, n befriedigen 
319f. Die inf. Trff. einer Gr. als ho- 
mogene Mannigf. XIX, 457, 472. Vgl. 
Trfsgr., Diffgl., Multipl. 
Inkremente von y’, y”,... berechnet 
aus denen von x,y: X, 244f.; XIV, 
3721.,3610: ’ 
Integrabilitätsfaktor, 
scher XI, 284, 670. 
*Integrable Gruppen IV, 90, 622. 
Integrationsvereinfachung 
dch. Einführung kanon. Veränd. VII, 
234; VIII, 236. 
Intransitive Gruppen, ihre Bestim- 
mung XX*, 502; XXII, 519f. 
Invariante Untergruppe IV, 87, 622; 
XIV, 376; XX*, 501; XXI, 509f. 
Invarianten, absolute u. relative 
XX*, 501. 


Euler- 


760 


Invariantentheorie, binäre I, 7. 

Invariants differentiels von Hal- 
phen VIII, 237, 641£. 

Inverse Trff. II, 14; III, 48. 

Involution. Inf. Trff. in Iny. IV, 112. 

Involutionssystem IV, 106; VIII, 
237, 641. 

*Irreduzible Gr. von B. T. 630. 

Isomorph 's. gleichzusammengesetzt, 
holoedrisch isom. 

Isotherm, s. Flächen. 


Jacobische Identität zwischen inf. 
Trff. in 1 Veränd. II, 36, Z.1v.u, 
zwischen inf. P. T. in n Veränd. III, 
63, 619. 


Jacobischer Ausdruck (4,4,):: XVI, 


434. 
Jacobischer Multiplikator XIX, 462. 
*Jacobisches System 740. 


Kanonische Formen der endl. kont. 
Gr. von P.T. der Ebene IV, der endl. 
kont. Gr. von B. T. der Ebene V, VI, 
der unendl. kont. Gr. von P. T. der 
Ebene XIIl. Kanonische Variable bei 
einer Diffgl., die eine endl. kont. Gr. 
gestattet VII, 234, bestimmbar, wenn 
d. endl. Trff. der Gr. bekannt 234, 
dienen zur Vermeidung von Para- 
metern 234, 640. Bei einer lin. part. 
Diffgl. 1.0. VIII, 236, bei part. Diffgl. 
1.0. 236 f., 641. 

Kegelschnitt, gestattet &® lin. Trff. 
DAB: X. 258 

Klassifikation der Diffgl. I, 7f.; 
Va, 198, 605. 

Kollineationen, Gruppen von K. 
als Beispiele für Typen von Gruppen 
1,7. 2.1687, 8120, 

Komplex, linearer des R,, seine proj. 
Gr. als Gr. von B. T. der Ebene I, 6; 
V, 197. Eine Schar von &! Linien- 
komplexen bestimmt eine part. Diffgl. 
2.0. XV, 429, Nr. 4, 739. Proj. Gr. 
des lin. Kompl. im R,: XIX, 486. 
Proj. @,., bei der ein lin. K. u. eine 
Komplexgerade, @,, bei der »! lin. 
K.e inv. bleiben 493, 744. 

Konforme Trff. der Ebene I, 6. Konf. 
Gr. des R,: XIX, 493, des R,: XXII, 
540f., einfach für n > 2: 550. 

Kongruenz, proj. Gr. einer speziellen 
lin., einer allg. lin. XIX, 493, 744. 

Kontinuierliche Gr. XII, 314, s. 
Trfsgr. 


| 
| 
| 
| 


| 
| 
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' Kreise der Ebene, die Gr. von B. e grd 


die die Schar aller Kr. ungeändert, 
läßt T, 6; V, 136, 197. B.T., die die 
Kr. in die Kurven: y„=A+ Bx + (x* 
überführt 196 f. 

Krümmungshalbmesser,s. Raum- 
kurven. 

Krümmungslinien VII, 233. 

Kugel, B.T. des R,, die Kn in Kn 
umwandeln I, 6, 606. K. die einz. 
(reelle) Fläche, d. bei allen Beweg. u. 
Ähnlichkeitstrff. ©‘ Lagen annimmt; 
VII, 232f., 640. 

Kugelgeometrie, die Liesche VII, 
233. 

Kurve des R,, die 2 unabh. lin. Trff. 
gestattet, ist eben oder rat. K. 3. O. 
VII, 228, 639. Die Gerade die ein- 
zige Raumk., d. bei allen Bew. u. 
Ähnlichkeitstrff. @* Lagen annimmt 
233. Eine K. mit Bogenlänge gestattet 
höchstens eine inf. Bew. 233. K. der 
Länge Null, die 2 inf. Bew. gestattet 

:233. K. des R, mit 2 inf. proj. Trff. 
XXI, 505, 747. 

Kurvenschar, die allgemeinste, d. 
bei einer Trfsgr. inv. bleibt X, 243. 


Lineare Trf., s. v. w. projektivische 
VII, 224. Lin. (homogene) Gruppen 
IV, 88f. Normalform einer lin. @,, 
die in einer lin. G,,, inv. 88—90, 
622. Normalf. einer G,, die Unter- 
gr. @,_1ı @,_g, -.. enthält, so daß 
immer @,_, in @, inv. 90—92, 622. 
Ebene Mann., die bei einer solchen 
Gr. inv. bleiben 92f. Lin. Gr. der 
Ebene, die eirie Gerade inv. lasseı u. 
deren Punkte dreigl. transf. V, 159 
bis 162. Allg. lin. Gr im R, XX*, 
501. Vgl. Diffgl., Komplex. 

Linienelement der Ebene V, 157, 
des R,: XXI, 529.- 

Logarithmische Spirale, gestattet 
os: Ha Tr 7.137. 


Meroedrisch isomorph: XXIII, 554. 

Metrische Untersuchung der Ebene 
L% 

Minimalfläche erzeugt durch Trans- 
lationsbew. einer Kurve. M., deren 
geod. Kurven eine konf. inf. Trf. ge- 
statten V, 197, 634f. 

Monge-Amperesche Gl. IV, 78, 620. 


Invariantentheorie bis Transformationsgruppen 


Multiplikator einer Diffgl. 1.0.1, 5; 
eines vollst. Syst. XIl, 313, 706. Man 
kennt von einem vollst. Syst. einen 
M. u. eine inf. Trf. XVI, 434, 439f., 
740. M. eines Involutionssyst. XIX, 
452. Synthet. Betracht., die auf den 
M. geführt haben 465. Diffgl. des M. 
eines Jacobischen Syst. 740. 


Neue Veränderliche bei einer Trf. I, 1; 
II, 10; III, 42, 615, 616. 

Nichteuklidische Bew. XXII, 549; 
XXlla, 552. N. Geometrie XX*, 502. 

Normieren, die inf. Trff. einer Gr. 
XXII, 545. 


Ordnung, s. inf. Trf. 


Parameter, 
IIT, 43. 

Parametergruppe XX*, 501, 746; 
XXIIH, 553 £. 

Partielle Diffgl. 1.0. s. kanonische 
Variable u. Diffgl. 

*Pfaffsche Gl. 597. . 

Permutable inf. Trff. VII, 224, 229, 
235, 620.. 

Plückersche Liniengeom. VII, 233. 

*Poissonscher Klammerausdruck 619. 

Polargruppe einer Funktionengr. 
XIX, 460. 

Primitiv XXII, 524. 

Primitivität XX*, 501. 

Projektivische (lineare) Gr. der 
Ebene. Die allg. proj. Gr. steckt in 

- keiner größern kont. Gr. von P. T. 
oder B. T. V,169f ,; sie ist die ein- 
zige endl. kont. Gr., die die G, aller 
lin. Trff. umfaßt, ebd. 631. Ihre Diff- 
inv. X, 252ff. Bestimmung aller proj. 
Gr. der Ebene. Erste Methode XIX, 
466—475, 742f. Zweite M. 475—480, 
743. Proj. Gr., die eine Kurvensch. 
p(x, y)=const. inv. lassen 477. Tafel 
aller proj. Gr. 481f. Die lin. hom. 
Gr.en des R,: 482f. Proj. Gr.en des 
R,: 483—487, lassen entw. e. lin. 
Kompl., od. e. Fl., od. e. Kurve, od. 
e. Punkt inv. 488. Proj. Gr.en, die 


Einführung neuer. P. 


eine Ebene inv. lassen 488—492, eine | 
Gerade 492f., 744. Allg. proj. Gr. im | 
Gr.en, die mit gewis- 
sen pro). gleichzusammengesetzt sind | 


R„: XX*, 501. 


XX*, 502, 746. Vgl. Fläche. 
Punkt allgemeiner Lage V, 139; XXIL, 
521; s.v. w. arbiträrer P. IV, 108. 
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Die inf. Trff. einer Gr., die e. P. v. 
allg. L. inv. lassen XXII, 529. 


Raumformen XVL, 448. 
Raumkurven mit geg. Relation zw. 
Krümmung, Torsion u. Bogenlänge 
VII, 237. 
Rebroussementskurve 
kehrkante VII, 227 £. 
*Reduzible Gr. von B. T. 630. 
Reziproke einfach trans. Gr. XVIII, 
450, s. einfach trans. Rez. Gr. einer 
beliebigen Gr. XXII, 524f. Rez. Ra- 
dien, Gr. der XXIlIa, 552. 
Riecatische Gl., Integrationsprobleme, 
die auf eine solche führen X, 242; 
XI, 28%, 289f., 291, 292f., 294, 295, 
302, 303f., 305, 306f.; XIV, 401—403, 
404, 405 f., 406 f., 407, 409, 410, 420f., 
421; XV, 429; XVIII, 450, 682—687, 
718—722. 
Singuläre Lösungen 
Syst. VII, 234, 640. 
Spirale, s. logarithmische. 
Spiralfläche V, 197, 635. 
Symbol einer inf. P.T. III, 45. 
Systatische Gruppen XXII, 523. 


— Rück- 


eines vollst. 


Torsionshalbmesser s. Raumkur- 
ven. 

Transformationen, Ausführung 
zweier Trff. nach einander I, 1; II, 10; 
II, 43; IV, 82, 616. Symbolischer 
Ausdruck dafür 83. 

Transformationsgruppen. 
Anfänge der Theorie 1873, 74. 
Die Gr.en auf der geraden Linie 584f. 
Klassifik. der part. Diffgl. 585. Über- 
tragung der Galoisschen Theorie 
auf Ditfgl. 5686. Jede inf. Trf. be- 
stimmt eine Gr. v. Trff. mit 1 Param. 
586f. Gr.en von &” Trff. 587f. Die 
inf. Trff. einer r-gl. Gr. 588f. Bei- 
spiel 589. Kanonische Form einer 
inf. hom. B. T. 589f. r-gl. Gr. von 
hom. B. T. 590f., die zugehörige 
Funktionengr. ist r-gl. 591f., die zu- 
geh. Fktgr. hat keine ausgezeichneten 
Fkt. 592f., 593. Äquivalente (ähn- 
liche) Gr.en von hom. B.T. 593. Die 
zugeh. Fktgr. hat ausgez. Fkt.en 594. 
Es gibt eine begrenzte Zahl r-gliedr. 
Gr.en. 592, 593, 594, 603. Gew. Diff.- 
gl. n-ter O., die durch B.T. die 
lineare Form erhalten kann; Integra- 
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tionsop,, die die Überführung erfor- 
dert 594, 604, vgl. 595-599. Sätze 
über Gr.en von P. T. der Ebene 599, 
608. Bestimmung der Trfsgr. der 
geraden Linie 599—603. 


Klassifik. 


der Gr.en von P. T. der Ebene 604. | 
Klassen von Diffgl., die auf Gl. nie- | 


drigerer O. zurückführbar sind 604f. 
Nichteukl. Geom. 605. Die Gr.en von 
B. T. der Ebene, die nicht in Gr. von 
P. T. überführbar sind 606f., 607f. 
Die Gr.en von P. T. der Ebene, die 
keine Diffgl. 1.0. inv. lassen 607. 
Gew. Diffgl. 2. O., die inf. P. T. ge- 
statten 609—611. Beispiel 611— 614. 

Begriff der Trfsgr. 615. r-gliedrige 
in n Veränd. I, 1. Ähnlichkeit ıf. 
Die Trfsgr. in 1 Veränd. 2—5, ein- 
gliedrige 2, zweigl. 2—4, dreigl. 4, 
mehrgl. gibt es nicht 4. Jede r-gl. 
Gr. in 1 Veränd. enthält eine (r — ı)- 
gl. Untergr. 4 Gr.en von B. T. der 
Ebene 5. Aufzählung der verschie- 
denen Arten 6f., 615. Typen von 
r-gl. Gr.en in n Veränd. 7. 


I. Trfsgr. einer einf. ausg. 


Mann. II, 10. r-gliedige 10. Jede 
r-gl. Gr. enthält o!(r—1)-gl. und 
#”=1 eingl. Untergr. 12. Eine Gr. 


mit r unabh. inf. Trff. enthält ©"! 
verschiedene inf. Trff. 13. 

Eingliedrige Gr. in x: 13—18. 
Die ident. Trf. u. paarweise inverse 
14, 616. Konstr. einer inf. Trf. 15. 
Diffgl. für f(x, a): 16. Bestimmung 
der Gr. aus der inf. Trf. 16f. Form 
der eingl. Gr.en 17, sie sind alle ähn- 
lich mit der Gr. d. Translat. 17f. 

Zweigliedrige Gr.inx: 18 bis 
31. Jd. Trf. u. paarw. inv. 19f., 616. 
Konstr. von &! inf. Trff. 20f. Diff- 
gl.en für f(x, a,, a,): 21f. Beziehun- 
gen zwischen den inf. Trff. der Gr. 
22f. Bestimmung der zweigl. Gr. 24 
bis 26. Form aller zweigl. Gr. 26. 
Wann zwei unabh. inf. Trff. eine 
zweigl. Gr. erzeugen 27f. Alle zwei- 
gl. Gr.en sind ähnlich 28. Neue Be- 
stimm. der zweigl. Gr. 28—30. Die 
zweigl. Green, denen eine gegeb. inf. 
Trf. angehört 30f. 

Dreigliedrige Gr. in x: 31—39. 
Jd. Trf. u. paarweise inv. Trff. 32f£., 
616. Konstr. von &? inf. Trff. 33 f. 
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Diffgl.en für f(x, a,,a,,a,): 34f. Be- 
zieh. zwischen den inf. Trff. der Gr. 
36. Einfachere Form dieser Bezieh. 
37f. Bestimm. aller 2-gl. Untergr. 
35f. Alle 3-gl. Gren sind ähnlich 
mit der Gr. der linear gebroch. Trff. 39. 

Gr.en mit 4 oder mehr Par. gibt es 
nicht 39—41. Alle Trfsgr. der einf. 
ausg. Mann. 41. 


I. Trfsgr. in nVeränd. ]II,43. 
Wann die Zahl der Param. erniedrigt 
werden kann 43. r-gl. Trfsgr. 44. 
Ähnliche Gr.en 44. Enthält eine Gr. 
zwei inf. Tıff. AF, BF, so auch 
AAF-+uBF: 46. Eine Gr. mit r 
unabh. inf. Trff. enthält ©”! ver- 
schied. inf. Trff. 46. Folgen aus 
= h@,a), file, b) die Gl. 
= f;(8,c), w0 c,= 9,(a,b), so sind 
die p, unabh. i. B. auf die a: 46f. 
Jd. Trf. u. paarw. inverse 48, 616. 
Konstr. von ©”! inf. Trff. einer r-gl. 
Gr. 48—50. Diffgl. für die Fkt.en 
f;(&, a): 50. DBezieh. zwischen den 
inf. Trff. einer Gr. 51f., zw. r unabh. 
inf. Trff. einer r-gl. Gr. 53, 617. Eine 


‘eingl. Gr. bestimmt durch ihre inf. 


Trf. 53f. Eine r-gl. Gr. enthält jede 
eingl. Gr., die von einer ihrer inf. 
Trff. erzeugt wird 5öf. Durch r un- 
abh. inf. Trff. werden »” endliche Trff. 
bestimmt 56—58, 618. Eine r-gl. Gr. 
bestimmt dch. ihre inf. Trff. 58. Da- 
mit r unabh. inf. Trff. A,F eine r-gl. 
Gr. erzeugen, sind die Relationen 
4,A,F — A4A,A;,F= 2c,,,A,F notw. 
u. hinr., bewiesen unter beschränk. 
Vorauss. 58—63. Relationen zw. den 
Konst. e,,,: 63f. Die Untergr.en einer 


‚r-gl. Gr. 64. Herstellung von Untergr. 


einer r-gl. Gr. in n Ver., wenn r>n: 
64f. Aufstell. von r lin. hom. inf. 
Trff., die in den Bezieh. 4,4,F — 
A;A,F=2e,,,4,F stehen 73 f. Auf- 
stellung von Gr.en gegebener Zusam- 
mensetz. 74, vgl. 619—621. Jede inf. 
Trf. einer r-gl. Gr. gehört einer 2-gl. 
Untergr. an 74f. 

II. Gruppen von B.T. Wann 
r unabh. inf. (homog.) B. T. eine r-gl. 
Gruppe erzeugen 67f. Unterschied 
zwischen Trfsgr. u. Funktionengr. 68, 
619. Zu jeder r-gl. Gr. von B.T. 
gehört eine m-gl. Fktgr. (m<r): 68. 


Transformationsgruppen 


Zusammensetzung einer Gr. 69. Ähn- 
lichkeit zweier Gr.en von B. T. durch 
B. T. 69, 70Of., 73. DBestimm. aller 
r-gl. Gr.en von B. T. von gegebener 
Zusammensetz., deren zugeh. Fktgr. 
keine ausgezeichn. Fkt. enthält 69-71. 
Dasselbe, wenn die Fktgr. lauter aus- 


gez. Fkt. nullter O. enthält 71—73, 


‚oder eine ausgez. Fkt. 1. O. 71 Anm. 


IV. Allgemeine Entwicke- 
lungen. Strenger Beweis, daß r 
unabh. inf. Trff. A,f dann und nur 
dann eine r-gl. Gr. erzeugen, wenn 
(4,A)= &c;,,A,f: IV, 78—84. Ein- 
gl. Gr. transponiert vermöge einer 
Trf. 84, 621, vermöge einer inf. Trf., 
Bestimm. der inf. Trf. der neuen Gr. 
86. Die @,:A, fi, ..., A,f stecke in 
der ,ı:A, fi ---, Arf, Bf und es 
sei (A,B)=!2d,,4,f; wird die G, 
vermöge Trff. der G,,, transponiert, 
so bleibt sie inv. (ist eine inv. Unter- 
gr. der G, +1): 85—87, 622. Normal- 


form von A,f, ..., A,f, Bf, wenn 
alle inf. lin. u. homog. 88—90, 622. 
Eine lin. hom. G, enthält eine @,_,, 
diese eine @,_,,.... und jede @, ist 
in @,;+, inv. Normalform der inf. Trff. 
von G,: 90f., 622. Weitere Verein- 
fachung der Normalform 91f. Deutet 
man die Veränd. als homog. Koord., 
‚so läßt die @, einen Punkt inv., eine 
hindurchg. Gerade, ... 92f. Jede ©, 
von derselben Zusammensetz. wie die 
lin. hom. G, enthält eine ®,_,, diese 
eine &,_,,..., so daß jede ®, in 
der ©, inv. ist 93f. Ist G, schon in 
G, inv., so kann man die ©, so wäh- 
len, daß ®&,, dieselben inf. Trff. ent- 
hält wie @,: 94f., 623. Steckt eine 
G,„ von jener Zusammensetzung in 
einer G@,;m, so steckt sie in einer 
(m + 1)-gl. Untergr. der G,.m: 95f. 
Synthetische Begründung der Sätze 
8. 88—96: XIX, 457—459, 623. Ist 
H,,..., H, eine Gr. und (H, R)= 
24,H,+cK, (H,K)=3ß,H,+PßK, 
so ist (H,A)K)=3c,H,;: V, 167. 
Für (H, H,)=H, wird @=0: IV, 121. 
Kriterien für die Ähn]. zweier r-gl. 
SE. von: PD. }. durch BP. IV; 97, 
durch P. T. 97—103, 624—626. Die 
richtigen Krit. f. d. Ähnl. dch. P. T. 
XV, 429f.; XVII, 447; XVIII, 450. 
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Inf.” Trff, verschiedener O. in der 
Umgebung von =y= 0: 104f. Die 
inf. Trff. einer Gr., wenn s die höch- 
ste O. ist 105. Die inf. Trff. s-ter O. 
bilden ein Involutionssyst. (sind paarw. 
vertauschbar) 106. Die inf. Trff. o-ter 
u. höherer O. erzeugen eine Untergr. 
106. Ist 6>1, so hat diese Untergr. 
die Zusammensetzung (K,K, 4) = 
hyıkrı t hrs Kirst "106. 
Fälle, wo das auch für o=1 gilt 
106f. Zu jeder einf. trans. Gr. des 
R, gehört eine rezipr. einf. trans. Gr. 
X11,312. Nichtzusammengesetzte(ein- 
fache) @, mit einer größten Untergr. 
mit r—1 oder r—2 oder r — 3 Pa- 
ram. XII, 313. 


V. Die endl. kont. Gr. von 
P.T. der Ebene. Keine Schar von 
oo! Kurven inv. Die auftretenden inf. 
Trff. nullter u. 1. O. 108f. Die o! 
Linienel. dch. einen festgeh. Punkt 
von allg. Lage dreigl. transformiert 
V, 138. Die etwa auftret. inf. Trff. 
höherer O. IV, 109-112, 626. Drei 
Fälle möglich 111. Gibt es inf. Trff. 
2. O., so ist die Gr. 8-gl. 111f., 626. 
Bestimmung der Gr.en 112—117, 626 
bis 627. Klassif. der Gr.en mit inv. 
Schar von &©! Kurven 117—119, 627. 
Die K. nullgl. transf. 119—125, 628, 
eingl. 125—127, 628, zweigl. 128—130, 
dreigl. 131—133. Klassif. aller Gr.en 
von P. T. der Ebene 133, 629. Jede 
Gr. vonP.T., die nicht in eine lineare 
überführbar ist, läßt eine Schar von 
°' Kurven inv. V,137. Vereinfachung 
der Bestimmung aller Gr. von der 
Form: %,9..., X,, p+ng: X, 
458455, der Gr... 0, .::,X,.g, 
P+ng, ap + ng: 455f. 


VI. Die endl. kont. Gr. von 
B. T. der Ebene 630. Als Gr. des 
R,:&,y,p transf. sie die Linienel. 
dch. e. festgeh. Punkt &,, %,, 9, von 
allg. Lage so, daß das Büschel dy — 
pP, dx = 0 inv. bleibt 157. Ist die Gr. 
nicht in eine von P. T. überführbar, 
so werden die Linienel. des Büsch. 
3-gl. transformiert 157f. Die Gr. ist 
mindestens 6-gl. 159, sie enthält e. 
(5+ g-gl. Untergr. (40), d. in e, 
Gr. von P.T. überführbar 163. Be- 
stimm. der Gr. von B. T., in denen 
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eine vorgelegte Gr. steckt 163—166. 
Die allg. proj. Gr., die allg. lin. u. d, 
spez. lin. stecken in keiner andern 


endl. kont. Gr. von B.T. als in der 


allg. proj. (der allg. lin.) 166—170, 
631. Gr.en von B.T., die eine 6, 
od. @, von P. T. enthalten mit 2 inv. 
Scharen von »! Kurven 170—175. 
Man findet eine @,: 172 und e. @,;: 
174f. Enthält eine Gr. von B. T. eine 
(5 + 9)-gl. Untergr. von P.T. (40) 


| 
| 
| 
| 


mit einer inv. Schar von @! K.,d. | 


nullgl. oder 1-gl. transf. wird, so enth. 


sie e. (ö+g--1)-gl. Untergr. von | 


P. T. 175—177. Der Fall, daß die 


&' K. zweigl. transf. werden, liefert 


eine G@, und e. @, von B. T. 177 bis 
181, der Fall, daß sie 3-gl. transf. 
werden, eine @,,: 181—184. Es gibt 


eine @,, @,, G,, von B. T., die nicht 
in Gr.en von P. T. überführbar 184 
bis 187, diese sind die einzigen 187 


bis 191, 63831. 
Schar der ©® Kurven y=A-+ Bx 


Alle 3 Gr. lassen die | 


+ Cx? inv. 191—194. Dies ist die | 


einzige bei der @, inv. Schar von »° 
K. 194f. B. T., die diese K.schar in 
d. Schar aller Hyperbeln mit gemeins. 


Asympt., in d. Sch. aller Kreise über- | 


führt 196f. 
eines lin. Kompl. im R,: I, 6, 606. 


Die @,, als d. proj. Gr. 


Neue Meth. zurBest. der@Gr. | 


von BE Die m£ 


ırh. 1 O..der 


Gr. VI, 199f. Die mögl. Fälle 200f. 


Werden d. Richt. dch. e. festgeh. P. 
von allg. Lage des R, x, y, z dreigl. 
transf., so eine @, von B.T. 201—206, 
636. Vier der zuerst unterschiedenen 
Fälle liefern keine Gr. 207, 636. Die 
Richt. 4-gl. transf., eine @,: 208—212, 
5-gl. transf., eine @,,: 212— 222, 637f. 
Die gefundenen Gr.en sind neue For- 
men der früher gefund. 206, 212, 222, 
636f.- 


VI. GruppenvonP.T. des R,, 
die im Inf. möglichst transi- 
tiv V,138. Die Gr. enthält n inf. 
Trff. nullter O. 139 und n’—1 oder 
n?” von 1. O., die etwaigen inf. Trff. 
höherer OÖ. 140—144, 629. Sie ist 
ähnlich mit der allg. proj. 145—147 
od. mit der spez. lin. 147—153 od. mit 
der allgemeinen lin. 153—156, 629f. 





Weitere Untersuch. üb. Transitiv. im 
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Inf. (138, Z. 7-5 v.u.) XX*, 501 e 
Nr. 5; XXII, 533850, 


VII Inv. Diffgl. bei den Gr. 
vonP.T. derEbene. Wie die Gr. 
die Ableit. y‘, y”, ... transformiert. 
X, 244f. Die zu einer r-gl. Gr. ge- 
hör. Det. 4: 245. It #0, so lie- 
fert 4 — 0 die inv. Diffgl., deren Ordn. 
<r— 2: 245f. Die inv. Diffgl., deren 
0. >r— 2: 246f. Die Integralk. der 
inv. Diffgl., deren O. <r: 247 f.; jede 
gest. inf. Trff. der Gr. 649, 653f., 660, 
662. Inv. Diffgl. r-ter O., deren Inte- 
gralk. je eine inf. Trf. der Gr. gestat- 
ten 667. Die inv. Diffgl. der Gr.en, 
die keine Diffgl. 1. O. inv. lassen 248. 
bis 256, 677f., der Gr.en mit 2 inv. 
Diffgl. 1. 0. 256—263, 678#., mit 1 
inv. Diffgl. 1. 0. 264—272, 679, mit. 
unendl. vielen 272 f., 679. 


IX. Wie man e. Gr. von P.T. 
der Ebene, deren inf. Trff. ge- 
geben sind, auf-ihre kanon. 
Form bringt. Ermittelung der 
kanon. Form 274—276, 679£. Über- 
führung in die kan. Form, Beispiele 
276—281, 681f. Bestimm. der bei 
der Gr. inv. Diffgl. 281. 


X. Die unendl.»kont. Gr.en 
von P.T. der Ebene. Trfsgr. mit. 
unendl. vielen Param. XII, 311. Dis- 
kont., kont., endl., unendl. Gr.en XIII, 
314. Gr.en, die weder disk. noch kont. 
sind 314, Anm. Endl.u. unendl. kont 
Trfsgr. 315. Diffgl. für die inf. Trf. 
einer endl. kont. Gr. 315—317. Die 
Defingl. der Gr. 338. Unendl. kont. 
Gr.en, deren inf. Trff. dch. Diffgl. de- 
finiert sind 317f. Die Forderung, daß 
dies möglich sein soll, ist eine Be- 
schränkung 361. Unter den Defingl. 
einer unendl. kont. Gr. gibt es stets. 
eine, deren O. entw. 0 od. 1 od. 2 
ist 320f. Eine Gl. nullter O. 321. 
Keine Gl. nullter oder 1. O., aber eine 
2. 0. 322—324, 708. Eine oder meh- 
rere Gl. 1. 0. 325—327, 708f. Eine 
Gl. 1.0. ,+m+AE+Bn=0: 


327—330. Eine Gl. 1.0. 
er, n)-rn,t 0: 
330f. Keine Gl. nullter oder 1.0. 


aber 2 von 2. 0. 331—334, 709. Alle 
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Gr.en mit einer Gl. 1. O., die die 
Form &,—=0 erhalten kann 334 ff., 709. 
Fünf Fälle 334. Gr.en, die jede 
Kurve x = const. inv. lassen 335— 342, 
709f. Die Kurven &= const. eingl. 
transformiert 342—345, zweigl. 345 
bis 547, dreigl. 347—349, 710, unend- 
lichgl. 349—355, 710—713. Unendl. 
kont. Gr., d. keine Schar von »! K. 
inv. lassen 355—357. 


Konstr. neuer inf. Trff. einer kont. 


Gr. aus bekannten .357—359, 713. 


Allg. Eigensch. der Defingl. einer 
kont. Gr. in n Ver. 359. Eigensch. 
(der unendl. kont. Gr.en von P.T. der 
Ebene 359f. 


XI. Gegeben die Defingl, 
einer endl. kont. Gr. von P.T. 
der Ebene. Charakterist. Zahlen 
der Defingl. XIV, 374f. Diffgl. für d. 
Trf., die die Überführ. der Gr. in die 
kan. Form leistet 377f. Reduktion 
dieser Diffgl. auf eine Normalf. durch 
Benutzung gewisser Diffinv. 381 f., 715 
bis 718. Aufstellung von Hilfsgl. zur 
Integr. dieser Diffgl. 383. Zurück- 
führ. der Hilfsgl. auf e. Normalform 
718—722. Ermittelung der kanon. 
Form der Gr., wenn die Defingl. eine 
Gl. nullter ©. enth. 383—386, 722, 
wenn sie keine solche Gl. enth. 386 
bis 394, wenn die Gr. 2 Scharen von 


@!K. inv. läßt 390f., 723, unendlich 


viele 391f., 723, nur eine 392f., 723, 
keine 393f. Die zur Überführ. in die 
kan. Form erford. Integrationsopp.: 
im Falle zweier inv. Scharen 395—406, 
723—725, nur einer inv. Schar 406 
bis 418, 725— 728, unendl. vieler 418f., 
728, keiner 419—421, 728—730. Neue 
Meth. zur Best. einer Gr. mit bek. 
kan. Form 423—425, 733—737. Die 
verschied. mögl. Methoden 425, 738. 


XU. Gr.envonP.T.des R, XR, 
493—497. Die Richt. dch. e. festgeh. 
Punkt 8-gl. transf. 494, es bleibt ein 
irred. Kegel 2. Gr. von Richt. inv. 
494 f., die mögl. 7 Fälle, wenn keine 
Sch.. von »® K. inv. bleibt 495f., Er- 
ledigung der 4 ersten Fälle 496f., 745. 


XII. Allgemeine Untersuch. 
Die Theorie der endl. kont. Trfsgr. 
ohne Voraussetzung der id. Trf. u. 





paarweise inverser Trff. XX, 499; 
XX*, 499f. Eine Gr. ohne id. Trf. 
500 Anm., 745. Jede kont. Gr. Teil 
einer Gr. mit paarw. inv. Trff. 501. 
Jede @, enthält ©”! @,: 501. Die 
(erste) Parametergr. u. die adjungierte 
Gr. 501. Jede @, ähnlich mit e. Gr. 
von Transl. 501. Gr.en, bei denen, 
wenn ein Punkt von allg. Lage fest- 
geh. wird, keine Figur von Linienel. 
inv. bleibt 502. 


Alle Trff. einer @, auf eine Figur 
ausgeführt XXII, 507f. Die Lagen 
der Fig. dch. e. isom. trans. Gr. ver- 
tauscht 508f. Konstr. einer höloedr. 
isom. einf. trans. Gr. 510f, 747. 
Konstr. transitiver Gr.en von gegeb. 
Zusammensetz., jede Untergr. liefert 
eine 513f., so findet man alle 515f., 
747. Wann sind zwei der gefundenen 
Gr.en ähnlich 516—518. Bestimm. 
der r-gliedr. intrans. Gr.en des R,: 
519—521. 

Systatische u. asystatische Gr.en 
von P. T. XX*, 502; XXII 521—523. 
Wie man erkennt, ob e. Gr. syst. od. 
asyst. ist 526—528. 


Bei jeder Gr. von P. 'T. werden die 
Linienel. dch. e. festgeh. Punkt von 
allg. Lage dch. e. lin. Gr. transfor- 
miert 528f. Das gibt eine Klassif. 
der trans. Gr.en von P.T. des R,: 
531. Methode zur Bestimm. aller 
dieser Gr.en 531—533. Die Gr.en 
zerfallen in Klassen u. alle Gr.en 
jeder Klasse sind ähnlich 533, vgl. 
XX?®, 502; XXI, 505, Nr. 4. 

Gr.en von P. T. des R,„, bei denen 
eine Mongesche Gl. 2. Grades inv. 
bleibt u. die Richt. dch. einen fest- 
geh. P. allg. Lage möglichst allg. 
transformiert werden XX*, 501; XXII, 
534—552. Die inf. Trft. höherer O. 
535—537. Mögliche Fälle 537. Be- 
stimmung der Gr.en 537—549, 748 
bis 753. Für n>2 sind die Gr.en 
alle endlich 540f. Man findet die 
konforme Gr. (Gr. der rezipr. Radien), 
die Gr. der Euklid. Bew. und Ähn- 
lichkeitstrff,, die Gr. der Eukl. u. die 
der nichteukl. Bew. 538, 540, 545, 
549f., 552. 

Jede Gr. ist holoedr. isomorph zu 
ihrer Parametergr. XXIII, 553. Wann 
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zwei r-gl. Trfsgr. hol. (meroedr.) is. 
sind 554. Bestimmung aller bei einer 
einf. trans. Gr. inv. Zerlegungen des 
Raumes 554. Bestimmung einer r-gl. 
Gr. von gegeb. Zusammensetz. c;;;: 
556 f., 754. 


Die Definitionsgl. der endl. Trff. 
einer (endl. od. unendl.) kont. Gr. 
XXIV, 558. Das Syst. der Defingl. 
bleibt bei den Trff. der Gr. und nur 
bei diesen inv. 558f. Die Gr. enthält 
eingl. Gr.en 559. Die Defingl. der 
inf. Trff. der Gr. 559. Die Defgl. der 
endl. Trff., dargestellt mit Hilfe von 
Diffinv. der Gr. 559f. Daraus lassen 
sich die Defgl. der inf. Trff. ableiten 
560. Kont. Gr.en ohne id. u. ohne 
paarw. inverse Trff. 560 Anm. 


XIV. Einzelheiten. Bestim- 
mung einer Gruppe mit bekannter 
kanonischer Form XV, 429. Ein Satz 
über gleichzusammeugesetzte Gr.en 
XVII, 448. Die Zusammensetz. einer 
G, für r<T: XVIO, 451. Wie sich 
die Det. der &,, einer einf. transitiven 
Gr. B,f=2E,,p, des R, bei den inf. 
Trff. der Gr. verhält XIX, 463f. Das 
liefert u. U. eine inv. (a— 1)-gl. Un- 
tergr. der @„: 464. Jede G,, d. keine 
@, enthält, ist gleichzusammengesetzt 


mit der allg. proj. Gr. der Ebene 


XXIII, 557, 754. 

Vgl. Diffgl., Projektivische Gr.en. 
Transitivität XX*, 501, im Infini- 
tesimalen V, 136, 138f. 
Transponieren, eine Trf. vermöge 
einer andern IV, 84. Vgl. Trfsgr. 
unter IV. 

Typen von Gruppen I, 2, 7, von Unter- 
gruppen XXII, 519. 





| 
| 
| 
| 
! 
| 
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Unabhängig, s. inf. Trf. 
Unbeschränkt integrabel XIV, 375, 
s. Diffgl. 2 
Unendlich kl. Trf. I,2, s. inf. Trf. 
Unendl. kl. Trff. im Gegensatz zu inf. 
Trff. 713, 755. Unendl. Gr. s. Trfsgr. 
Untergruppen, Bestimmung aller 
Untergr. einer r-gl. Gr. A,F,..., 
4A,F: III, 64. Jede r-gl. Gr. in n Ver- 
änd. enthält Ugr., wenn r>n: 64f. 
Jede inf. Trf. einer @, gehört einer 
2-gl. Ugr. an 74f. Invariante Ugr. 
XIV, 376; XIX, 458. Konstr. einer: 
inv. ‚in einer @,.: 465. Vgl. Trfsgr. 
Ursprüngliche Variable bei einer 
Trxf. 1,1; II, 10; III, 42, 615, 616. 


Vereinigt liegende unendl. benachb. 
Linienel. der Ebene V, 157. 

Vertauschbare inf. Trff. XIX, 457, 
468, 620. 

Vollständiges System, seine In- 
tegration X, 256. Vollst. S. mit be- 
kannten inf. Trff. XII, 312f., seine: 
Reduktion auf Hilfsgl.en 313; XIV, 
4241. Vollst. 8. in 2, ..., 24 Dir 
++, 27, bei dem mit f; und f, auch 
(;f,) eine Lös. XIX, 460. Vgl. Diffgl. 


Zerlegung des R,, die bei einer Gr- 
inv. bleibt XXIII, 554. 

Zugeben, eine Diffgl. gibt eine Trf. 
zu XIV, 371. 

Zulassen, eine Trf. I, 7. 

Zusammengesetzte Gr. XIV, 376. 
Nicht zus. Gr. s. 0. wie einfache Gr. 

Zusammensetzung einer Trfsgr. 
II, 69, 2.12v.u., 74,2.4v.u.; XVII, 
451; XXI, 504; XXII, 510. Wann r® 
Konst. c,;, die Z. einer @, bestimmen 
XXI, 556f. Z. zweier inf. Trff. XV, 431. 

Zyklen der Substitutionenth. XX*, 501. 


Gruppenregister. 
I. Die endl. kont. Gruppen von P. T. der Ebene. 


A. Gruppen, die keine Schar von ©! Kurven invariant lassen. 





() 1?» 9 YD, 2p — yq, 2q, zp+ygq, &’p+xyg, zyp + y*q | 





IV, 114; V, 169f.; IX, 238; X, 252—256, 274; XI, 307—310; XIV, 367—370, 398 f., 
419 £.; XIX, 466—482, 631, 655f., 701—703, 728—730. 





(2) | 2) 0 yp, © — ya, ©4, @P, »p+ya| 





IV, 116; V, 159162, 169, 170; IX, 238; X, 250—252, 274; XI, 306—307; XIV, 
367369, 393f., 419, 420f.; XIX, 468, 476f., 481, 631, 656. 





@) | pP vr er— ya, wa | 





IV, 117; V, 162, 166—168, 170; IX, 238; X, 248—250, 274; XI, 304f.; XIV, 393£., 
421; XIX, 468, 476f., 481, 631, 657, 658. 


B. Gruppen mit einer invarianten Schar von »! Kurven. 
«) Die Schar z=const. nullgliedrig transformiert.. 





(1) RU... 8.0: e>V 











IV, 125; IX, 238, 239; X, 265f., 275; XI, 296—298; XIII, 351; XIV, 384—386, 392, 
412f., 595, 652, 662, 676, 703. Die Determ. 4 verschwindet identisch X, 265. 
Gruppen von B. T., in denen die Gr. steckt V, 17öf. 





(2) X, X, 90 > 











IV, 125; IX, 238, 239; X, 266f, 275; XI, 298f.; XIII, 351; XIV, 384—386, 392, 414, 
595, 652, 662, 663f., 676, 703. Die Det. 4 verschw. id. X, 266.. Gruppen von 
‘ B.T., in denen die Gr. steckt V, 176. — Fall r=2, kanon. Form: g, xq, yq 
X, 277£.; XIX, 478. 


ß) Die Schar «= const. eingliedrig transformiert. 











(1) Kr LH PHeVg. >29 





IV, 126, 127. Die Konst. ze kann =0 gesetzt werden X, 268, 275; XIX, 455. — 
IX, 238; X, 267 £., 275; XI, 299; XIV, 393, 414—416, 656, 658. Gruppen von B.T., 
in denen die Gr. steckt V, 176f. Die Gr. gq, xq, p: X, 278. Projektive Formen 
der Gr. für r=2: XIX, 473f. 
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{2) LK 2: X,-4nP (>) 








IV, 127; IX, 238; X, 268f., 275; XI, 299; XIV, 393, 416-418; XIX, 455, 656. 
Gruppen von B. T., in denen die Gr. steckt V, 177. Projektive Formen der Gr. 
für r—2: XIX, 466, 469. 


y) Die Schar z=const. zweigliedrig transformiert. 





(1) 12045 :.., ag, m, wpteyqg >i;c#r) 











IV, 129, 130; IX, 238; X, 269f., 275f.; XI, 300; XIV, 393, 411; XIX, 4ö5f., 653, 
656, 658. Steckt fürr=3, c—=0in einer G, von B.T. V, 177—179. Fürr=2 
proj. Gr. XIX, 469 f. 





(2) 1xa..„aigp, zp+ryg (r>W) 











IV, 129, 130; IX, 238; X, 270, 276; XI, 300£.; XIV, 393, 411f.; XIX, 455 £.,659, 676. 
Die Det. Z verschw. id. X, 269. Gruppen von B.T., in denen die Gr. steckt 
V,177f. Für r=2 proj. Gr. XIX, 469. 





(3) g,.209,..., a", pP, ap+lry+an)g 








IV, 129,130; IX, 238; X, 270f.,275£.; XI, 301; XIV, 393, 412; XIX, 455f., 658, 658. 
Gruppen von B. T., in denen die Gr. steckt V, 177f. Für r=1 proj. Gr. XIX, 
472, 475. Für r=2 nicht in e. proj. Gr. überführbar 469 f. 





(4) ,2G..,2',y,Pm,xp (>N 











IV, 130; IX, 238; X, 271, 275; XI, 301f.; XIV, 393, 408 f., 411, 653, 656. Steckt für 
r=3 in einer @, von B.T., für r=2 in einer @, von B. T., die in eine Gr. von 
P. T. überführbar ist V, 179—181. Für r=2 proj. XIX, 468; ihre Untergruppen 
477—480. 


60) Die Schar x=const. dreigliedrig trangformiert. 








(1) p, zp+yq, z’p+ 2xyq |=| 9, ?rzp+ ya @’p-+ xyq 




















IV, 131, 133 für B= 0; IX, 238; X, 264f., 276; XI, 293f.; XIV, 393, 406f.; XVI, 
444, 657, 658. Als proj. Gr. XIV, 406; XIX, 472, .474f., 481, 679. 











(2) p, 22p + yq, z’p + xyq, yq 





IV, 132, 133; IX, 238; X, 265, 276; XT, 294—296; XIV, 393, 407; XIX, 469, 481, 
653, 656. 








(3) 29 ..., ar-tg, 9, 22p-+(r— 1)yg, &p +(r—1)ayq (>) 








IV, 132£.; IX, 238; X, 271£., 276; XI, 302; XIII, 351; XIV, 393, 410, 656, 658, 658. 
Gruppen von B.T., in denen die Gr. steckt V, 181f. Für r=2 ist die Gr. pro- 
jektiv u. dualistisch zu A,: 181; XIX, 468, 481. 
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(4) GE ..., Ti, yq, pP, ap, @p+(r—I)ayg (> 





IV, 132, 133; IX, 238; X, 272, 276; XI, 303f.; XIII, 353; XIV, 393, 409£., 653, 
657. Für r=3 steckt die Gr. in einer @,, von B.T. V, 182—184. Für r=2 
ist sie projektiv u. dual. zu A,: 181; XIX, 468, 481, 678, 701—703. 


C. Gruppen mit zwei invarianten Scharen von ©! Kurven. 


| (1) | nyq | 


IV, 125, 128, 130 (p, zp); IX, 238; X, 257, 275, 279f., 280f.; XI, 283; XIV, 385, 399 
bis 401, 404, 662, 676. 


(2) | 9, 99, p | 





IV, 127, 129 (q, p, xp); IX, 238; X, 257, 275; XI, 283f.; XIV, 390, 395—399, 
656. Projektive Formen der Gr. XIX, 472, 474, 481. 





@) zz} ”p | 


IV, 180; IX, 238; X, 258, 274, 277; XI, 286f.; XIV, 391, 395, 656. Als proj. 
Gr. XIX, 469, 470f., 481. 


(4) 9: 99, y?q 

















IV, 125, 131, 133 (p, zp, &*p); IX, 238; X, 259, 275, 280f.; XI, 289f.; XIII, 351; 
XIV, 384 f., 386, 401—403, 404f., 662, 676. Die Det. 4 verschw. id. X, 259. 











(5) 9, 99, y’q, p 





IV, 125, 127, 132£. (q, p, xp, ©*p); IX, 238; X, 260, 274; X1, 290; XIV, 390, 403f., 656. 





(6) 9 99, Y?q, P, xp 











IV, 128, 130, 133 (q, yg, p, xp, *p); IX, 238; X, 261f., 274, Z. 17-14 v.u; XI, 
'290f.; XIV, 391, 404, 656, 695. Gruppen von B.T., in denen die Gr. steckt V, 
170—173, insbes. eine @, von.B.T. 172. 











(7) 9, 99, y?q, P, xp, x’p 





19,181, 138: IX, 288; X, 262f., 274, 2. 1 -Mv.u; XI, 291—293; XIV, 391, 405, 
.656, 696 £. Gruppen von B.T., in denen die Gr. steckt V,173— 175, inabesondere 
eine @,, von B. T. 174f. 


(8) P, q, p+ceyq (c+0,1 


IV, 129; IX, 288; X, 258f., 274; XI, 285; XIV, 391. Fall @=— 1: 427, 657, 687, 
723. Als proj. Gr. XIX, 472, 474, 481. 











(9) P+94ap+yg4 ®p+y’al=|p, ap+yg @’p +@xy+yd)g 

















IV, 131, 133 für B=1; IX, 238; X, 260 f., 274; XI, 287--289; XIV, 391, 405f., 657, 
‚658, 688. In pro). Form: 








p+aq, xp-+ 2yq, (@"—yW)p+txyq 


XIX, 472, 475, 743, 481; XXJH, 512. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. V 49 





170 Gruppenregister 


D. Gruppen mit ©! invarianten Scharen von &! Kurven. 


i aa 


IV, 127; IX, 238; X, 276; XIV, 392, 419, 629, 668. 








(2) 4,p+yq |= eq,p 

















IV, 127, 128, 130 (p, zp+ gQ); IX, 238. In der Form: q, pt yq: X, 273, 276, ' 
279; XIV, 392, 418f., 629, 668. Die proj. Formen der Gr. XIX, 482. 





(3) 94, 9, zp+ygq 





IV, 130; IX, 238, 239; X, 258f., 273, 276; XIV, 392, 419, 629, 668. Die Det. £ 
verschw. id. X, 273. 


E. Gruppen mit ©” invarianten Scharen von Kurven. 


BEE 


IV, 119, 125, 127 (p); IX, 238; X, 273, 280f.; XIV, 385, 418, 668. 


II. Die endl. kont. Gruppen von B. T. der Ebene, die nicht in Gruppen 
von P. T. überführbar sind. 


Die sechsgliedrige: 





(1) . 1 4 29 2°’ p, xp, 7 











V, 179, 184—186. Sie enthält 5 inf. P. T. 186. Gruppen, in denen sie als Unter- 
gruppe steckt 188. Die Kurvenschar: y= A+ Bx+ 0x? ist die einzige bei ihr 
inv. Schar von »©® Kurven 195. Als Gr. von P. T. des Raumes x, y, 2: 








(‘) p, q+ar,r, 2zg+4er, 2p— yq, yp+Ly’r 








VI, 206. Andere Form mit der inv. Kurvenschar: zy+ Ar + By+(=0: 











(1”) 9, 49, Y”4, 2, Vpq, yVYpq 





B. T., die die Überführung leistet V, 196. Als Gr. von B. T. der Kreise I, 6; 
V, 197, 606. | 
Die siebengliedrige: 





(2) q, xq, x”q, Yq, P, XP, 7 











V, 172, 180. Sie enthält 6 inf. P. T. 186. Gruppen, in denen sie als Untergr.. 
steckt 188f. Die Schar: y=A+ Bx-+ (x? die einzige inv. Schar von »® K.. 
194f. Als Gr. von P. T. der Raumes x, y, z: 








(2) E q+ter, r, zq+t@r, 2p—yq yp+4y’r, zp+yqa+ 22r 
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VI, 212. Ähnlich durch B. T. mit der Gr.: 





(2) 9, 99, y’q, xp, P, Vpq, yVrq 


die die Schar: @y+ Ace + By+(C=0 inv. läßt V, 172, 196. Als Gr. von B.T. 
.der Kreise I, 6; V, 197, 606. 
Die zehngliedrige: 

















F} 2 { 2 
(3) | q, 2q, x?q, yq, p, xp, z’p+2xyg, 7- 2yp+2” sayp+ Ay’ ta”, 








V, 175, 184. Sie enthält 7 inf. P. T. 186, steckt in keiner größeren endl. kont. 
‘Gr. von B. T. 191, läßt die Kurvenschar: y= A+ Bxz-+ Cx? sonst aber keine 
Schar von »® K. inv. 191—195. Als Gr. von P. T. des Raumes x, y, 2 





PD, q+er, Tr, xq+4te?r, pP — yq, yp+ty’r, 
8  |ep+tyg+t2er, 3e’p+2g+zzr, @—ay)p —Iy’ga— Iay’r, 
(2 —I2’y)p + (yz— Jaey)ga+ (a —4e’y’)r 





VI, 222. Als proj. Gr. eines linearen Komplexes I, 6; XIX, 486, 606. Ähnlich 
durch B. T. mit der Gr.: 





(3) 9, 99, y?q, », xp, x’p, Vpq, yVpaq, zVpq, zyYpq 











anit der inv. Kurvenschar: ei V, 175,196. Als Gr. aller 
B. T. der Kreise I, 6; V, 197, 606. 


III. Die unendl. kont. Gruppen von P. T. der Ebene. 
A. Gruppen, die keine Schar von ©! Kurven invariant lassen. 
1. Definitionsgleichungen: 


ty =0: Fr u 


P, 9, 29, 2P —yY9, yp, zp, cp + yg, 
ka rn manner Yg- kml... ntl;n=3,3....). 


Inf. Trff.: 


Alle Flächenelemente werden in konstantem Verhältnisse geändert XIII, 331—334, 
356 f., 360. 
2. Definitionsgleichung: 


a iR 


pP, d, xg, pP -- Yg, YP, 
karkti,kin _ mMLı— hs TI  Bekkcunti ar ..): 


Mf. Trf:: 


Alle Flächenräume invariant XIII, 327—330, 356 f., 360. 


B. Gruppen mit einer invarianten Schar von ©! Kurven. 
«) Die Schar x=const. nullgliedrig transformiert. 





(1) f(z)gq | XII, 335, 342. 














(2) fo) X,y9 ..:, XuYyq XIII, 336, 342. 
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(2) 


(8) 


Dabei sind X, ..., X 


Gruppenregister 





f(@)q, p@)yaq | XII, 336, 342. 











fo)q, A, (a@)yq, fs(@)y*q | XI, 388, 342. 











f(x, y)gq | XII, 341, 342. 











| ß) Die Schar x= const. eingliedrig transformiert. 





f(x)qg, p| XII, 343; XIV, 414. 











fa, f,(@)yq, p | XII, 343; XIV, 416. 











f@)qg, XYyG ---, Any p| XI, 343. 








m ein System Lösungen einer lin. hom. Diffgl. m-ter O. mit; 


konstanten Koeffizienten. 


(4) 


(2) 


(4) 


(5) 





a hy hla)y’q, p | XTU, 344. 











f&,y)q, p | XII, 344f. 











y) Die Schar z=const. zweigliedrig transformiert. 





f(x)gq, p, cp+ecyq | XII, 345, 347. 











faq fı(@)yq, P, ep | XII, 345, 347. 











fix)q, yq, zyQ, .... 2’ iyq, pP, xp XII, 846 £.; XIV, 415 (m = 1). 











fa, fı (@)yq, fs()y?’q, p, cp | XII, 346, 347. 











fix, y)q, 29, xp | XIU, 347. 7 








6) Die Schar «= const. dreigliedrig transformiert. 





fıx)q, p, cp+ cyg, x’p-+ 2cexyg | XIIU, 348; XIV, 402 (c = 0) 











f(x) q, f,(@)ygq, p, cp, xp | XIU, 348. 











f(z)q, 99, p, xp, @’p+exyg | XII, 348. 











f(x), h(@)yq, f,(@)y?q, p, xp, x’p | XII, 348. 











fi (®, y)q, p, xp, x’p| XIII, 349. 











(1) 


(2) 


Cayley, A., XVIII, 449,460; XIX, 484, 
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&) Die Schar = const. unendlichgliedrig transformiert. 











f@)p+f(@)gq| XI, 351. 





fa) +fay+f”ayd)g | 8. 710f. 











foap + foy+sreyda | S. 711. 














ya feap +4f(@)yq 


=, f@)p+f(a)gq | XI, 352. 














faq hp + eh @)yq 


XII, 354, 713f. 











f&)q, v4 hp + ch(&)ygq 8. 712; XVI, 41f.(c=4). 














E (@) 9 I, (@)y4, fr (x)P 





XII, 384. 





faq Kay, f(@)y?q, 


(op | XII, 354. 




















p(&, y)q, fia)p | XII, 855. 


C. Gruppen mit zwei invarianten Scharen von ©! Kurven. 
























































fa |=| fi)» | XI, 338, 350. 
fYy)a pl=|gq fa)p | XI, 344, 352. 
fg, », «p |=| q, yq, f(@)p | XII, 347, 353. 
fg, », zp, x&’p |=| q, yq, y’q, fia)p XIII, 349, 353. 
f)a. fı@p | Xu, 304. 
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Druckfehler, Berichtigungen und Zusätze. 


Zu Band V. 

8. 78, Z. 2 fehlt rechts die Seitenzahl: [93. 
S. 130, Z. 13, 14 hätten die rechten Zeiten so verbessert werden sollen: 

= (00%, 4'409, X,)9: 

= bu Lt + dr X94- 
8. 189, 2.10 v.u. lies: o”-1, 
S. 140, Z.3 v.u. lies: HY. 
9: 141..2.3 7:0, les: B,27D.. 
8. 165, Z.1 v.u. lies: b,a{®. 
S. 177 im Kopfe lies: Nr. 27—31. : 
S. 191 im Kopfe setze: von B. T. der Ebene. 
8. 212, 2 5v.u. lies: +. = «' 
S. 242 im Kopfe fehlt der Punkt hinter Integration. 
S. 243, 2.1 v.u. fehlt der Punkt hinter wesentlich. 
S. 247, 2.2 v.u. hätte das r—1 des ersten Druckes durch r—2 ersetzt 

werden sollen. ; 

S. 253, 2. 4—2 v.u. Bisher ist es mir noch nicht gelungen, eine Stelle zu 


finden, an der Monge die Differentialgleichung der Kegelschnitte aufgestellt hat. 


S. 
S. 301, Z. 1 fehlt vor „und“ das Komma. 
S. 

S. 382, Z. 17 ist der Abstand zwischen 
S. 
8. 


296, Z. 8 lies: Gleichungen. 


348, Z.1v.u. setze: f(z)g statt: f(x). 
dU 


und 


rel en ß. 
2 2, zu gro 


411, 2. 9 setze: 
464, Z. 15, 16 hätte beide Male das »”-! des ersten Druckes durch »"-? 


ersetzt re Eorlen: 


S. 


495, Z. 12 lies: @/. 
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.1iv.u. lies: af, 


525, 

0%; i 
550, Z.4 v.u. lies: konformen Transformationen. 
596, Z. 2f. lies: erzeugt, sie ist daher. 


598, Z. 1f. lies: Form bekommt, die. 

1...n 
.16 v.u. lies: > 

k 
. 601 im Kopfe setze: Gruppe auf der Geraden. 
. 602, Z. 12 müßte es eigentlich heißen: —= a8. 
. 694, Z.4—1 v.u. Allerdings wird dieser Satz an der angeführten Stelle 
der Th. d. Tıfagr. nicht ausdrücklich aufgestellt und daher auch nicht bewiesen. 
Man kann sich aber von seiner Richtigkeit leicht überzeugen, wenn man Folgen- 
des beachtet: Unter den Funktionen 9,, ..., P,_mı Kir **"r An—m gibt es ge- 
nau so viele von einander unabhängige wie unter den Pfaffschen Gleichungen: 


Z 
Z 
Z 
596, Z. 10 lies: so wäre es nach. 
Z 
Z 


598, 


nnn mn mmmm ın 


(1) dp, =0,.., dp, _m=I Imu=% .-, dm. 
Sind daher etwa die Gleichungen: 
(2) dp, =, ..., dp, _mı Iu=9 +, dyy= 9 


von einander unabhängig, während die übrigen Gleichungen (1) aus (2) folgen, so 
sind Pys +: Pam Xi >, %, yon einander unabhängig und %,,1» --- n_m 
“ durch sie allein ausdrückbar. Demnach ist (2) ein unbeschränkt integrables 
System, dessen allgemeinste Integralfunktion (Th, d. Tıfsgr. Bd. I, Kap. 5, S. 92) 
eine willkürliche Funktion von 9, ---, Pu _mr 11 ***r nm 18. Nun ist (2) 
offenbar das kleinste System von Pfaffschen Gleichungen, das die beiden unbe- 
schränkt integrabeln Pfaffschen Systeme: dp, —=0,..., dg„_„= 9 und: 
dyı=0, ..., dX„_„. = 0 umfaßt. Andererseits sind die Integralfunktionen von 
(2) die Lösungen eines (m — l)-gliedrigen vollständigen Systems. Dieses vollstän- 
dige System ist daher das größte System von linearen partiellen Diffgl. 1.O., das 
die beiden vollständigen Systeme mit den Lösungen: 9,,...,9,_,„ und: 1, .--, 
Anm’ gemein haben. 

S. 733, Anm. zu 8. 423, Z. 11—18. Man vgl. auch A. Koppisch, Zur In- 
variantentheorie der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung, Greifs- 
walder Dissertation 1905, s. da insbesondere S. 17. 

S. 746, Anm. zu S. 503, Z. 14--16. Die beiden ersten Abhandlungen von 
Halphen sind abgedruckt in den Oeuvres Bd. III, Paris 1921 auf S. 1—260 und 
S. 457—461. 


Zu Band III. 


S.XIV, 2.2 v.u. lies: 1922. 

Zu Abh. V, 8.27, Z.15—5v.u. In der Abhandlung: „Über Differential- 
invarianten“, Math. Ann. Bd. XXIV, 1884, 8. 547 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, $ 2, 
Nr. 7) führt Lie diese ganze Stelle wörtlich an und bezeichnet sie als ein kurz- 
gefaßtes Programm für seine gesamten späteren Arbeiten über die Ver- 
wertung bekannter infinitesimaler Transformationen. Außerdem vgl. man hier in 
Ba. V, 8. 640 die Anm. zu 8. 234, Z. 1—16. 

An dieselbe Abh. V denkt Lie auch in der hier in Bd. V als Nr. XIV ab- 
gedruckten Abhandlung, wenn er S. 426 sagt, er habe schon 1872 die Theorie der 
Invarianten einer Gl. f= 0 gegenüber allen P. T. oder B. T. beiläufig berührt. 

S.27, 2.6v.u. In dem eben erwähnten Abdruck in Bd. XXIV der Math. 
Ann. hat Lie gesetzt: „Unter diese Betrachtungen.“ 
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S. 181, Z. 6 v.u.—182, 2.5. Anders ist es, wenn man zwei unabhängige 
vertauschbare infinitesimale Trff. von der Form: 


Xf= E| (X, y)Af, XKf=9%(%, y)Af 
kennt. Vgl. hier Bd. V, S. 662. 

S. 193, Z. 11. In der Abh. Ann. XI, S. 499, Z. 6f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 
$ 8, Nr. 17, am Schlusse des ersten Absatzes) ist noch hinzugesetzt: „und dass 
überdies alle B,(II,) sich als Funktionen von II,, ..., II, darstellen lassen.“ Zu 
den Entwickelungen auf $. 193 vgl. man übrigens auch Bd. V d. Ausg. S. 689—692. 

S. 387, Z. 8 lies: math&ematiques. 

S. 533, Z. 5—22. Bequemer ist es, die Bezeichnungen «, ß, y, l, m, n, A, u, v 
für die Richtungskosinus von Tangente, Hauptnormale und Binormale zu benutzen. 
Dann wird: «= a, u=4, v’ —wy'—=I und die Frenet-Serretschen Formeln 
erscheinen in der Gestalt: 

de l di Re di ı, 
a a ee Fe > 
ferner ist = («+ iß): (A+ iu), mithin: 
RD Fan im [1 p 
ds AHtiu es = 
Aus den bekannten Beziehungen zwischen den neun Richtungskosinus folgt endlich: 
(+ ++ im + Ati, 
was sofort (+ im):(A-+iu)=iVl-+ @* liefert. 
S. 537, Z.4. Auf Grund des 8. 752, Z. 14—1 v.u. Gesagten füge man hinzu: 
„Vorgelegt im Sept. 1882“. 
Zu Abh. XXXVII, S. 545, Nr. 12 vgl. Bd. V d. Ausg. Abh X, S. 242, 2. 6—12 
und die Anm. dazu S. 674f., ferner ebd. Abh. XIV, 8. 425, Z.7—2 v.u. und die 
Anm. dazu 8. 7538. 

Zu Abh. XL, S. 553, Z. 20-—23 vgl. Bd. V d. Ausg. Abh. XIV, 8. 425, 2.7 
bis 4 v.u., Abh. XV, S. 428f., Nr. 2. 

S. 556, Z.9 v.u. fehlt der Punkt hinter zurück. 

Zu Abh. XLI, 8. 559 £,, Nr. VII. Diese Nr. ist eine Anwendung von Nr. VI. 

S. 677, Z. 7-27. Vgl. auch d. Ausg. Bd. V, Abh. XIX, S. 465, 2.4-—-1v.u. 

S. 731, Z.6v.u. Vgl. auch Lie-Scheffers, Diffgl., S. 260, 371—373. 

S. 752, Z. 14,13 v.u. Eine Abhandlung über denselben Gegenstand wie auf 
$. 537—541 hatte Lie übrigens schon 1878 angekündigt; s. Bd. V d. Ausg. Abh. V, 
S. 197, Z. 13, 12 v.u, und die Anm. dazu, 8. 634. 

8.752, 2.5,4v.u. Bestätigt wird das durch eine Bemerkung Ann. XXV, 1885, 
S. 74, Z. 13—16 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, Einl.): „So z. B. fand ich, daß die Inte- 
gration einer irreduktiblen Hilfsgleichung zweiter Ordnung immer geleistet werden 
könnte, wenn ein Integral erster Ordnung derselben gefunden war.“ In einer zu 
dem Worte „war“ gehörigen Anm. unterm Texte verweist nämlich Lie auf die 
beiden Abh. Bd. III d. Ausg. Nr. XXXVII und XXXVIIL und denkt dabei offenbar 
insbesondere an Abh. XXXVIII, 8. 546, Z. 11—13. 

S. 760, Anm. zu 8. 545, Z.6,5 v.u. Vgl. in Bd. V d. Ausg. Abh. X, 8. 242, 
Z.6—12 und die Anm. dazu, S. 674 f. 

S. 760f., Anm. zu 8. 546, Z.4—8 und $. 789, vgl. Bd. V d. Ausg. 8. 689, 
2. 4 v. u.— 694. 

S. 769, Z. 2 v.u.— 770, Z.2 muß es heißen: „Das ‚früher‘ bezieht sich auf 
die vom Dez. 1882 stammende Note: Über gewöhnliche Differentialgleichungen, 
die eine Gruppe von Transformationen gestatten“, Arch. vll, 8. 443f., d. Ausg. 
Bd. V, Abh. IX, 8. 238. 

S. 770, Z. 17 lies: Differentiationen. 

S. 782, bei Permutable inf. B. T. füge hinzu: V, 27. 
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